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内 容 简 介 


本 书 以 Gibbs 的 系 综 理论 为 纲 ,全 面 论述 了 经 典 统计 力学 和 现代 统计 力学 的 各 个 
方面 . 全 书 分 上 部 “平衡 态 统计 力学 ”和 下 部 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”两 部 分 . 上 部 包括 :第 
1 章 “ 平 衡 态 统计 力学 基础 ”第 2 章 “ 统 计 力 学 的 Euler 描述 : 系 综 理论 ”; 第 3 章 “ 统 计 
系 综 中 的 配 分 函数 及 其 应 用 ”; 第 4 章 “ 相 变 理论 和 临界 现象 ”; 下 部 包括 :第 5 章 “ 非 平 
衡 态 统计 力学 的 动 理学 理论 ;第 6 章 “ 非 平衡 态 统计 力学 的 随机 理论 :Brown 运动 ”. 另 
有 附录 A“ 平 衡 态 Maxwell-Boltzmann 统计 ”和 附录 下 平衡 态 Boltzmann 统计 中 的 常用 
积分 ”, 本 书 中 有 一 些 新 的 结果 ,例如 “平衡 态 统计 力学 ”中 关于 一 般 气体 的 配 分 函数 和 
“ 非 平衡 态 统计 力学 ”中 关于 Boltzmann-Gibbs 方程 及 其 精确 解 的 叙述 . 
本 书 可 作为 理工 科大 学 物理 学 专业 及 相关 专业 本 科研 究 生 的 教材 和 进一步 深造 
的 读物 ,也 可 作为 研究 人 员 的 参考 书 . 
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吴 大 献 先 生 论 统计 力学 
( 代 厚 ) 


惠 川 先生 : 


昨 接 七 月 廿 日 来 函 及 大 作 《Vlasov 方程 的 精确 解 》. 两 三 个 月 前 ,我 在 班 上 讲 了 
一 次 Vlasov 方程 和 Landau 阻尼 . 

Landau 阻尼 是 根据 线性 化 Vlasov 方程 得 来 的 . 

现在 已 有 Vlasov 方程 之 精确 解 ,我 想 知 道 如 从 Vlasov 方程 之 精确 解 出 发 , 作 类 
似 Landau 的 研究 ,Landau 阻尼 会 改变 吗 ? 我 以 为 这 是 颇 有 意思 的 问题 .你 有 兴趣 
吗 ? (Landau 阻尼 原文 如 不 易 得 ,可 由 我 的 书 《Kinetic Equations of Gases and 
Plasmas》 看 到 .我 以 为 写 得 尚 清 楚 .) 

(1996 年 7 月 ) 


关于 Landau 阻尼 问题 ,我 建议 ,为 简单 起 见 , 先 将 Vlasov 方程 之 外 来 电磁 场 取 
去 . 因 Landau 阻尼 主要 乃 是 电荷 (电子 ,或 离子 ) 之 “粒子 运动 "能量 与 “波动 ”之 交互 
作用 (转变 ,或 转移 ). 宜 先 将 外 来 电磁 场 分 开 . 
(1996 年 8 月 23 日 ) 


关于 Landau 阻尼 问题 . 

Landau 原文 ,多 是 数学 而 物理 意义 并 不 清楚 (至 少 对 我 是 如 此 ). 按 一 些 人 的 解 
释 ( 包 括 我 那 (Kinetic Equations of Gases and Plasmas》 书 中 (p.154)), 这 阻尼 是 代 
表 波 动 之 能 量 与 粒子 运动 之 交换 (?). 大概 意思 是 略 如 普通 气体 中 由 分 子 的 直接 ( 质 
量 ) 运 动 转变 为 分 子 热 运动 .但 我 们 务 要 记 着 :在 气体 中 ,这 种 交互 ,是 由 于 黏 性 ! 而 
这 黏 性 是 使 流体 力学 方程 变 成 不 可 逆 的 ! 但 Vlasov 方程 是 一 个 可 逆 方 程 .Landau 
引入 一 Landau 变换 ,将 负 的 时 间 方 向 根本 排除 了 , 故 只 有 正 的 时 间 方 向 ! 这 并 不 能 
说 物理 上 是 一 个 不 可 逆 系 统 ! 

如 你 同意 我 这 点 , 则 请 细 想 一 下 ,Pines 等 对 Landau 阻尼 的 解释 " .因为 由 一 个 


* 指 D. Pines 和 D. B6hm 在 《物理 评论 》 上 发 表 的 文章 ,1952:85,338. 
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原来 是 一 个 可 逆 的 方程 式 ,不 加 入 物理 的 因素 ,不 可 能 得 一 个 不 可 逆 的 结果 . 
在 Bogoliubov 的 理论 ,从 原来 的 可 逆 方程 式 , 他 引入 初始 条 件 的 条 件 ( 对 于 关联 
在 1=0 或 1->-oo 时 的 假设 情形 ), 由 此 他 得 到 1->+o 的 情形 .但 Landau 用 的 是 
Laplace 变换 , 硬 把 1 二 0 部 分 排出 理论 之 外 ! 
我 从 开始 便 对 Landau 阻尼 有 疑问 .Vlasov 方程 是 可 北 的 ,如 何 得 一 不 可 逆 的 阻 
尼 , 是 何 意义 ? 我 觉得 Landau 变换 是 一 个 变 戏 法 中 的 掩 服 法 . 
(1996 年 9 月 10 日 》 


回 到 可 逆 方 程式 的 问题 . 
这 问题 在 我 的 《Kinetic Equations of Gases and Plasmas》 中 , 似 讲 得 很 清楚 . 


Boltzmann 方程 式 中 的 人 顶 ,根本 不 能 由 力学 得 来 ;所 谓 “Stosszahlansatz”( 碰 
挤 假 设 ) 系 不 可 逆 性 的 来 源 ! 由 Liouville 方程 式 , 可 时 得 B-B-G-K-Y 系 方程 式 , 这 
些 方程 式 是 完全 可 逆 的 ! 如 果 由 B-B-G-K-Y 系 获得 Boltzmann 方程 式 , 则 须 引 入 
另外 的 条 件 , 如 “开始 条 件 ”( 和 一 些 “ 近 似 ”)! 

电磁 方程 式 之 可 逆 性 ,应 从 Maxwell 方程 式 ( 未 引入 (入 ,89) 势 之 前 ) 看 .有 人 为 
超前 势 、 推 迟 热 似乎 提出 些 问 题 , 我 认为 这 是 初始 条 件 的 问题 ,没有 时 间 反 转 可 逆 的 
困难 . 

Vlasov 方程 式 是 B-B-G-K-Y 系 的 最 低 近 似 , 是 可 逆 的 ;如 不 引入 另 一 条 件 , 则 
无 法 分 别 (+1) 与 (一 1) 的 情形 . Landau 的 解 是 用 了 Laplace 变换 ,自然 只 有 
《+1 上) 的 方向 ,没有 (一 1) 的 方向 ; 因 作 了 此 变换 后 ,根本 不 能 问 1 二 0 的 问题 了 . 

(1996 年 9 月 30 日 ) 


另 有 一 问题 ,我 怀疑 有 些 书 "对 “不 可 递 过 程 ? 讲 得 不 十 分 正确 .在 热力 学 中 ,所 
谓 “ 不 可 逆 ”, 是 因为 第 二 定律 的 限制 .换言之 “第 二 定律 ?和 "不可逆 ”是 密切 相关 
的 .这 要 点 ,我 觉得 很 少 书 着 重 它 ! 我 当然 几 十 年 来 很 少 看 教科 书 了 ;偶然 遇见 一 本 
书 , 便 翻 开 一 二 点 ,查看 一 下 而 已 . 
(1996 年 10 月 9 日 ) 
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在 本 书 代 序 中 吴 大 褒 先 生 所 提 到 的 拙 作 《Vlasov 方程 的 精确 解 》 发 表 于 1996 
年 .在 20 世纪 70 年 代 之 前 ,关于 “Vlasov 方程 的 精确 解 ” 尚 无 一 例 ,后 来 才 逐 渐 多 了 
起 来 .由 于 Vlasov 方程 的 物理 背景 涉及 核 爆 炸 ,因而 有 些 人 将 其 称 为 “国防 方程 ”之 
一 ,重要 性 由 此 可 见 (其 实 “ 核 爆炸 ”与 量子 力学 Schr6dinger 方程 没有 什么 太 大 的 关 
系 ). 我 的 那 篇 文章 无 非 是 架 起 了 “Vlasov 方程 的 精确 解 ”" 和 “流体 动力 学 方程 组 的 精 
确 解 ”之 间 的 一 座 桥 梁 , 至 于 解 的 具体 形式 则 是 一 个 也 没有 写 . 当 我 将 文章 寄 给 吴 大 
涂 先 生 之 后 ,引发 了 吴 先 生 关 于 “Landau 阻尼 ”以 及 “不 可 首 性 来 自 何 处 ”的 议论 .我 
那 时 正 聚 精 会 神 于 其 他 问题 ,而 且 对 论 及 的 “Landau 阻尼 ?也 不 其 了 解 甚至 “ 甚 不 了 
解 ”, 于 是 就 将 这 一 研究 课题 给 耽误 了 . 

吴 大 底 先 生 对 Landau 的 批评 (“多 是 数学 而 物理 意义 并 不 清楚 (至 少 对 我 是 如 
此 )”) 所 言及 的 ,或 者 说 Landau 行事 作风 方面 的 缺点 ,实际 上 是 众所周知 的 . Landau 
喜欢 以 自己 的 理解 来 撰文 著 书 , 而 不 太 顾及 别人 的 感受 和 科学 上 的 严格 性 (当然 其 
中 也 不 乏 真 知 灼 见 ) .一 个 确实 的 和 典型 的 事例 是 :在 以 Landau 冠 名 的 两 本 《统计 物 
理学 》 和 以 他 的 学 生 Lifshitz 冠 名 的 《物理 动 理 学 》 这 三 本 涉及 统计 力学 的 教科 书 中 ， 
只 是 在 第 一 本 《统计 物理 学 IT) 一 书 的 两 个 很 不 起 眼 的 小 注解 中 提 到 “ 系 综 "这 一 关键 
词 .当代 物理 学 家 都 知晓 , 离开“ 系 综 ” 的 统计 力学 是 原始 的 、 幼 稚 的 、 无 所 作为 的 、 没 
有 前 途 的 ,甚至 是 毫 无 意义 的 、 自 相 矛 盾 的 、 行 不 通 的 .显然 ,Landau 起 码 是 不 喜欢 
“ 系 综 ” 这 个 词 的 (他 用 的 词 是 “系统 ”, 而 将 系 综 理论 中 的 “系统 ” 称 为 “ 子 系统 ”), 尺 
管 在 这 三 本 涉及 统计 力学 的 教科 书 中 所 使 用 的 方法 不 可 避免 地 仍然 是 “ 系 综 的 ”. 究 
其 原因 , 愚 以 为 这 与 他 在 量子 力学 基础 理论 方面 的 ”Copenhagen 学 派 ” 立 场 有 关 ( 可 
参阅 他 的 《量子 力学 ) 一 书 ). 

与 Landau 观点 相近 甚至 走 得 更 远 的 物理 学 家 还 有 Pauli 和 von Laue. 前 者 在 
量子 力学 基础 理论 方面 也 属于 "Copenhagen 学 派 ”, 这 样 说 倒 也 罢了 ;后 者 站 在 反对 
“Copenhagen 学 派 ” 的 立场 这 样 说 就 有 点 匪夷所思 了 .这 些 物 理学 家 尽管 在 实际 科 
学 活动 中 能 够 熟练 地 应 用 " 系 综 理论 ”中 的 一 些 方法 ,但 是 在 谈 到 他 们 的 感受 时 就 对 
Gibbs 的 理论 不 在 状态 了 . 

“不 愿 放 弃 企 图 编造 物质 (分 子 ) 结 构 的 过 分 要 求 ” 的 物理 学 家 在 统计 力学 中 高 
欢 用 “Lagrange 描述 ”( 例 如 在 “Maxwell-Boltzmann 统计 ”“Darwin-Fowler 统计 ” 
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和 分 子 运动 论 中 那样 ) ,而 “ 系 综观 点 则 是 “Euler 描述 ”的 .在 通常 的 统计 力学 教科 
书 中 ,除了 “Lagrange 描述 ”和 “Euler 描述 ”这 两 种 立场 外 ,还 有 “平衡 态 ” 和 “ 非 平 稀 
态 ”, “经典” 和 “量子 ”,“ 非 相对 论 ” 和 “相对 论 ” 三 对 各 两 种 统计 力学 体系 .在 
“Lagrange 描述 ”中 有 “Maxwell-Boltzmann” 和 “Darwin-Fowler” 两 种 “分 布 ”在 
“Euler 描述 ”的 “Gibbs 统计 ”中 有 “ 微 正 则 ”“ 正 则 ”和 “ 巨 正则 ”三 种 “ 系 绿 ”; 除 此 之 
外 ,在 通常 的 统计 力学 教科 书 中 的 数学 处 理 方 面 也 经 党 随心所欲 ,一 会 儿 是 “ 求 和 ”， 
一 会 儿 又 是 “积分 ”,“ 求 和 ?前 说 不 清楚 根据 “积分 ?时 说 不 明白 理由 ;真正 是 “ 千 头 
万 绪 ?, 剪 不断 、 理 还 乱 ! 因而 ,要 想 写 好 一 本 统计 力学 教科 书 的 难度 可 想 而 知 ! 与 
得 不 好 ,确实 会 “乱七八糟 >”“ 一 团 乱 麻 ”, 就 像 某 些 学 生 所 反映 的 . (已 故 量子 物理 学 
家 洪 定 国教 授 亦 曾 对 我 说 过 他 “最 不 喜欢 上 统计 力学 课 ”, 的 确 是 :做 人 难 , 做 老师 更 
难 1) 统 计 力 学 的 核心 问题 是 怎样 解释 “ 焙 ”, 现 在 倒 好 ,一 些 统计 力学 教科 书 自己 倒 
成 了 “ 和 极 大 ”1 

统计 力学 教科 书 为 何 “ 一 团 乱 麻 >”“ 焙 极 大 ”? 原因 之 一 就 是 对 物理 学 素材 组 织 
得 不 尽 合理 .Landau 本 人 和 Lifshitz 就 曾 承 认 :“ 时 常 碰 到 这 样 一 种 见解 :认为 统计 
物理 学 是 理论 物理 学 中 最 没有 根据 的 一 个 部 门 ( 就 其 基本 原理 来 说 ) 一 一 这 种 见解 
是 我 们 所 不 同意 的 .我 们 相信 这 些 困难 是 人 为 造成 的 ,因为 问题 常常 陈述 得 不 够 合 
理 . ”一 本 书 要 “ 写 得 好 ”, 一 是 要 有 “学 术 特 色 ”, 二 是 要 “组 织 得 出 色 ”( 当 然 除 此 之 外 
还 必须 有 语言 文学 方面 的 “漂亮 ?功底 ). 不 仅 包 括 文艺 小 说 在 内 的 文史 哲 书 籍 必 须 
如 此 ,而 且 自 然 科学 的 教科 书 也 必须 如 此 ， 焙 极 大 ”的 统计 力学 教科 书 更 须 如 此 . 

一 些 统计 力学 教科 书写 得 “一 团 乱 麻 ”“ 炉 极 大 ”当然 也 有 其 “ 走 疝 反面 "的 “好 
处 ”, 那 就 是 为 后 来 者 提供 了 一 个 发 挥 其 (组 织 文章 ) 才 能 和 想象 力 的 平台 .下 是 出 于 
这 一 原因 ,使 我 产生 了 再 写 一 本 《统计 力学 ) 的 冲动 . 

怎样 才能 让 “ 人 ” 取 极 小 ?学 过 高 等 数学 或 经 典 力学 的 人 都 知道 :只 要 使 用 
“Lagrange 未 定 乘 数 法 ” 便 可 .因此 ,要 想 写成 一 本 “ 较 好 ”的 《统计 力学 》, 就 必须 抓 住 
“主要 矛盾 ”.“ 主 要 矛盾 ”就 是 “Lagrange 未 定 乘 数 法 ”中 的 "约束 条 件 ”. 统 计 力学 中 
的 “主要 矛盾 ”就 是 “ 系 综 理论 ” ,平衡 态 统计 力学 中 的 “主要 矛盾 ”还 要 加 上 “ 配 分 殴 
数 ”.“ 系 综 理论 ”是 统计 力学 的 根本 和 逻辑 依据 ,没有 “ 系 综 理论 ”的 统计 力学 将 一 事 
无 成 (充其量 只 能 计算 初等 的 、. 毫 无 实际 意义 的 “ 单 原子 分 子 理想 气体 ”) .平衡 态 统 
计 力 学 中 的 “ 配 分 函数 ”就 相当 于 量子 力学 中 的 “ 波 函 数 ”. 量子 力学 中 的 “ 波 函 数 ” 是 
力学 量 的 “生成 阻 数 ”, 平 衡 态 统计 力学 中 的 “ 配 分 函数 ” 则 是 热力 学 量 的 “生成 函 
数 ”. 上 部 平衡 态 统计 力学 的 主要 研究 方向 就 是 计算 形形色色 的 “ 配 分 函数 ”. 

原则 上 讲 , 凡 经 典 力学 中 经 由 Lagrangian 得 到 的 Hamiltonian, 都 有 其 对 应 的 
(正则 系 综 )“ 配 分 消 数 ”, 计 算 方法 则 是 高 等 数学 中 的 “Laplace 变换 ”. 对 各 式 各 样 的 
力学 问题 ,这 种 Hamiltonian 多 如 牛 毛 ,按理 说 ,其 对 应 的 (正则 系 综 ) 7 配 分 基数 ? 亦 
应 多 如 牛 毛 :因为 原子 之 间 的 “约束 关系 ?千变万化 .任何 情况 都 有 可 能 出 现 .对 于 复 
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杂 的 Hamiltonian, 其 “Laplace 变换 ”的 计算 将 变 得 十 分 困难 .于 是 ,通常 的 处 理 方 法 
是 先 将 Hamiltonian 化 为 “ 简 正 形式 ”( 例 如 Debye 对 “ 线 弹 性 力学 ”的 处 理 ) ,然后 再 
进行 计算 ,这 相当 于 在 “运动 微分 方程 ”中 采取 了 某 种 “线性 近似 ”.“ 简 正 形式 ” 
Hamiltonian 的 数目 将 会 减少 许多 ,其 对 应 的 (正则 系 综 )“ 配 分 函数 ”的 数目 因而 也 
减少 许多 . 

正则 系 综 的 “ 配 分 函数 ”是 最 基本 的 : 微 正 则 系 综 的 “ 配 分 函数 ”可 以 通过 “ 逆 
Laplace 变换 ”由 正则 系 综 “ 配 分 函数 ”得 到 ,而 巨 正则 系 综 的 “ 配 分 函数 "的 对 数 与 正 
则 系 综 的 “ 配 分 函数 ?之 间 以 一 个 简单 的 计算 公式 相 联系 .因此 ,在 平衡 态 统计 力学 
中 强调 以 “ 微 正则 ”“ 正 则 ”和 “ 巨 正则 ”三 种 “ 系 综 ” 为 主要 分 类 完全 没有 必要 . 

在 平衡 态 统计 力学 中 强调 以 “经 典 ” 和 “量子 ”( 包 括 “Bose 统计 ”和 “Fermi 统 
计 ”) 为 主要 分 类 也 同样 完全 没有 必要 .物理 学 问题 会 自然 显示 其 “经 典 ” 属 性 或 “ 量 
子 ” 属 性 , 退 一 步 说 ,如 果 “ 经 典 ” 的 “Boltzmann 统计 ”解决 不 了 此 问题 ,或 者 其 结果 与 
实验 相 比 较 有 差异 , 则 完全 可 以 改 用 “量子 ”的 “Bose 统计 ”或 “Fermi 统计 ”来 重新 计 
算 . 这 只 不 过 是 举 手 之 劳 , 没 有 什么 大 不 了 的 . 当然 ,在 计算 “量子 ”问题 的 “ 配 分 肾 
数 ” 时 ,“ 基 本 上 ”只 能 用 “ 求 和 ”(“Laplace 变换 ”失灵 1!) 而 不 能 用 “积分 ”, 因 为 “量子 
能 级 ”是 不 连续 的 .此 外 ,在 “量子 ”的 “Bose 统计 ”或 “Fermi 统计 ?中 ,统计 权重 ”可 
以 通过 “等 比 级 数 ” 的 求 和 公式 最 后 被 归 化 为 若干 “经 典 ” 的 “Boltzmann 统计 ”统计 
权重 ”的 和 式 .从 而 在 计算 “量子 ”的 “Bose 统计 ”或 “Fermi 统计 ”的 “ 配 分 泪 数 ”时 ,可 
以 充分 利用 “经 典 ” 的 “Boltzmann 统计 ”的 “ 配 分 函数 ”. 换言之 ,在 平衡 态 统计 力学 
中 ,将 “经 典 ” 和 “量子 ”作为 二 级 分 类 即 可 . . 

“ 非 相 对 论 ” 和 “相对 论 ”, 对 任何 物理 学 理论 都 是 绝对 重要 的 ,然而 ,由 于 “ 系 综 ” 
中 的 系统 之 间 存 在 “ 非 局 域 ”? 的 “ 隐 关 联 ”, 因 而 统计 力学 不 可 能 达到 “彻底 ”的 相对 
论 . 所 谓 “ 相 对 论 统 计 力 学 ”实际 上 只 是 形式 上 的 , 而且, 涉及 转动 振动、 非 理想 气 
体 、 相 变 和 临界 现象 之 类 的 物理 学 问题 ,都 不 可 能 是 相对 论 的 .因此 ,在 统计 力学 中 ， 
相对 论 问题 的 数量 不 是 太 多 ,其 在 平衡 态 统计 力学 中 所 对 应 的 “ 配 分 函数 "也 比较 
少 .然而 ,利用 所 谓 “ 一 般 气体 ”( 即 系统 的 Hamiltonian 与 其 广义 动量 呈 任 意 “ 次 方 ” 
的 关系 ,而 空间 的 “ 维 数 "也 是 任意 的 那 种 气体 ) 的 “ 配 分 函数 ", 可 以 证 明 诸如 “能量 
均 分 定理 ”“ 比 热 比 “状态 方程 与 内 能 之 间 关 系 ” 以 及 “光子 气体 ”的 “Stefan- 
Boltzmann 定律 ”等 统计 力学 计算 公式 中 貌似 没有 什么 意义 的 “系数 ”或 “次 方 ”, 其 实 
都 与 空间 的 “ 维 数 ” 和 热 运 动 粒 子 是 否 是 “相对 论 的 有关 .这 是 统计 力学 中 一 个 十 分 
美妙 的 结果 ! 也 就 是 所 谓 的 “ 普 适 类 ”. 在 与 实验 数据 对 比 后 , 它 不 但 证 明了 现实 的 
世界 的 的 确 确 是 三 维 的 ,而 且 证 明了 “相对 论 ” 是 完 完全 全 正确 的 ! 任何 认为 现实 世 
界 不 是 三 维 (高 于 三 维 或 低 于 三 维 ) 的 理论 ,任何 “ 反 相对 论 ” 的 言论 ,都 必须 接受 这 
一 统计 力学 结果 的 检验 ! 

“一 般 气 体 “ 配 分 函数 ”的 求 得 ,以 及 由 此 得 到 的 奇妙 的 “ 普 适 类 ”结果 ,是 本 书 
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一 大 特色 . 

在 本 书 第 3 章 末 了 处 讨论 了 非 理想 气体 ,在 第 4 章 讨 论 了 “ 相 变 ” 和 临界 现象 . 这 
两 部 分 内 容 属于 近代 统计 力学 所 研究 的 课题 ,其 中 “二 维 Ising 模型 ”的 精确 解 更 是 
统计 力学 皇冠 上 一 颗 灿烂 的 明珠 ,理所当然 必须 进行 充分 的 介绍 .但 正 由 于 这 些 内 
容 属于 近代 统计 力学 所 研究 的 课题 ,计算 复杂 ,方向 不 明 ,因而 目前 不 太 可 能 有 可 提 
升 的 物理 学 内 涵 ,尤其 是 关于 临界 现象 的 研究 更 是 不 得 要 领 .在 非 理想 气体 和 “ 相 
变 ” 问 题 中 ,由 相互 作用 势能 产生 的 “ 配 分 函数 ”被 称 为 “位 形 积分 ”. 相互 作用 势能 的 
表达 式 都 是 经 过 近似 处 理 的 ,只 是 反映 了 相互 作用 势能 中 “矛盾 的 主要 方面 ,其 对 
应 的 “位 形 积分 ”肯定 是 不 精确 的 .然而 ,即使 是 对 于 这 种 只 反映 相互 作用 势能 中 “了 矛 
盾 的 主要 方面 ”因而 是 不 太 精 确 的 “位 形 积分 ”, 其 计算 也 是 相当 繁复 的 . Mayer 夫妇 
的 “集团 展开 法 ”和 “二 维 Ising 模型 ”的 Onsager 解 就 是 两 个 典型 .“Onsager 解 ” 中 有 
一 个 关键 步骤 是 将 矩阵 “对 角 化 ”, 这 种 “对 角 化 ”步骤 与 将 问题 的 Hamiltonian 化 为 
“ 简 正 形式 ”的 意思 差不多 . 

下 部 “ 非 平 衡 态 统计 力学 ”分 为 “ 动 理学 理论 ”和 “随机 理论 ”两 章 .本 书 的 第 二 大 
特色 就 是 对 Boltzmann 方程 的 改造 和 求解 .传统 Boltzmann 方程 等 号 右边 的 “碰撞 
项 ”( 见 吴 大 褒 先生 在 “ 代 序 ”中 所 说 ) 完 全 出 自 “Lagrange 描述 ”的 “气体 分 子 运动 
论 ”, 而 并 非 出 自 “Euler 描述 ”的 “ 系 综 理 论 统 计 力 学 ”. 这 充分 说 明了 传统 
Boltzmann 方程 首先 在 逻辑 上 就 有 矛盾 ,而 且 不 符合 Einstein 的 “逻辑 简单 性 ”原则 . 
改变 传统 Boltzmann 方程 的 原始 推导 方式 而 用 系 综 理论 , 可 以 得 到 所 请 的 
“Boltzmann-Gibbs 方程 ”. 巧 的 是 ,“Boltzmann-Gibbs 方程 ”的 精确 解 与 量子 力学 中 
的 “立方 非 线 性 Schr6dinger 方程 ”的 精确 解 有 某 种 相仿 之 处 .对 这 两 种 精确 解 进 行 
分 析 对 比 , 便 可 以 判断 出 吴 大 辫 先 生 所 说 的 “不 可 道 性” 来自 何 处 .值得 注意 的 是 ,由 
“Boltzmann-Gibbs 方程 ”得 到 的 推论 ,与 由 传统 Boltzmann 方程 得 到 的 推论 是 完全 
相同 的 .而 且 即 使 从 保守 的 立场 来 看 ,“Boltzmann-Gibbs 方程 ” 仍 可 以 被 视 为 传统 
Boltzmann 方程 的 一 种 特殊 情况 . 

“ 非 平衡 态 统计 力学 ?是 统计 力学 近年 来 蓬勃 发 展 的 领域 (有 关 的 学 术 论 文 数目 
占 全 部 统计 力学 学 术 论 文 数 的 三 分 之 二 ) ,其 中 有 许多 值得 侦查 的 线索 和 值得 研究 
的 课题 . 然而 正 由 于 这 种 “侦查 ”和 ”研究 ?还 远 没 有 取得 漂亮 的 .值得 总 结 的 阶段 性 
成 果 , 因 而 在 “ 非 平 衡 态 统计 力学 ”的 “ 动 理学 理论 ”和 “随机 理论 ”两 章 中 眼下 只 得 采 
取 “ 有 所 为 ,有 所 不 为 ”的 态度 , 仅 对 我 自己 所 感 兴趣 的 问题 进行 阐述 而 未 敢 面 面 俱 
到 .更 深入 的 课题 ,读者 可 以 继续 钻研. 

统计 力学 教科 书目 前 流行 的 格式 或 结构 ,起 始 于 1928 年 的 Fowier,1938 年 的 
Tolman 和 Landau, 以 及 1946 年 的 Mayer 夫妇 .这 种 流行 的 格式 或 结构 ,以 统计 力 
学 的 应 用 为 主线 , 辅 以 “经 典 ” 和 “量子 ”的 分 类 ,但 背离 了 1902 年 Gibbs 以 基本 原理 
为 主线 的 初衷 .这 种 流行 的 格式 或 结构 使 人 容易 将 书写 得 “一 团 乱 麻 ”"“ 焙 极 大 ”! 
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有 些 统 计 力 学 教科 书 的 作者 始终 不 明白 , 著 书 的 目的 为 的 是 传道 、 授 业 、 解 惑 、 减 
“ 炉 ”, 而 不 是 为 了 氛 摊 、 氛 谱 或 者 摆弄 、 炫 炊 自 己 的 一 得 之 见 .他 们 在 有 意 无 意 之 间 、 
在 潜意识 下 意识 之 间 ,将 问题 搞 复 杂 了 ,将 “ 灶 ? 摘 大 了 ! 

在 这 方面 ,其 实 写 得 较为 成 功 的 口碑 较 好 的 榜样 是 某 些 量子 力学 教科 书 , 这 些 
书 值 得 借鉴 .参照 和 模仿 . 

对 于 统计 力学 教科 书 来 说 “应 用 ”是 其 赖 以 存在 和 发 展 的 根本 和 基础 .马上 上 庚 
先生 ,在 他 著名 的 4 统计 力学 》 一 书 中 说 :统计 力学 是 理论 物理 的 一 部 门 . 它 最 出 色 
之 处 ,是 它 的 应 用 .应 用 范围 包括 物理 天文、 化 学 .材料 ,以 至 于 生物 学 . 它 是 一 个 非 
常 方 便 的 工具 ,使 我 们 能 把 物质 的 分 子 结构 性 质 和 大 尺度 的 热力 .电磁 等 性 质 连 接 
起 来 .统计 力学 的 应 用 大 致 可 分 为 “初等 和 “高 等 '. 初 等 部 分 大 致 是 ‘理想 气体 ’, 包 
括 量子 理想 气体 . 凡是 粒子 间 交 互 作 用 不 重要 的 情形 ,如 自由 电子 模型 ,都 包括 了 . 
其 应 用 已 非常 广泛 .高 等 部 分 是 对 交互 作用 的 谈论 ,应 用 在 交互 作用 很 重要 的 情况 ， 
如 变态 现象 . 高 等 部 分 自然 是 困难 得 多 .” 马 上 上 庚 先 生 这 里 所 说 的 “交互 作用 ” 即 是 
“相互 作用 ”, “变态 ” 即 是 “ 相 变 ”. 马上 上 庚 先 生还 说 ,高 等 统计 力学 是 在 固态 物理 兴 
起 之 后 的 产物 .”“ 大 多 数 的 应 用 ,都 是 应 固态 物理 之 用 .原因 是 固态 物理 现象 繁多 ， 
实验 方法 突飞猛进 ,而 所 观测 的 物质 , 仍 不 似 生物 物体 之 复杂 ,由 此 理论 的 分 析 还 大 
致 可 以 配合 .许多 新 的 观念 ,都 是 从 固态 物理 得 来 .”( 近 几 十 年 来 ,统计 力学 的 应 用 
又 从 固体 物理 学 延伸 至 凝聚 态 物 理学 ,甚至 粒子 物理 学 和 天 体 物 理学 ,以 至 于 有 人 
说 :“ 现 在 的 物理 学 已 是 统计 力学 的 一 统 天 下 .”) 由 马上 庚 先 生 的 这 番 话 可 以 听 出 : 
统计 力学 离 不 开 其 “应 用 ”, “应 用 ”多 当然 是 好 事情 ,但 是 车 以 “应 用 ”为 主线 撰写 统 
计 力 学 教科 书 ,一 版 一 版 加 厚 势必 没完 没 了 , 越 来 越 腔 肿 不 堪 ! 

而 且 , 有 些 所 请 "应 用 ”, 本 身 就 存在 许多 说 不 清道 不 明 的 问题 ,例如 “ 负 温 度 ” 
的 概念 ! 不 少 人 缘 认 为 “ 负 温 度 ” 的 概念 较 之 “Loshimidt 可 逆 伴 户 > 和 “Zermelo 循 
环 伴 雇 ”, 更 加 诡异 ,更 加 怪力 乱 神 . 

“适当 减肥 ”, 是 撰写 统计 力学 教科 书 的 基本 路 线 必须 改 弦 易 辐 的 又 一 个 原因 . 
“瘦身 "的 目标 即 是 抓 住 统计 力学 的 “主要 矛盾 ”, 以 “ 系 综 理 论 ” 既 “ 配 分 函数 ”为 纲 ， 
而 将 其 “应 用 ”实例 尽 可 能 浓缩 至 最 简 篇 幅 . 其实, 量子 力学 教科 书 中 也 有 许多 近代 
的 、 新 的 “应 用 ”( 当 然 其 “诠释 ”是 否 合理 男 当 别论 ), 然 而 这 些 教科 书 的 “扮相 ” 却 可 
以 做 得 相当 “苗条 ”. 

此 外 ,对 马上 庚 先 生 为 其 (统计 力学 》 所 写 的 “ 序 ? 中 的 某 些 话 ,我 亦 深 有 同感 ( 当 
然 马 先生 关于 系 综 理论 的 认识 是 有 些 糊 涂 的 ). 马 先生 说 :“ 今 天 的 统计 力学 ,已 分 科 
太 细 ,应 用 太 广 .读者 不 可 能 读 一 两 本 教科 书 而 成 专家 . 教 本 的 目的 ,只 是 帮忙 读者 
打 稳 基础 ,把 一 些 基 本 概念 弄 清楚 ,学 一 两 手 简 单 的 “ 招 术 ,以 免 以 后 自 阅 门 路 时 吃 
亏 . 目 前 市 上 教 本 甚 多 ,不 乏 经 典 之 作 , 但 在 观念 上 ,题材 上 ,已 略 嫌 陈 旧 . 新 书 多 偏 
于 专门 .时 人 多 急于 研究 , 少 致力 于 教 本 .再 者 新 知 累积 太 快 , 写 一 本 长 久 性 的 教 本 ， 
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已 是 绝顶 困难 的 事 . 此 书 是 一 本 简短 的 书 , 供 一 时 之 需 .希望 对 今天 的 读者 有 所 助 
益 .” 马 先生 对 统计 力学 中 一 些 基本 问题 的 质疑 精神 ,也 很 值得 “时 人 ”学习 . 

我 自 1987 年 起 就 开始 研究 传统 Boltzmann 方程 ,并 发 表 了 一 篇 当时 认为 不 错 
现在 觉得 比较 幼稚 的 论文 . 几 年 后 (1991 年 ) ,复旦 大 学 王 福 山 教授 (已 故 ) 兽 建议 我 
凭 此 文 去 参加 全 国 统计 物理 学 年 会 ,并 寄 来 一 本 由 复旦 大 学 苏 汝 刍 教 授 编著 的 《 统 
计 物 理学 ) 教 科 书 . 王 福 山 教授 与 我 谈论 得 最 多 的 当然 是 Heisenberg 和 量子 力学 ( 因 
为 他 是 Heisenberg 的 学 生 ) ,但 有 时 候 也 旁 及 其 他 .在 拜 识 吴 大 均 先 生 之 前 , 王 福 山 
教授 对 我 的 帮助 和 鼓励 最 多 . 自 1989 年 7 月 始 , 王 福山 教授 给 我 来 过 68 封 信 . 

除了 传统 Boltzmann 方程 之 外 ,我 还 研究 过 “Vlasov 方程 的 精确 解 ”. 实 际 上 , 关 
于 “Vlasov 方程 的 精确 解 ”, 我 曾经 写 过 两 三 篇 文章 ,在 这 之 前 的 一 两 篇 也 比较 幼稚 . 
做 过 科学 研究 的 人 都 知道 这 种 幼稚 是 难免 的 ,每 一 篇 文章 背后 都 有 遗憾 的 一 面 ,大 
干 年 后 才能 对 自己 工作 的 成 败 得 失 有 一 个 比较 客观 的 评价 . 至 于 Vlasov 方程 的 具体 
形式 和 有 关 细 节 , 最 初 我 全 是 从 吴 大 蕨 先生 的 书 上 看 来 的 . 

更 早 一 些 , 我 曾 发 表 过 几 篇 有 关 流 体 动力 学 方面 的 论文 ,小 有 成 果 但 无 大 的 建 
树 ,后 来 猛然 发 现 , 流 体 动力 学 与 统计 力学 之 间 有 着 千 丝 万 缕 的 联系 ,这 就 印证 了 我 
的 同事 的 一 种 说 法 :统计 力学 是 一 个 大 口袋 ,可 以 将 除 经 典 力 学 、 电 动力 学 ( 除 “ 相 对 
论 ” 外 ,电动 力学 的 主要 内 容 就 如 在 我 的 (经典 力 学 附录 B 中 所 陈述 的 ,其 余部 分 都 
是 有 关 它 的 应 用 和 它 与 其 他 学 科 之 间 的 交叉 组 合 ) .量子 力学 之 外 的 全 部 学 问 装 进 
去 ! 于 是 ,在 量子 力学 基础 理论 之 外 ,我 便 名 正言 顺 地 开始 以 钻研 "统计 力学 ?这 个 
“大 口袋 ”为 业 , 在 这 个 “大 口袋 ”中 的 腾 . 此 次 著 书 , 便 是 总 结 . 

除了 在 “统计 力学 ”这 个 “大 口袋 ”中 连续 捣 腾 多 年 的 “各 态 历经 ?学 术 研 究 外 , 著 
书 的 另 一 个 人 背景 是 在 中 国 科 学 技术 大 学 主讲 “热力 学 和 统计 力学 ”课程 的 教学 经 
历 .与 已 故 量子 物理 学 家 、 湖 南 师范 大 学 的 洪 定 国教 授 不 同 ,我 对 主讲 “热力 学 和 统 
计 力 学 ”这 门 课 兴 趣 盎 然 且 热衷 于 此 进而 乐此不疲 .原因 之 一 是 企 望 在 其 中 找到 可 
供 研究 的 理论 课题 ,原因 之 二 是 试图 查 明 统计 力学 与 量子 力学 之 间 的 理论 联系 及 演 
化 脉络 .我 与 郑 久 仁 教 授 两 人 曾 连 续 五 年 为 中 国 科 学 技术 大 学 研究 生 院 , 中 国 科学 
院 研 究 生 院 , 中 国 科学 院 若干 个 地 方 研究 所 招收 硕士 研究 生 编写 “热力 学 ”和 “统计 
力学 ”方面 的 试卷 . 

在 统计 力学 的 天 空 ,闪烁 着 不 少 华裔 物理 学 家 星宿 . 华裔 物理 学 家 在 相对 论 和 
量子 力学 基础 理论 方面 基本 上 没有 值得 夸 盗 的 成 就 (这 可 能 与 华裔 物理 学 家 的 思想 
方法 有 关 ) ,然而 他 们 在 统计 力学 方面 却 建立 了 许多 可 歌 可 颂 的 丰功伟绩 .统计 力学 
是 极为 适合 华裔 物理 学 家 工作 和 耕耘 的 领地 .本 书 的 “参考 文献 ”中 ,记录 着 他 们 的 
每 一 项 功勋 ,哪怕 是 点 点 滴 滴 . 

为 了 便于 使 用 ,本 书 编制 了 不 少 表格 ,以 备查 阅 、 研 究 之 需 . 一 本 以 “统计 ?为 标 
题 的 书 , 没 有 大 量 的 表格 简直 是 不 可 思议 的 .但 是 ,本 书 是 4 统计 力学 》 而 不 是 《统计 
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学 》, 其 中 的 表格 当然 以 公式 为 主 ,而 不 是 以 数据 为 主 . 

在 本 书 的 “附录 ”中 ,是 “Maxwell-Boltzmann 统计 ”. 受 篇 幅 限 制 ,有 关 “ 热 力学 ” 
和 “流体 力学 ”等 内 容 已 删除 ,而 热力 学 习题 等 将 移入 《统计 力学 题 谱 ) 一 书 .同样 ,由 
于 受 篇 幅 限制 的 原因 ,本 书 中 部 分 例题 已 被 改 为 习题 (例如 第 2 章 的 前 25 题 和 第 3 
章 的 前 41 题 ) .但 从 教学 角度 考虑 ,这 些 习 题 仍 可 作为 讲课 例题 来 使 用 . 

为 了 避免 陷 人 量子 力学 诠释 之 争 的 游 涡 ,本 书 略 去 了 以 “von Neumann 方程 ”为 
出 发 点 的 男 一 种 “量子 统计 力学 ”( 实 际 上 此 内 容 已 步 人 了 “量子 场 论 ”) 方 面 的 有 关 
内 容 . 本 来 打算 在 “附录 ”中 作 一 简单 介绍 ,后 来 思 仁 再 三 还 是 放弃 了 .许多 事物 ， 苗 
条 "总 比 “ 腾 肿 ? 漂 亮 , 当然 也 不 能 太 “ 骨 感 ”. Fowler 在 其 《统计 力学 》(1936 年 ,第 2 
版 ) 的 "前言 ? 中 说 :在 写 完 第 1 版 时 ,统计 力学 仍旧 处 于 经 典 语言 向 量子 力学 语言 
变 时 期 ,而且 这 种 转变 的 许多 特征 当时 还 很 模糊 . 其 后 ,这 种 转变 完成 了 ,在 原理 上 
再 也 不 存在 任何 含糊 地 方 了 . ”然而 ,Copenhagen 诠释 在 对 “量子 ”的 理解 方面 依然 
十 分 模糊 和 含糊 , 几 十 年 来 关于 “诠释 "方面 的 争论 就 是 最 好 的 旁证 . 

作者 感谢 已 故 吴 大 褒 教 授 的 说 说 教诲 ! 感谢 已 故 王 福山 教授 的 热心 鼓励 ! 


沈 惠 川 
2010 年 8 月 15 日 
于 中 国 科 学 技术 大 学 
(8 月 15 日 是 妈妈 潘 乐 水 老师 的 生日 ) 


吴 大 责 先 生 论 统 计 力 学 {( 代 序 】 (1) 
前 人 窗 (3) 
TO (1) 
0.1 统计 力学 的 理论 意义 pe (3) 
0.2 平衡 态 统计 力学 和 非 平 衡 态 统计 力学 ene (5) 
0.3 平衡 态 统计 力学 溯源 (6) 
0.4 平衡 态 统计 力学 的 3 种 理论 和 流体 动力 学 的 两 种 描述 ……………… (13) 
上 部 “平衡 态 统计 力学 
第 1 章 平衡 态 统计 力学 基础 RN (21) 
1.1 系 综 (23) 
1.1.1 “ 系 综 理 论 ” 的 出 发 点 是 放弃 企图 编造 物质 (分 子 ) 结 构 的 过 分 要 求 
ee ae (24) 
1.1.2 “ 系 综 ” 中 的 “系统 ”之 间 硝 在 相互 作用 ee (25) 
1.1.3 “ 系 综 ”? 和 “系统 ”之 闻 的 区 别 和 联系 ee (25) 
1.1.4 引入 “ 系 综 理论 ”的 必要 性 (26) 
1.1.5 “ 系 综 理论 ”相当 于 流体 动力 学 中 的 “Euler 描述 号 .pe (27) 
1.1.6 平衡 态 统计 力学 中 的 “ 系 综 ” 应 被 理解 为 “动态 系 综 ” 的 一 个 特殊 
情况 ee (D7 
1.1.7 关于 “ 系 综 ” 的 若干 实例 eestor ane (28) 
1.1.8 对 “ 系 综 理论 ”的 某 些 误解 ee (29) 
1.1.9 “ 系 综 理论 ”既是 方法 论 又 是 世界 观 ee (30) 
1.2 统计 力学 的 基本 假设 eee i (31) 
1.2.1 公设 oooooeoeieoeoevi9oeoee9eeeeeeee (31) 
1.2.2 统计 力学 系 综 档 述 的 三 大 公设 essere (31) 


1.3 ”Poincare 相 空 间 体 积 不 变性 ,Liouville 方程 和 Liouville 定理 ………… (36) 
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1.3.1 Poincare 相 空 间 体 积 不 变性 eee (36) 
1.3.2 Liouville 方程 oo。 (39) 
1.3.3 Liouville 定理 ee (44) 
1.3.4 等 离子 体 Vlasov 方程 (46) 
1.3.5 系 综 平均 en (47) 
1.4 Liouville 方程 的 精确 解 pp (48) 
1.4.1 Liouville 方程 的 平凡 解 ee (49) 
1.4.2 关于 pkygk) 所 满足 的 方程 (50) 
1.4.3 ”Liouville 方程 精确 解 举例 ee (50) 
1.4.4 关于 Liouville 方程 精确 解 的 讨论 ee (51) 
1.5 系统 之 间 的 “ 稀 关 联 ” oe. (52) 
1.5.1 “ 系 综 理论 ”中 “系统 ”之 间 的 “ 隐 关 联 ” ees. (53) 
1.5.2 量子 力学 中 的 “ 隐 i 关联 ”ee (54) 
1.5.3 关于 “ 隐 关 联 ” 的 讨论 esse (55) 
习题 (57) 
第 2 章 统计 力学 的 Euler 描述 : 系 综 理论 PP (60) 
2.1 微 正 则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 以 及 它们 的 配 分 函数 ………………… (63) 
2.1.1 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正则 系 综 中 “ 系 综 数 密度 ”的 一 般 性 推导 
eR TT ES EU eR (65) 
2.1.2 巨 正 则 系 综 中 的 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 etn。 (69) 
2.1.3 关于 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正则 系 综 中 “ 系 综 数 密度 ”的 讨论 
pT Pr eS CW (71) 
2.1.4 关于 “ 配 分 浮 数 ”的 讨论 ett. (72) 
2.2 统计 权重 f(e ) 和 状态 数 密度 D(Ce)》 ee (76) 
2.2.1 统计 权重 f (en (77) 
2.2.2 状态 数 密度 DD (Ee) ee i ni. (78) 
2.2.3 关于 状态 数 密 度 站 (ge) 的 讨论 pe (83) 
2.3” 系 综 理 论 中 “ 配 分 函数 ”和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关系 ……… (86) 
2.3.1 正则 系 综 配 分 函数 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关系 …… (86) 


2.3.2 巨 正则 系 综 配 分 函数 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关系 … (89) 
2.3.3 关于 系 综 配 分 函数 Z 及 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 关 系 的 


讨论 na.......0 (93) 
2.4 一 些 常用 的 配 分 函数 和 巨 配 分 落 数 eos (97) 


2.4.1 Boltzmann 统计 中 几 个 重要 的 配 分 函数 ee (97) 
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2.4.2 Boltzmann 统计 中 的 热力 学 量 ee (101) 
2.4.3 非 相 对 论 Bose 气体 和 Fermi 气体 的 巨 配 分 澡 数 (102) 
2.4.4 相对论 Bose 气体 (光子 气体 ) 的 巨 配 分 浮 数 ee 和 eon (105) 
2.5 等温- 等 压 系 综 和 TT-P 分布 和 (110) 
2.5.1 等 温 - 等 压 系 综 的 配 分 函数 ee (110) 
2.5.2 和 等温- 等 压 系 综 中 的 热力 学 量 呈 ee (111) 
2.5.3 有 关 TT-P 系 综 的 讨论 ee (113) 
2.6 能 量 均 分 定理 pe (116) 
2.6.1 广义 能 量 均 分 定理 的 证 明 ppp 《1 
2.6.2 ” 几 种 气体 的 能 量 均 分 定理 ee (119) 
2.6.3 关于 势能 项 的 配 分 函数 及 其 能 量 均 分 定理 pp (121) 
2.7 统计 力学 中 各 种 统计 方法 之 间 的 逻辑 关系 pp (123) 
2.7.1 系统 理论 作为 系 综 理 论 的 特殊 情况 eee (123) 
2.7.2 微 正 则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 之 间 的 关系 (128) 
2.7.3 系 综 理论 中 Boltzmann 统计 、Bose 统计 和 Fermi 统计 之 间 的 关系 
srsronansssnaiosassiomorooboiinass seb rr 站 和 和 再 (132) 
习题 (133) 
第 3 章 统计 系 综 中 的 配 分 函数 及 其 应 用 pp (148) 
3.1 统计 力学 中 的 算 符 nn (150) 
3.1.1 热力 学 中 的 Poisson 括号 ee (150) 
3.1.2 统计 力学 中 的 算 符 ee (151) 
3.1.3 有 关 统 计 力 学 中 的 算 符 的 讨论 pp (154) 
3.2 正则 系 综 的 配 分 图 数 与 Laplace 变换 ppp (155) 
3.2.1 正则 蛋 综 的 配 分 函数 人 Ze (156) 
3.2.2 Laplace 变换 的 定义 和 性 质 ee (156) 
3.2.3 “ 逆 Laplace 变换 ?的 应 用 0 (160 ) 
3.3 常用 的 配 分 函数 及 其 应 用 (无 “ 显 关 联 ?系统 的 Boltzmann 统计 ) …… (165) 
3.3.1 系统 “无 势 平 动 ? 时 的 “ 子 配 分 范 数 ”ee (166) 
3.3.2 系统 “无 势 转动 ?时 的 “ 子 配 分 函数 ”pe (167) 
3.3.3 系统 振动 时 的 “ 子 配 分 鄙 数 ”ee (172) 
3.3.4 内 部 电子 运动 的 * 子 配 分 函数 pp (175) 
3.3.5 上 顺 磁 性 物质 的 “ 子 配 分 函数 (175) 
3.3.6 应 用 ; 顺 磁 性 物质 的 磁性 eee (178) 
3.3.7 应 用 ; 负 绝 对 温度 状态 (179) 


3.3.8 “多 原子 分 子 ” 气 体 的 热 容量 eee (185) 
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3.3.9 Einstein 固体 热 容量 性 论 ee ee ee (191) 
3.4 常用 的 配 分 图 数 及 其 应 用 (无 " 显 关联 ?系统 的 Bose 统计 和 Fermi 统计 ) 
人 (193) 
3.4.1 Bose 统计 和 Fermi 统计 的 巨 配 分 辑 数 ……………… ee (193) 
3.4.2 应 用 :光子 气体 ooooieeieeoeoonooooseesessseosoeeoesesooooeeooiosessseesess (198) 
3.4.3 Debye 固体 热 容量 理论 (204) 
3.4.4 应 用 ; 液 氮 和 Landau 的 超 流 理论 esse (209) 
“rT (213) 
9. 8 Pew tM (217) 
“Ts (222) 
3.5 常用 的 配 分 函数 及 其 应 用 (有 “ 显 关 联 ” 系 统 的 Boltzmann 统计 ) …… (225) 
3.5.1 有 “ 显 关 联 ” 系 统 的 Boltzmann 统计 的 精确 解 :两 粒子 系统 ……… (225) 
3.5.2 非 理 想 气 体 的 正则 配 分 函数 以 及 “位 形 积 分 ?的 引入 …………………， (228) 
3.5.3 有 “ 显 关联 ”系统 的 Boltzmann 统计 的 近似 解 : 非 理想 气体 状态 
方程 的 推 钴 oi is (231) 
3.5.4 有 “ 显 关 联 ” 系 统 的 Boltzmann 统计 的 精确 解 ; 非 理想 气体 的 
作 闭 闫 开 洲 人 (235) 
3.5.5 有 “ 显 关联 ”系统 的 反问 题 :由 热力 学 状态 方程 求 “ 位 形 积分 ” (244) 
可 (246) 
第 4 章 相 变 理论 和 临界 现象 pp (268) 
.1 (271) 
ph 1 de dR BT (271) 
4.1.2 平衡 态 统计 力学 的 3 个 步骤 ee (273) 
i (274) 
4.2” 李 政 道 和 杨振宁 的 凝 训 理 论 ee (275) 
4.2.1 李 政道 关于 “Mayer 猜想 ?的 评论 pp (275) 
4.2.2 李 政 道 和 杨 拔 宁 的 相 变 理论 po (276) 
4.3 Ising 模型 pp (282) 
4.3.1 Ising 模型 的 物理 学 史 .pp (282) 
4.3.2 Ising 模型 的 配 分 函数 pp (285) 
4.4 二 维 Ising 模型 的 精确 解 pp (300) 
4.4.1 二 维 Ising 模型 问题 pe (301) 
4.4.2 二 维 Ising 模型 问题 的 矩阵 形式 ee (302) 
4.4.3 A'1,As,As 矩阵 的 Pauli 自 旋 答 阵 表 示 pp (303) 
4,4 御 六 起 条 中 的 用 着 仁和 (309) 


4.4.5 适 阵 m+1 对 角 化 的 表 人 象 Ce (313) 
4.4.6 转动 矩阵 由 的 自 旋 表象 及 其 本 征 值 pp (314) 
4.4.7 人 + 和 人 -的 本 征 值 站 pe (318) 
4.4.8 A 的 本 征 值 及 其 最 大 本 征 值 ee (323) 
4.4.9 二 维 Ising 模型 的 热力 学 性 质 ee (325) 
4.5 标 度 律 与 普 适 性 ee (330) 
4.5.1 “临界 指数 ?的 引入 和 “平均 场 理 论 ? 的 误 盖 (330) 
4.5.2 平均 场 理论 只 是 在 4 维 以 上 空间 才 总 是 正确 (335) 
4.5.3 临 指 开 和 标 度 美 菇 eset (337) 
4.5.4 标 度 假定 ee (339) 
4.5.5 自 相 似 变 换 pe (342) 
4.5.6 普 适 类 和 Kadanoff 假定 ee (345) 
4.6 重 整 化 群 ee (346) 
4.6.1 由 Kadanoff“ 块 自 旋 ? 变 换 至 “关联 函数 "的 标 度 形式 ……………: (349) 
4.6.2 重 整 化 群 的 定 勾 ee (350) 
4.6.3 “ 重 整 化 群 ” 变 挽 中 的 “不 动 点 ”eee (354) 
4.6.4 在 “不 动 点 ”附近 将 “ 重 整 化 群 ”线性 化 以 计算 “临界 指数 ”……… (355) 
4.6.5 讨论 ee (356) 
习题 (357) 
下 部 “” 非 平衡 态 统计 力学 
第 5 章 ” 非 平衡 态 统计 力学 的 动 理 学 理论 pp (365) 
5.1 BBGKY 方程 序列 (367) 
5.1.1 系 综 的 “ 约 化 ? 数 密度 ee (367) 
5.1.2 用 “ 约 化 ” 数 密度 表示 的 BBGKY 方程 序列 站 ppp (370) 
5.1.3 讨论 et. (371) 
5.2 Boltzmann 方程 ee (C972) 
5.2.1 由 BBGKY 方程 链 推 导 Boltzmann 方程 pp (372) 
5.2.2 Boltzmann 方程 的 原始 推导 ee (374) 
5.2.3 用 全 面 的 系 综 理论 重新 推导 Boltzmann 方程 “Boltzmann-Gibbs 
方程 六 ee (381) 
5.2.4 Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 ee (385) 
5.3 Boltzmann 的 H 定理 和 和 热力 学 第 二 定律 eenennnne: (389) 


D, 3, 下 Boltzmann 的 H 定理 ooesneooeeoaosooaoeoatootoredseeoessa on ooatose (389) 
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5.3.2 Loschmidt 和 Zermelo 对 “H 定理 ”的 批评 en， (391) 
5.4 求解 传统 Boltzmann 方程 的 Chapman-Enskog 法 et。 (396) 
5.5 Boltzmann 方程 的 Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) 近 似 和 气体 输 运 

系数 的 计算 以 及 格子 Boltzmann 方程 pp (399) 

5.5.1 Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) 近 似 下 的 Boltzmann 方程 的 

障 纺 推 旬 p05oti ii (399) 

5.5.2 Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) 近 似 的 原始 出 发 点 (399) 

5.5.3 Boltznann-BGK 方 姓 的 精确 解 di (400) 

5.5.4 气体 输 运 系数 的 计算 oo (401) 

.6 DODmann (403) 
5.6 流体 动力 学 的 基本 方程 pp (405) 

5.6.1 二 体 碰 撞 的 碰撞 守恒 本 ee (406) 

5.6.2 由 Boltzmann 方程 推导 流体 动力 学 基本 方程 组 pp (407) 

5.6.3 流体 动力 学 基本 方程 组 的 原始 推 ppp (410) 

4 流体 让 浪 测 的 于 析 才 炸 (414) 

5.6.5 讨论 i (415) 
5.7 流体 动力 学 基本 方程 组 在 物理 学 其 他 学 科 中 的 应 用 …………………… (416) 

5.7.1 非 平衡 态 热 力学 et (417) 

i (419) 

5.7.3 磁 流体 力学 (MHD) 或 电磁 流体 力学 (EMHD) eee。 (420) 

5.7.4 量子 力学 pp (425) 
人 (427) 

第 6 章 非 平 衡 态 统计 力学 的 随机 理论 :Brown 运动 (431) 
er (433) 

6.1.1 Fokker-Planck 方程 的 导出 eee. (433) 

6.1.2 Fokker-Planck 方程 对 于 Brown 运动 问题 的 应 用 (441) 
6.2 Perrin 的 两 个 实验 po (441) 

6.2.1 第 一 个 实验 pp (441) 

6.2.2 第 二 个 实验 esse sooo......... Ne (442) 
6.3 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 的 精确 解 ……………: (442) 

6.3.1 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ee (442) 

6.3.2 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 与 量子 力学 

Schradinger 方程 (444 1) 
下 anewin 往 可 及 其 精确 解 aereai (447) 


6. 4. 1 Langevin 方程 woveoooeoosornoooreooeosoooo ooooosasooososososossseosoesossoorseoeoss (447) 


6.4.2 Langeyin 方程 的 解 症 PN (447) 
6.4.3 Langevin 方程 与 Fokker-Planck 方程 之 间 的 关系 pp (448) 
EB (449) 
eg (449) 
6.5.2 Bohm 的 “量子 势 诠 释 "” 和 Madelung- 高 林 武 彦 “流体 动力 学 表象 ” 
RE OER OR (453) 
6.5.3 ”Nelson 的 随机 力学 ei (455) 
6:5:4， 类 视力 举重 彤 于 廊 曾 于 (456) 
6.5.5 随机 力学 的 其 他 方面 ese (458) 
二 和 (459) 
6.6.1 Brown 运动 所 对 应 的 条 件 几 率 Po (yg| yy) ee (459) 
6.6.2 Brown 运动 所 对 应 的 几率 分 布 Wi CW) ee (460) 
9 (461) 
7 (462) 
附录 A 平衡 态 Maxwell-Boltzmann 统计 ppp (465) 
A.1 平衡 态 统计 力学 最 初 使 用 的 公设 .pp (465) 
并 (465) 
| (466) 
A.2 平衡 态 Maxwell-Boltzmann 统计 的 基本 方案 ee (469) 
A.2.1 Boltzmann 分 布 .Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 “状态 数 ”…………: (471) 
A.2.2 由 Maxwell 最 可 几 理 论 ” 推 导 “Boltzmann 分 布 “Bose 分 布 ” 
en (472) 
i (478) 
-BD (479) 
A.3.2 Maxwell 分 布 律 的 其 他 几 种 形 址 于 于 (480) 
A.4 Boltzmann 密度 分 布 律 ee (483) 
A.4.1 Boltzmann 的 密度 按 高 度 的 分 布 律 ee (483) 
A.4.2 Maxwell-Boltzmann 分 布 律 ee (484) 
附录 B 平衡 态 Boltzmann 统计 中 的 一 些 常 用 积分 .pp (485) 
a (491) 


下 2.1 
表 2.2 
表 2.3 
表 2.4 


表 2.5 


表 2.6 
表 2.7 
表 2.8 
表 2.9 
表 2.10 
表 2.11 
表 3.1 
圾 332 
表 3.3 
表 3.4 
表 4.1 
表 4.2 
表 4.3 
表 4.4 
表 4.5 


表 4.6 
表 4.7 
表 4.8 
表 5.1 
表 A.1 
表 A.2 


表格 目录 


微 正则 系 综 \ 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 的 配 分 函数 pp (C76) 
Maxwell 分 布 .Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 统计 权重 和 巨 配 分 函数 …… (75 ) 
常用 的 3G3 维 相 空 间 中 的 “ 态 密度 ">D(e)( 通 常 统计 方案 )》…………: (81 ) 
常用 的 3NGd3N 维 相 空间 中 的 “ 态 密 度 ” 站 (E ) (83 ) 
常用 的 3@3 维 相 空 间 中 的 “统计 密度 ”D (e ) (用 统计 权重 f(e) 
的 统计 方 寄 ) 人 oi de ( 85 ) 
系 综 理论 中 “ 配 分 函数 ”和 “ 巨 配 分 函数 ”与 热力 学 量 的 统计 表达 式 …… ( 92 ) 
Boltzmann 分 布 的 配 分 函数 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 …………………… (94 ) 
Boltzmann 统计 中 几 个 重要 的 配 分 图 数 PN (100) 
Bose 统计 和 Fermi 统计 中 几 个 重要 的 配 分 图 数 PP (105) 
正则 系 综 和 了 -已 系 综 对 照 表 pp (112) 
最 可 几 理 论 ,平均 值 理 论 和 系 综 理 论 的 比较 .pe (128) 
无 “ 显 关 联 ” 系 统 的 Boltzmann 统计 中 的 常用 配 分 函数 ……………………… (177) 
统计 力学 中 的 几 种 特征 温度 (221) 
非 理 想 气 体 的 配 分 图 数 和 巨 配 分 图 数 的 对 数 .pe (238) 
几 种 非 理想 气体 的 “位 形 积分 (245) 
“一 级 相 变 ”和 “二 级 相 变 ”的 区 出 (273) 
“ 铁 磁体 ”、“ 点 阵 气体 ”和 “二 元 合金 "中 有 关 物 理 量 的 代 换 关系 …… (296) 
几 类 常见 的 “ 序 参量 ”以 及 相关 的 “ 相 变 ”特征 ……… ee 人 oes (331) 
几 种 常用 气体 的 “临界 指数 ” ooovovenossononosassss ees (334) 
Bragg-Williams 近似 下 的 “临界 指数 ”的 理论 值 和 实验 值 之 间 的 比较 
CA (337) 
临界 指数 的 部 分 实验 结果 .pe (337) 
临界 指数 的 理论 亿 50 (338) 
“ 重 整 化 群 ”理论 和 数值 模拟 两 种 计算 结果 的 对 比 ……………………… (356) 
通常 气体 中 与 “等 离子 体 ” 中 的 几 个 特征 尺度 .pp (421) 
Boltzmann 分 布 `.Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 “热力 学 几率 ”…………… (471) 
Boltzmann 分 布 、Bose 分 布 和 Fermi 分 布 (472) 


20 统 计 力 学 
表 A.3 Maxwell 分 布 律 中 的 分 布 密度 .pp (481) 
表 B.1 一 些 具体 的 Laplace 变换 ee (486) 
表 B.2 平衡 态 Boltzmann 统计 中 的 常用 积分 eee (488) 
表 B.3 平衡 态 Boltzmann 统计 中 一 些 有 用 的 积分 一 …………… (489) 
表 B.4 平衡 态 Bose 统计 和 Fermi 统计 中 的 有 用 积分 …………………………… (490) 


使 这 门 科学 系统 化 , 且 在 严谨 的 著作 中 说 明 它 ,并 给 它 一 种 特殊 名 称 的 功劳 应 
属于 在 抽象 思维 和 理论 研究 方面 最 伟大 的 美国 科学 家 、 不 久 前 逝世 的 Yale 大 学 教 
授 J.W.Gibbs, 他 把 这 门 学 科 叫 做 统计 力学 . 

一 一 上 .Boltzmann:《 论 统计 力学 》 


物理 学 史 中 有 过 多 次 这 种 战斗 ,表面 上 被 打倒 的 理论 多 次 复活 :这 可 以 回顾 一 
下 原子 理论 和 Maxwell-Boltzmann 气体 运动 论 的 命运 .* 
一 一 L.de Broglie 


物理 学 中 有 所 谓 “ 四 大 力学 :经 典 力学 ,电动 力学 ,量子 力学 ,统计 力学 “四 大 
力学 "中 , 当前 最 具 研 究 人 气 的 是 量子 力学 和 统计 力学 ,其 中 最 有 实用 意义 的 是 统计 
力学 : 

物理 学 家 中 ,有 3 个 最 伟大 的 历史 人 物 :Albert Einstein(1879 一 1955), Issac 
Newton(1642 一 1727) ,Ludwig Boltzmann(1844 一 1906). Einstein 将 “时 空 度 规 ” 与 
物体 的 “能 量 动量 张 量 ” 联 系 起 来 ,Newton 将 “运动 的 变化 ”与 “ 力 ” 联 系 起 来 ,而 
Boltzmann 则 将 “微观 状态 的 数目 “与 “宏观 状态 的 业 ? 联 系 了 起 来 . 

统计 力学 是 由 James Clark Maxwell(1831 一 1879) ,Boltzmann ,Josiah Willard 
Gibbs(1839 一 1903) 所 谓 “ 三 巨头 ?的 | 立 的 .三 巨头 ?都 是 统计 力学 的 开山 鼻祖 ,然而 
近代 统计 力学 “ 系 综 理论 ”的 “首创 者 ”荣誉 则 属于 Gibbs 一 人 . 

James Clark Maxwell,1831 年 6 月 13 日出生 于 英国 苏格兰 的 爱丁堡 .在 其 15 
岁 时 就 写 出 一 篇 关于 绘制 卵 形 曲线 方法 的 论文 ,1857 年 发 表 了 一 篇 有 关 土 星光 环 的 
论文 .他 的 科学 成 就 涉及 诸多 领域 (最 重要 的 成 就 是 被 称 为 “ 神 来 之 笔 ” 的 电磁 场 理 
论 ) ,其 中 有 关 统 计 力 学 方面 的 贡献 是 : “Maxwell 分 子 速 度 分 布 定律 ” 的 推导 和 应 用 
(包括 气体 扩散 .导热 、. 黏 清 ) ,初级 形式 的 "能量 均 分 定理 ?以 及 “ 系 综 ? 的 原始 思想 
等 .Maxwell 也 是 分 子 气体 运动 论 的 开创 者 ,大 约 在 1860 年 ,他 在 "Illustration of 
Dynamical Theory of Gases” 一 文中 就 提出 了 对 于 气体 的 统一 处 理 方案 ;他 对 理论 
中 的 几乎 所 有 重要 课题 都 作 了 不 屈 不 挠 的 探索 . Maxwell 是 著名 的 “Maxwell 妖 ” 的 


# 弓 | 自 本 -P. Vigier:《Louis de Broglie: 物 理学 家 和 思想 家 》. 


2 统计 力学 


提出 者 . Maxwell 在 做 学 问 时 虚 怀 若 谷 :在 研究 电磁 场 理 论 时 虚心 求教 于 
M. Faraday(1791~1867) ,而 在 研究 气体 分 子 运动 论 时 曾 虚 心 求教 于 Boltzmann. 实 
际 上 ,在 统计 力学 的 草创 时 代 , Maxwell 是 Boltzmann 和 Gibbs 的 先驱 .1879 年 11 
月 5 日 ,Maxwell 因 患 肠 癌 在 剑桥 去 世 . 

Ludwig Boltzmann,1844 年 2 月 20 日 出 生 于 奥地利 维也纳 .在 其 40 年 的 科学 
生涯 中 , 他 主要 致力 于 气体 分 子 运 动 论 的 研究 . 他 将 Maxwell 分 布 ” 推 广 为 
“Maxwell-Boltzmann 分 布 ”, 证 明了 初级 形式 的 “能 量 均 分 定理 ”建立 了 
“Boltzmann 积分 微分 方程 ,导出 了 和 鱼 滞 系数 .扩散 系数 .热传导 率 的 表达 式 , 引 入 了 
H 函数 以 证 明 “H 定理 ”以 表示 “ 非 平衡 态 ” 的 “ 炉 ”) ;他 还 给 出 了 炉 和 热力 学 几率 之 
间 的 关系 式 (Boltzmann-Planck 公式 ) ,提出 了 热力 学 第 二 定律 的 统计 诠释 以 及 “ 遍 
历 性 假说 ”( 或 译 为 “各 态 历 经 假说 ”, 由 Ehrenfest 夫妇 命名 ) 和 “ 系 综 ” 的 原始 思想 . 
尽管 Boltzmann 在 气体 分 子 运 动 论 的 研究 中 取得 了 巨大 的 成 功 和 成 绩 , 但 在 其 思想 
中 也 是 有 不 少 错误 认识 的 (例如 奢望 分 子 运动 论 能 够 解决 描述 分 子 的 结构 问题 等 
等 ). Boltzmann 的 写作 风格 是 喜欢 “元 长 ”, 连 Maxwell 都 觉得 “ 受 不 了 ”. Boltzmann 
是 个 悲剧 人 物 :1906 年 9 月 5 日 他 在 意大利 Triest 附近 的 Duino 小 镇 旅馆 中 自杀 . 

Josiah Willard Gibbs,1839 年 2 月 11 日 出 生 于 美国 康 内 狄 格 州 纽 黑 文 市 .1873 
年 他 发 表 两 篇 论文 ,“ 流 体 热力 学 的 图 解 方法 ”和 “用 平面 图 描述 物质 热力 学 性 质 的 
几何 方法 ”,1875 一 1878 年 间 他 的 论文 “ 论 复 相 物质 的 平衡 "分 两 次 发 表 . Maxwell 在 
1875 年 出 版 的 《 热 的 理论 ) 一 书 中 评价 Gibbs 的 前 两 篇 论文 时 说 : “我们 非常 感谢 美 
国教 授 Gibbs, 他 提出 了 一 种 利用 “平面 图 ?来 研究 物质 性 质 的 十 分 方便 的 方法 . ”在 
1877 年 出 版 的 (不列颠 百科 人 全书) 条目 中 ,Maxwell 指出 :“ 热 力学 图 的 应 用 已 经 很 充 
分 地 被 Gibbs 指出 来 了 . ”在 其 第 3 篇 论文 中 ,Gibbs 得 到 了 现在 被 称 为 “Gibbs 相 律 ” 
的 一 个 重要 关系 式 .Gibbs 一 生 淡泊 名 利 、 宁 静 致 远 ,其 大 部 分 著作 都 发 表 在 鲜 为 人 
知 的 《 康 内 狄 格 科学 院 学 报 》 上 .之 后 ,Gibbs 开始 从 事 统 计 力 学 方面 的 研究 ,1901 年 
《统计 力学 的 基本 原理 ) 一 书 完稿 ,1902 年 此 书 出 版 .《 统 计 力 学 的 基本 原理 ) 是 “ 系 
综 ” 解 释 统 计 力 学 的 开山 之 作 , 以 至 于 后 来 许多 统计 力学 家 说 ;:“ 统 计 力 学 只 是 到 了 
Gibbs 的 《统计 力学 的 基本 原理 》, 才 算 真 正 开 始 .? 美 籍 奥地利 物理 学 家 A. E. Haas 
(1884 一 1941) 在 评价 (统计 力学 的 基本 原理 ) 一 书 时 说 :“ 这 是 一 座 屹 立 在 19 世纪 与 
20 世纪 物理 学 分 界线 上 的 纪念 碑 .” 科 学 史 专 家 Carlo Cercignani 评论 说 :“Gibbs 简 
洁 抽象 的 风格 和 不 愿 在 行文 中 包括 具体 的 例证 和 实验 应 用 ,使 得 他 的 文章 非常 难 
读 . ”许多 人 都 认为 , Gibbs 是 自 S. Carnot(1796 一 1832) 和 R.E. Clausius (1822 ~ 
1888) 以 来 最 伟大 的 热力 学 -统计 力学 家 .Gibbs 1903 年 4 月 28 日 在 纽 黑 文 市 逝世 . 

统计 力学 与 流体 动力 学 相同 ,具有 两 种 描述 , 即 用 于 “Boltzmann 统计 ”和 
“Darwin-Fowler 统计 ”(C. G. Darwin, 1887 一 1962; 有 R. H. Fowler, 1889 一 1944) 的 
“Lagrange 描述 ”(J.L. Lagrange,1736 一 1813) 和 用 于 “Gibbs 统计 ”的 “Euler 描述 ” 
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(L.Euler,1707 一 1783). 但 是 ,与 在 流体 动力 学 中 不 同 的 是 ,在 统计 力学 中 使 用 
“Lagrange 描述 ”并 非 在 任何 情况 下 都 是 通行 无 阻 的 “Lagrange 描述 ”仅仅 对 “理想 
气体 ”适用 ,而 在 大 多 数 “ 非 理想 气体 ”的 情况 下 它 是 束手无策 的 .此 外 , 当 物 质 结 构 
具有 量子 特性 时 ,“Boltzmann 统计 ”和 “Darwin-Fowler 统计 ”不 再 适用 ,而 “Gibbs 
统计 ”依然 有 效 ,此 时 只 要 将 “系统 ”的 Hamiltonian(W. R. Hamilton,1805 一 1865 ) 
改写 为 “量子 算 符 ” 即 可 .从 这 一 意义 上 来 说 ,“Lagrange 描述 ”的 统计 力学 已 经 过 
气 ? 并 被 逐渐 淘汰 出 局 ( 它 现在 只 具有 课堂 上 作 历 史 回忆 的 意义 ), 目前 能 够 一 统 天 
下 的 只 剩 下 "Euler 描述 ”的 统计 力学 , 即 系 综 理论 的 “Gibbs 统计 ”. 

与 此 同时 ,从 “Gibbs 统计 ”对 量子 物质 结构 依然 有 效 这 一 点 可 以 判断 得 出 ,正确 
的 量子 力学 必然 是 系 综 的 ,而 不 可 能 是 “Copenhagen 学 派 ” 所 认为 的 是 “描述 单个 粒 
子 ” 的 那样 一 种 理论 体系 . 

统计 力学 的 理论 意义 有 三 ,一 是 提供 了 一 种 处 理 “ 多 自由 度 ” 问 题 的 方法 ,二 是 
求 得 了 一 些 物理 问题 的 正确 解答 ,三 是 可 以 与 量子 力学 诠释 进行 对 比 从 而 加 深 对 量 
子 力学 的 理解 . 

统计 力学 的 前 期 发 展 史 与 Boltzmann 一 生 的 坎坷 经 历 相 仿 :“ 山 穷 水 尽 疑 无 路 ， 
柳暗花明 又 一 村 .” 直 到 1902 年 “Gibbs 统计 ”的 出 现 ,统计 力学 才 算 重新 焕发 青春 . 
所 以 ,量子 力学 创始 人 之 一 (也 是 量子 力学 非 主流 学 派 的 领袖 ) Louis de Broglie 
(1892 一 1987) 曾 说 过 :物理 学 史 中 有 过 多 次 这 种 战斗 ,表面 上 被 打倒 的 理论 多 次 复 
活 : 这 可 以 回顾 一 下 原子 理论 和 Maxwell-Boltzmann 气体 运动 论 的 命运 .” 


0.1 统计 力学 的 理论 意义 


1. 统计 力学 与 统计 物理 学 

“统计 力学 ”这 一 名 词 始 于 J. W.Gibbs. Gibbs 时 代 的 统计 力学 ,强调 对 气体 粒子 
(分 子 ) 运 动 的 统计 规律 和 统计 方法 的 研究 ,而 并 不 太 注 重 物理 内 容 和 物理 解释 本 身 
(杨振宁 (1922~。 ) 说 过 :“ 在 与 实验 不 相符 的 情况 下 ,他 依然 坚持 他 的 理论 的 “合理 
基础 2.”). 

“统计 物理 学 ”这 一 名 词 则 可 能 是 始 于 前 苏联 ,其 代表 人 物 是 L. D. Landau 
(1908 一 1968) .Landau 时 期 的 统计 物理 学 ,强调 研究 物理 内 容 和 物理 解释 ,而 认为 
有 关 统 计 规 律 和 统计 方法 的 研究 已 经 成 熟 并 且 是 不 言 而 喻 的 . 

应 该 说 “统计 力学 ?和 "统计 物理 学 ”这 两 个 名 称 是 有 明显 区 别 的 ,但 目前 许多 
物理 学 家 对 这 两 个 名 称 似 乎 是 混用 和 不 加 区 分 的 .大 略 来 说 ,西方 的 ,或 者 老 一 点 的 
物理 学 家 ,喜欢 用 “统计 力学 ?这 一 名 称 .而 东方 的 ,或 者 年 轻 一 点 的 物理 学 家 ,喜欢 


1 统计 力学 


用 “统计 物理 学 ”这 一 名 称 , 当然 ,任何 事情 都 不 会 是 绝对 的 . 

H. A. Kramers(1894 一 1952) 和 D. ter Haar 曾 建 议 用 “ 热 统 计 学 ”(Thermo 
Statistics) 的 名 称 来 代替 “统计 力学 ”.E.Schrodinger(1887 一 1961) 和 田 长 霖 (1935 一 
2002) 则 喜欢 用 “统计 热力 学 ”(Statistical Thermodynamics) 来 称呼 “统计 力学 ”. 更 
有 其 者 ,L.D.Landau 和 E.M. Lifshitz(1915 一 1985) 则 干脆 将 统计 力学 简称 为 “ 统 
3 

2. 统计 力学 的 成 功 在 于 其 应 用 

一 般 认为 ,统计 力学 比 热 力 学 更 基本 ,“ 它 深入 到 物体 的 内 部 ”. 但 不 可 否认 的 
是 ,统计 力学 所 强调 的 只 可 能 是 集体 效应 ,而 对 物体 内 部 的 “ 单 体 ” 知 之 并 不 如 它 所 
宣称 的 那么 多 ,甚至 基本 上 对 此 问题 仍 是 无 能 为 力 的 .J.C. Maxwell 和 J. W. Gibbs 
明智 地 认为 ,为 了 发 展 统计 力学 方法 就 必须 放弃 “统计 力学 能 够 了 解 粒 子 (分 子 ) 内 
部 结构 ”这 种 奢侈 或 几 近 疯狂 的 企图 .( 类 似 地 ,量子 力学 Copenhagen 学 派 费 布 望 
“ 非 相 对 论 量子 力学 “能 够 了 解 粒子 (分 子 ) 内 部 结构 ”同样 也 是 一 种 奢侈 或 几 近 疯 
狂 的 企图 .) 

于 1983 年 11 月 英 年 早 逝 的 美 籍 华裔 物理 学 家 马上 庚 (S. - K. Ma, 1940 一 
1983) 先 生 在 其 名 著 人 《统计 力 学 》( 中 文 版 : 环 华 出 版 事业 公司 ,台北 ,1982; 英文 版 : 
World Scientific Pub Co Pte Ltd. ,Singapore, 1985) 一 书 的 “ 序 ” 中 说 得 很 清楚 :统计 
力学 的 “最 出 色 之 处 ,是 它 的 应 用 .应 用 范围 包括 物理 天文、 化 学 .材料 ,以 至 于 生物 
学 . 它 是 一 个 非常 方便 的 工具 ,使 我 们 能 把 物质 的 分 子 结构 性 质 和 大 尺度 的 热力 、 电 
磁 等 性 质 连接 起 来 . ”但 是 ,统计 力学 也 “是 一 门 “ 头 重 脚 轻 ” 的 学 问 . 也 就 是 说 , 虽 有 
很 多 成 功 的 应 用 ,但 对 基本 原理 的 了 解 却 是 很 幼稚 .但 一 般 教 本 , 常 把 统计 力学 看 成 
一 门 完美 无 缺 的 学 问 . ”马上 庚 先 生 认 为 ,统计 力学 “是 以 一 些 计算 法 则 为 中 点 ,尔后 
向 上 讨论 法 则 的 应 用 ,向 下 讨论 它 的 根源 …… 但 追溯 根源 的 材料 ,相形 之 下 太 少 ,更 
少 有 适用 于 教 本 者 .原因 之 一 是 多 年 应 用 的 成 功 , 使 人 对 这 计算 法 则 有 了 很 强 的 信 
心 .虽然 对 它 的 来 源 不 清楚 ,只 要 会 用 它 , 也 就 不 管 清 不 清楚 了 .”“ 还 有 一 个 原因 是 
对 根源 的 不 了 解 …… 这 种 看 法 并 无 可 厚 非 . 精 的 是 ,许多 教 本 为 了 对 学 生 有 个 交代 ， 
搞 一 些 似 通 非 通 的 花言巧语 ,企图 把 这 些 法 则 说 成 一 个 已 成 立 的 定律 .学 生 不 懂 , 反 
正 没关系 ,只 要 到 时 会 用 法 则 代 公 式 解 题目 就 行 .” 

马上 上 庚 先 生 认为 统计 力学 “是 一 门 “ 头 重 脚 轻 ”的 学 问 ”, 其 实 比 统计 力学 更 “ 头 
重 脚 轻 ?的 还 有 , 那 就 是 在 某 些 量子 力学 专业 人 士 中 间 流 行 的 “正统 量子 力学 “正统 
量子 力学 在 很 长 一 段 时 间 内 是 指 Copenhagen 诠释 ,现在 则 指 “ 大 干 世界 诠释 ”). 实 
际 上 ,在 统计 力学 的 分 布 卫 数 和 配 分 明 数 中 ,已 经 可 以 找到 “ 共 红 力学 量 算 符 之 间 的 
不 可 对 易 性 ”,“ 密 度 分布 函 数 中 隐 含 着 同时 测量 的 可 能 性 ”,“ 非 局 域 性 ”,“ 系 综 诠 
释 ” 之 类 在 正统 量子 力学 中 引起 讨论 和 争议 的 问题 的 影子 .只 不 过 ,在 统计 力学 中 人 
们 不 认为 这 是 问题 ,而 到 了 同样 使 用 统计 方法 的 “正统 量子 力学 ”中 这 就 说 不 过 去 成 
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了 问题 而 已 .量子 力学 中 的 统计 诠释 ,不 管 是 正统 的 (Copenhagen 的 或 "大千 世 界 ” 
的 ) 还 是 “ 系 综 ” 的 ,理论 上 都 来 自 统计 力学 . 

李 政 道 在 其 名 著 《 统 计 力 学 ) 一 书 中 说 得 很 明白 :“ 我 认为 统计 力学 是 理论 物理 
学 中 最 完美 的 科目 之 一 ,因为 它 的 基本 假设 是 简单 的 ,但 它 的 应 用 却 十 分 广泛 .” 

3. 统计 力学 的 理论 意义 和 目的 

关于 统计 力学 的 理论 意义 ,L.D. Landau 和 EE.M.Lifshitz 说 过 :“ 在 自然 界 中 ， 
我 们 经 常 遇 到 的 总 是 宏观 物体 ,它们 的 行为 不 可 能 用 纯粹 的 力学 方法 作 详尽 的 描 
述 , 它 们 所 服从 的 是 统计 的 规律 性 一 一 这 就 使 统计 物理 学 成 为 理论 物理 学 的 重要 分 
支 之 一 .” 

总 的 说 来 ,统计 力学 的 理论 意义 ,一 是 提供 了 一 种 处 理 “ 多 自由 度 ” 问 题 的 方法 
(而 这 种 处 理 问题 的 方法 来 自 “ 统 计 学 ”和 “经 典 力学 ”或 “量子 力学 ”以 及 几 条 合理 的 
假设 ) ,二 是 求 得 了 一 些 物理 问题 的 正确 解答 (这 些 解答 的 正确 性 可 以 用 热力 学 结果 
进行 对 照 而 加 以 严格 验证 ) ,三 是 可 以 与 量子 力学 诠释 进行 对 比 从 而 加 深 对 量子 力 
学 的 理解 . (A.Lande(1888 一 1975) 认 为 “统计 力学 是 量子 力学 的 理论 基础 ,由 热力 
学 经 统计 力学 可 以 导出 量子 力学 的 全 部 原理 和 数学 工具 ,包括 玖 加 原理 和 力学 量 的 
算 符 表示 法 .所 .E. Ballentine 则 认为 , “量子 力学 的 经 典 极限 总 是 经 典 的 统计 力学 
而 非 经 典 的 质点 力学 .”) 

从 这 一 意义 上 来 说 ,统计 力学 是 踏 人 “大 物理 学 ?或 "真实 物理 学 ”( 包 括 固体 物 
理学 ,凝聚 态 物 理学 等 ) 的 初 阶 .或 许可 以 说 ,统计 力学 是 研究 “从 量变 到 质变 ?的 学 
问 ,是 微观 到 宏观 之 间 的 桥梁 ,是 简单 到 复杂 之 间 的 阶梯 , 它 开 辟 了 物理 学 从 理论 到 
应 用 的 途径 . 


0.2 平衡 态 统计 力学 和 非 平 衡 态 统计 力学 


统计 力学 可 以 分 成 “平衡 态 统计 力学 ”和 “ 非 平衡 态 统计 力 学 ”两 大 部 分 .与 
Newton 经 典 力学 中 的 质点 先是 处 于 “静止 状态 ”后 因 受 力 处 于 “运动 状态 "不同 , 统 
计 力 学 中 的 “系统 "或 “ 系 综 ” 先 是 处 在 “ 非 平衡 态 ” 的 ,然后 因 “ 烂 趋 极 大 ” 才 达 到 “ 平 
衡 态 ”. 因而 ,在 Newton 经 典 力 学 中 ,重点 是 “动力 学 ”; 而 在 统计 力学 中 ,到 目前 为 目 
重点 似乎 仍然 是 “平衡 态 统计 力学 ”. 

由 “平衡 态 统计 力学 ”可 以 推断 出 物质 的 热力 学 性 质 和 热力 学 关系 . 李 政 道 在 
《统计 力学 ) 一 书 中 就 说 过 : “平衡 态 系 综 理论 是 研究 宏观 系统 已 经 达到 平衡 之 后 的 
各 种 热力 学 性 质 .” 

而 “ 非 平 稀 态 统计 力学 ” 则 侧重 “不 可 逆 过 程 ” 向 “可 逆 过 程 ” 过 渡 的 所 谓 “ 输 运 过 
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程 ”. 从 而 ,原则 上 可 以 想象 得 出 , “平衡 态 统计 力学 ”与 热力 学 有 关 , 而 “ 非 平 衡 态 统 
计 力 学 ”与 流体 动力 学 有 关 . 

“平衡 态 统计 力学 ” 自 J.W.Gibbs 于 20 世纪 初 莫 定 基础 以 来 ,目前 已 发 展 成 为 
一 种 十 分 成 熟 的 理论 体系 .但 对 于 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”而 言 , 至 今 还 没有 一 种 像 
Gibbs 方法 那样 能 够 适用 于 任何 系统 的 普遍 的 方法 (Gibbs 在 私人 笔记 中 写 道 :“ 一 
个 系统 不 处 于 平衡 态 , 它 的 业 将 如 何 ?”) ,一 般 认 为 只 是 在 能 够 建立 Boltzmann 方程 
的 那些 系统 的 极限 条 件 下 才能 进行 对 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”的 精确 讨论 .正如 李 政 道 
在 《统计 力学 一 书 中 所 说 的 那样 : “目前 对 非 平 衡 态 所 取得 的 进展 是 发 现 过 去 的 趋 
回 平 衡 的 理论 不 正确 ,纠正 了 一 些 错 误 , 但 问题 并 没有 很 好 地 得 到 解决 .” 

田 长 霖 和 J.H. Lienhard 在 《统计 热力 学 ) 一 书 中 说 过 :统计 热力 学 就 是 …… 它 
通常 可 以 认为 由 两 部 分 组 成 :统计 力学 和 动力 论 . 其 区 别 并 不 明显 ,因为 二 者 都 以 相 
似 的 公理 结构 为 基础 .” 田 长 霖 和 J. H.Lienhard 在 这 里 所 指 的 “统计 力学 ”实际 上 就 
是 “平衡 态 统计 力学 ”, 而 他 们 所 指 的 “动力 论 ? 实 际 上 就 是 " 非 平衡 态 统计 力学 ”. 田 
长 霖 和 J. H. Lienhard 的 意思 是 说 , “平衡 态 统 计 力学 ”和 “ 非 平 衡 态 统计 力学 ”具有 
相同 的 “公设 体系 ”( 或 “公理 体系 ”). 


0.3 平衡 态 统计 力学 调 源 


任何 科学 的 构成 和 内 涵 , 都 有 其 合理 基础 ;任何 科学 的 形成 和 发 展 , 都 有 其 历史 

平衡 态 统计 力学 的 根源 是 统计 学 , 它 建立 至 今 经 历 了 从 统计 学 到 数理 统计 学 ， 
从 数理 统计 学 到 Lagrange 描述 的 (最 可 几 理 论 的 )Maxwell-Boltzmann 的 统计 力学 
和 (平均 值 理论 的 )Darwin-Fowler 的 统计 力学 ,再 到 Euler 描述 的 ( 即 系 综 理论 的 ) 
统计 力学 4 个 发 展 阶段 . 

1. 平衡 态 统计 力学 的 根源 是 统计 学 

平衡 态 统计 力学 实际 上 是 将 统计 学 方法 用 之 于 物理 学 的 一 门 学 问 ,而 统计 学 方 
法 则 正如 KK.Mendelssohn(1906 一 。) 所 说 ,“ 完 全 出 于 政治 经 济 学 .” 

W.Petty(1623 一 1687) 和 J.Graurt(1620 一 1674) 是 所 谓 “ 政 治 算术 学 派 ” 的 创始 
人 .Petty 的 《政治 算术 ) 一 书 和 Graurt 的 《对 死亡 率 公报 的 自然 观察 和 政治 观察 一 
书 已 经 运用 数量 分 析 方 法 研究 了 客观 现象 之 间 的 数量 关系 .“ 政 治 算术 学 派 ” 的 著作 
已 有 统计 学 之 实 ,但 尚 无 统计 学 之 名 . 

德国 的 H. Conring(1606 一 1681) 和 G. Achenwall(1719 一 1772) 创 立 的 “国势 学 
派 ”( 或 “记述 学 派 ”) 则 有 统计 学 之 名 ,而 无 统计 学 之 实 . 


总 论 7 


Achenwall 在 1749 年 出 版 的 (近代 欧洲 各 国 国势 学 论 ) 一 书 中 首次 使 用 “统计 
学 ”这 一 名 称 , 但 书 中 强调 文字 记述 ,缺乏 数字 分 析 . 

直到 1850 年 ,由 于 一 篇 题名 为 “作为 独立 科学 的 统计 学 ”的 论文 的 发 表 , 才 结束 
了 “政治 算术 学 派 ”" 和 “国势 学 派 ” 之 间 长 达 200 年 的 学 术 争 论 ,进而 形成 了 新 的 所 谓 
“社会 统计 学 派 ”" 和 “社会 经 济 统计 学 派 ”. 

2. 数理 统计 学 是 统计 学 的 一 个 重要 分 支 

统计 学 的 另 一 重要 分 支 是 数理 统计 . 

“数理 统计 学 派 ? 产 生 于 19 世纪 中 叶 , 创 始 人 是 比利时 生物 学 家 、 数 学 家 和 统计 
学 家 Adolph Quetelet(1796 一 1874) .他 将 数学 中 的 概 ( 几 ) 率 论 ,大 数 定律 等 引入 统 
计 学 , 并 用 之 于 许多 自然 科学 领域 中 的 问题 . 而 概 ( 几 ) 率 论 则 起 始 于 B. Pascal 
(1623 一 1662) 与 P. de Fermat(1601 一 1665) 之 间 的 若 于 次 通信 . 后 来 , Francis 
Galton(1822 一 1911) 档 士 提出 了 相关 和 回归 的 概念 ;Karl Pearson(1857 一 1936) 又 
将 相关 和 回归 的 理论 作 了 发 展 . 

在 数理 统计 学 的 后 续 发 展 中 作出 重大 贡献 的 还 有 W.S.Gossett( 化 名 “学 生 ” 氏 ， 
1876~1936) ,P. Levy(1886~1971), R. A. Fisher(1890~1962) ,J. Neyman(1894~ 
1981) ,A. N. Kolmogorov(1903 一 1987) 等 人 . (数理 统计 学 家 L. Le Cam 认为 ， 
“Pearson 和 Neyman 的 工作 对 数理 统计 学 的 影响 ,犹如 相对 论 对 物理 学 的 影响 .”) 

可 以 看 出 ,在 统计 学 中 ,尤其 是 在 数理 统计 学 中 ,“ 大 数 定律 ”是 必要 条 件 , 而 且 
是 最 主要 的 基本 假设 . 除 此 之 外 ,在 大 数 定律 的 背后 ,还 隐 含 着 另 一 个 重要 的 假设 ， 
那 就 是 “全 同性 ?假设 .显然 ,如 果 大 数量 的 被 统计 的 单位 不 是 全 同 的 , 则 作 任 何 统计 
都 是 上 毫 无 意义 的 . 除 此 之 外 , 概 ( 几 ) 率 论 也 是 数理 统计 的 必要 条 件 . 

由 此 可 知 , “数理 统计 学 ”区 别 于 “统计 学 ”, 就 在 于 “数理 统计 学 ”中 引入 了 “大 数 
定律 ”,“ 全 同性 ”假设 和 “ 概 ( 几 ) 率 论 ”. 

概 ( 几 ) 率 论 的 发 现 晚 于 几何 学 和 代数 学 ,在 文艺 复兴 时 期 ,意大利 数学 家 兼 医 
生 Girolamo Cardano 所 著 的 《游戏 机 遇 的 学 说 ?是 第 一 本 概 ( 几 ) 率 论 书籍 ,但 他 的 
工作 对 后 人 几乎 没有 什么 影响 . 概 ( 几 ) 率 论 的 真正 研究 ,如 上 所 述 , 是 始 于 法 国 数学 
家 兼 律师 Pierre de Fermat 和 数学 家 兼 哲 学 家 Blaise Pascal 之 间 的 关于 “博弈 ?的 若 
干 次 通信 . 概 ( 几 ) 率 论 并 非 出 身 于 “望族 ”而 是 出 身 于 “草根 ”或 “平民 ”阶层 ,往往 与 
赌博 相 联 系 ( 这 当然 不 是 说 “草根 ”喜欢 赌博 而 “精英 ”不 喜欢 赌博 ,说 不 定 正好 相 
反 ), 然 而且 前 它 是 所 有 数学 学 科 中 应 用 最 广 、 最 为 实用 的 一 门 . 

严格 说 来 ,按照 L. de Broglie 对 正统 量子 力学 和 “因果 性 ”量子 力学 的 分 析 , 应 
该 有 3 种 几率 , 即 @ 存在 几率 ;@ 预测 几率 ;G) 隐 几 率 . 

“存在 几率 ?是 与 一 个 不 需 任 何 制备 就 可 加 以 观测 的 事件 有 关 的 几率 ,所 有 ”经 
典 ” 几 率 都 是 这 种 情况 ( 毛 骨 子 、 赌 硬币 正 反 面 等 ); 微 观 物理 学 中 涉及 位 置 或 “位 形 ” 
测量 的 几率 也 属于 这 种 情况 ;更 一 般 地 ,只 要 通过 对 发 生 的 事件 作 简单 审视 就 能 完 
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成 其 测量 ,其 相关 的 几率 就 是 “存在 ”的 . 

“预测 几率 ”是 与 一 个 在 测量 前 必须 对 系统 加 以 制备 的 事件 有 关 的 几率 ,在 这 种 
情况 下 ,无 法 定义 “联合 几率 ”, 于 是 便 导 致 了 W. Heisenberg(1901 一 1976) 的 “不 确 
定性 ”( 或 “ 测 不 准 原理 ”). 在 量子 力学 的 层次 中 , 除 位 置 或 “位 形 ” 测 量 外 ,其 余 物 理 
量 的 测量 都 属于 这 种 情况 . 

“ 隐 几 率 ” 是 涉及 “ 隐 和 变量 ”统计 分 布 而 同时 又 满足 经 典 计算 方法 的 几率 . 
de Broglie 认 为 ,如 果 “ 隐 变量 ”确实 存在 的 话 , 它 们 不 可 能 服从 量子 力学 .这 是 因为 
如 果 人 们 想 要 引入 “ 隐 和 变量 ”的 话 , 当然 就 是 为 了 恢复 经 典 的 几率 计算 方案 . 

在 数理 统计 学 中 ,只 有 “存在 几率 ”的 概念 ;在 统计 力学 中 ,通常 涉及 的 也 只 是 
“存在 几率 ”和 “预测 几率 ”的 概念 . 

概 ( 几 ) 率 论 对 于 数理 统计 学 的 重要 性 有 目 共 睹 .顺便 指出 ,为 了 说 明 概 ( 几 ) 率 
论 对 于 数理 统计 学 的 重要 性 ,在 田 长 霖 和 J.H. Lienhard 合 著 的 《统计 热力 学 一 书 
中 特地 选编 了 一 道 有 趣 的 例题 : (例题 2.2)2000 年 前 Julius Caesar(Calsa, 恺 撒 大 
帝 ) 喘 气 大 喊 “Ettu,Brute!12? 而 死 , 临 死 呼吸 中 他 释放 出 大 量 惰 性 所 分 子 .经 过 几 千 年 
已 均匀 扩散 到 全 世界 .你 是 否认 为 我 们 已 吸入 了 一 些 这 样 的 分 子 ? 此 例题 计算 出 空 
气 在 标准 状态 下 的 “ 数 密度 ?为 2.5X 10” 分子/cm , 而 每 次 呼吸 约 有 10” 个 氮 分 子 ， 
其 几率 为 全 世界 所 有 氮 分 子 的 1/102 ,因此 ,平均 来 说 ,我 们 每 呼吸 一 次 ,就 吸入 
Calsa 临 死 那 口气 中 的 一 个 氮 分 子 . ”显然 ,此 例题 与 事主 是 否 是 Calsa 无 关 . 将 故事 
换 成 公元 219 年 农历 12 月 被 害 的 关羽 ( 云 长 ) 在 就 刑 前 大 呼 * 有 死 而 已 ,何必 多 言 1” 
也 一 样 . 

“数理 统计 学 ”中 所 “得 到 ”的 Gauss 分 布 (K. 下 . Gauss,1777 一 1855) 即 “ 正 态 分 
布 ? 是 

f(x) = exp(- 瑟 ) (e = 2.71828.…,r = 3.14159.… VE = 1.41421…) 


在 由 D. Freedman, R. Pisani, R. Purves 和 A. Adhikari 所 著 的 《Statistics》 
(W.W.Norton & Company,Inc. New York,1991; 中 译本 《统计 学 》, 中 国 统计 出 版 
社 , 北 京 ,1997) 中 有 一 句 十 分 幽默 的 话 :“ 正 态 曲 线 有 一 个 看 起 来 令 人 可 捐 的 公 
式 …… 这 个 等 式 包含 了 数学 史上 最 著名 的 数 中 的 3 个 :V2,x 和 e. 这 稍微 有 点 儿 离 
题 .” 在 这 本 写作 风格 活 泌 的 书 中 ,还 引用 了 法 国 物理 学 家 G. Lippmann(1845 一 
1921) 的 话说 :“ 每 个 人 都 相信 ( 正 态 近似 ) ,实验 者 出 于 他 们 想 这 是 一 个 数学 定理 ;而 
数学 家 出 于 他 们 想 这 是 一 个 实验 事实 . 法国 数学 家 H. Poincaré(1854 一 1912) 在 《4 科 
学 与 假设 》( 李 醒 民 译 , 辽 宁 教 育 出 版 社 ,2001) 一 书 中 证 实 了 Lippmann 的 这 一 说 法 : 
“ 某 一 天 ,一 位 著名 的 物理 学 家 向 我 说 到 误差 律 时 中 肯 地 说 过 ;全体 世人 之 所 以 坚 
定 地 相信 它 ,是 因为 数学 家 设想 它 是 观察 事实 , 而 观察 家 则 设想 它 是 数学 定理 . "就 
能 量 守恒 原理 而 言 , 长 期 以 来 就 是 如 此 . 它 今天 不 再 是 这 样 了 ,没有 一 个 人 不 知道 这 
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是 实验 事实 .”(Poincaré 的 这 段 文字 ,也 是 他 为 《Thermodynamiqgue》(《 热 力学 》) 一 
书 所 作 的 “ 序 ” 中 的 一 部 分 .) 

尽管 在 统计 力学 中 大 量 使 用 了 概 ( 几 ) 率 论 ,但 是 统计 力学 的 结果 却 是 确定 无 
疑 的 .L.D. Landau 和 下.M. Lifshitz 说 :“ 由 于 统计 学 给 出 了 计算 表征 宏观 物体 的 
物理 量 平 均值 的 可 能 性 ,所 以 任何 时 间 间 隔 只 要 长 到 足以 使 物体 初始 状态 的 影响 
完全 被 消除 掉 , 那 么 在 这 个 时 间 间 隔 的 绝 大 部 分 时 间 内 ,统计 学 所 作出 的 预言 都 
是 高 度 正确 的 .在 这 种 意义 下 ,统计 学 的 预言 实际 上 具有 肯定 的 性 质 ,而 不 是 几率 
的 性 质 .” 

3. 平衡 态 统计 力学 是 数理 统计 学 与 经 典 力学 的 完美 结合 

统计 力学 的 前 身 是 “气体 分 子 运动 论 ”.“ 气 体 分 子 运动 论 ” 本 质 上 属于 “ 非 平衡 
态 统计 力学 ”的 范畴 . 

“气体 分 子 运 动 论 ” 的 原始 想法 早 在 P. Gassendi(1592 一 1655) 和 R. Hooke 
(1635 一 1703) 的 时 代 就 已 出 现 , 真正 的 研究 工作 始 于 D. Bernoulli (1780)、 
J. Herapath(1821)、J.J. Waterson(1811 一 1883) (1845) 和 J. P. Joule(1851) 等 人 . 
Gassendi 当时 就 已 经 认为 组 成 固 、 液 . 气 三 态 的 物质 ,是 由 处 在 不 断 运 动 状态 中 的 原 
子 构成 的 ,而 且 原 子 犹如 一 个 弹性 小 球 ( 当 时 对 物质 是 否 由 原子 、 分 子 组 成 尚 无 定 
论 ).1662 年 ,R.Boyle(1627 一 1691) 由 实验 建立 了 气体 压强 的 "Boyle 定律 ”.1678 年 
Hooke 就 首先 试图 从 理论 上 解释 Boyle 定律 .到 了 Bernoulli(1738) 和 Herapath 那 
时 已 经 能 够 证 明 Boyle 定律 , Bernoulli 认为 气体 的 压强 来 自分 子 之 间 的 碰撞 ; 
Bernoulli 甚至 曾 尝试 对 Boyle 定律 进行 一 级 修正 .Joule 证 明了 压强 与 分 子 的 速率 
平方 成 正比 . 后 来 , A. Kronig (1856) 引入 了 “ 准 统计 ”的 假设 ,导出 了 方程 式 


PV = 可 mn ,并 且 由 此 推导 出 mv? 正比 于 温度 T.Kranig 或 许可 以 被 算 作 “气体 


分 子 运动 论 ” 的 创始 人 .他 曾 在 一 篇 论文 的 引言 中 写 道 :“ 因 此 ,每 个 气体 原子 的 轨道 
一 定 是 极其 不 规则 的 ,以 致 所 有 试图 计算 分 子 运动 轨道 的 努力 都 将 是 徒劳 的 .然而 ， 
按照 几率 运算 的 法 则 ,代替 完全 的 无 规律 性 我 们 可 以 得 到 完全 的 规律 性 .” 

将 统计 学 方法 ,严格 说 来 是 将 数理 统计 学 方法 引入 物理 学 的 ,是 人 R.JT. 下 . 
Clausius,J.C.Maxwell,L.E. Boltzmann 和 J. W. Gibbs. 

建立 统计 力学 的 初衷 ,是 希望 将 宏观 的 “统计 学 ”结果 建立 在 微观 的 “经 典 力学 ” 
的 基础 之 上 . R.K. Pathria 说 过 :统计 力学 是 根据 物质 的 “微观 ?组 分 的 独立 性 行为 
来 研究 “大 块 ' 物 质 的 物理 性 质 的 一 种 不 可 缺少 的 工具 .统计 力学 的 理论 体系 是 同时 
建立 在 数理 统计 和 Hamilton 力学 原理 的 稳固 基础 之 上 的 ,业已 证 明 它 对 于 近 百 年 
来 的 物理 学 具有 不 可 估量 的 价值 .” 

将 数理 统计 学 方法 引入 物理 学 的 学 问 ,被 称 之 为 “统计 力学 ”.“ 统 计 力学 ”区 别 
于 “数理 统计 学 ” ,就 在 于 “统计 力学 ”中 应 用 了 经 典 力学 规律 :Clausius, Maxwell 和 
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Boltzmann 应 用 了 Newton 力学 规律 ,而 Gibbs 应 用 了 Hamilton 力学 规律 .后 来 ,从 
20 世纪 20 年 代 出 现 “ 量 子 力学 ”开始 ,又 有 人 希望 将 宏观 的 “统计 学 ”结果 奠定 在 微 
观 的 (Copenhagen 诠释 的 )“ 量 子 力学 ”的 基础 之 上 .在 随后 发 展 起 来 的 “量子 统计 力 
学 ”中 ,有 人 将 引入 的 “经 典 力 学 规律 ” 改 成 了 “量子 力学 规律 ”. L. D. Landau 和 
E.M. Lifshitz 说 :“ 统 计 物 理学 (或 简称 为 统计 学 ) 的 对 象 是 研究 宏观 物体 的 行为 和 
性 质 所 遵循 的 特殊 形式 的 规律 性 ,宏观 物体 是 指 由 大 量 的 单个 粒子 (原子 分 子 ) 所 
构成 的 物体 .这 种 规律 性 的 一 般 性 质 , 在 很 大 程度 上 与 物体 中 各 个 粒子 的 运动 用 什 
么 力学 一 一 经 典 力学 还 是 量子 力学 来 描述 是 无 关 的 ;但 是 在 这 两 种 情形 下 ,这 些 规 
律 性 的 论证 所 要 求 的 方式 不 同 .” 

然而 ,统计 力学 的 历史 发 展 轨迹 自 有 它 本 身 的 逻辑 ,物理 学 先驱 们 希望 将 宏观 
的 “统计 学 ”结果 建立 在 微观 的 “经 典 力 学 ”基础 之 上 的 美好 、 迷 人 的 愿望 始终 未 能 实 
现 ,其 原因 在 于 无 论 是 Newton“ 粒 子 模式 ”的 “经 典 力 学 ”还 是 Copenhagen 诠释 描述 
“单个 粒子 ”的 “量子 力学 ”模式 都 无 法 进入 具有 “ 隐 关 联 ” 相 互 作用 的 “统计 学 ”( 另 外 
值得 注意 的 是 ,在 Copenhagen 诠释 的 量子 力学 中 ,不 能 有 “联合 几率 ”的 概念 ). 换 言 
之 ,统计 力学 作为 “统计 学 ”与 “力学 ”的 结合 ,始终 在 选择 何 种 “力学 ”的 问题 上 无 所 
适 从 (而 “统计 学 ”的 方法 则 是 不 容 置 疑 的 ) .统计 力学 的 发 展 逻 辑 必 然 是 毫 无 悬念 地 
选择 “流体 动力 学 ”的 模式 因而 是 “ 系 综 理论 ”的 . 

经 典 力学 规律 或 量子 力学 规律 是 通过 “粒子 ”或 “量子 ”的 能 量 (动能, 势能) 或 
Hamiltonian 进入 统计 力学 的 ,尽管 在 “Lagrange 描述 ”中 和 在 “Euler 描述 ”中 它们 
的 意义 完全 不 同 .由 此 可 知 ,凡是 可 以 写 出 其 能 量 表示 或 Hamiltonian 表示 “力学 ” 
的 ,包括 Newton 力学 和 Hamilton 力学 ( 含 狭义 相对 论 的 “相对 论 力学 ”) 经典 电 动 
力学 、 连 续 介 质 力学 甚至 量子 力学 ,都 可 以 进入 统计 力学 .对 量子 力学 而 言 ,只 不 过 
是 用 算 符 代替 力学 量 而 已 .但 是 ,由 于 在 广义 相对 论 中 没有 能 量 表示 或 Hamiltonian 
表示 ,因此 广义 相对 论 不 可 能 进入 统计 力学 . 

值得 一 提 的 是 “量子 力学 ”的 “诠释 ”问题 .“ 量 子 力学 ”描述 “ 单 体 ” 只 是 
Copenhagen 学 派 一 派 的 观点 .A. Einstein 认为 ,只 有 当 “ 量 子 力学 ”是 描述 “ 系 综 ” 时 
才 有 其 合理 性 .量子 之 间 同 样 存在 无 法 消除 的 “ 隐 关 联 ”. 在 是 描述 “ 单 体 ” 还 是 描述 
“ 系 综 ”这 一 问题 没有 解决 之 前 ,就 贸然 视 “ 量 子 ” 如 同 “ 经 典 粒 子 ” 以 便 进行 “统计 ”， 
这 是 将 Copenhagen 学 派 的 观点 强加 于 人 . 如果 “量子 力学 ”描述 “ 系 综 ”, 自然 没有 异 
议 ; 如 果 “ 量 子 力学 ”描述 “ 单 体 ”, 那 么 “量子 ”之 间 的 “ 隐 关 联 ” 表 示 什 么 ?总 不 至 于 
整 天 用 量子 现象 不 同 于 经 典 现象 "这 样 的 言词 来 堵 别 人 的 嘴 吧 ?” 为 什么 会 “不 同 
于 ”? (“循环 逻辑 ”的 证 明 方 法 说 服 不 了 任何 人 .)“ 量 子 场 ” 可 以 “二 次 量子 化 ”( 如 
N. N. Bogoliubov(1909 一 1992) 所 言 ) 实 际 上 等 于 承认 “量子 力学 ?描述 “ 单 体 ”的 说 法 
是 错误 的 .即使 “量子 场 " 可 以 “二 次 量子 化 ”, 也 存在 类 似 的 解决 不 了 的 问题 . “量子 
场 论 ” 并 非 金 科 玉 律 , 也 不 是 万 能 的 . 
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因而 ,在 涉及 “量子 统计 ”时 ,要 谨慎 . 

就 科学 发 展 史 而 言 ,Clausius 首先 提出 在 物理 学 中 引入 统计 的 概念 .他 简单 地 假 
设 所 有 的 分 子 具 有 相同 的 速度 进而 利用 Newton 力学 导出 了 气体 压力 公式 和 Boyle 
定律 ,当然 ,在 他 的 推导 过 程 中 , v? 现在 变 成 了 分 子 的 “ 均 方 速率 ”, 后 来 他 又 提出 分 
子 碰撞 数 和 自由 程 的 概念 以 及 “分 子 混沌 性 假设 ”. Maxwell 在 为 (英国 大 百科 全 书 》 
撰写 的 一 篇 题名 为 “分 子 ” 的 科普 文章 中 ,将 Clausius 称 为 “气体 分 子 运动 论 的 主要 葛 
基 者 ”. 而 Gibbs 在 其 为 Maxwell 所 撰写 的 让 告 中 称 Clausius 为 “统计 力学 之 父 ”. 

后 来 的 Maxwell 是 被 Clausius 的 论著 所 吸引 而 进入 这 一 研究 领域 中 的 . 
Maxwell 于 1860 年 以 题名 为 “关于 气体 的 动力 学 理论 的 解说 ”的 论文 而 在 统计 力学 
方面 认 露 头角 .他 在 论文 中 指出 分 子 的 速度 各 不 相同 并 建立 了 以 他 的 姓氏 命名 的 气 
体 分 子 按 速 度 分 布 的 规律 (Maxwell 速度 分 布 律 ) ,随后 他 又 建立 了 输 运 过 程 的 数学 
理论 .E.A.Guggenheim 于 1960 年 证 明 过 ,如 果 能 够 巧妙 地 运用 Maxwell 的 输 运 方 
程 , 可 以 得 到 运用 Boltzmann 输 运 方程 取得 的 同样 结果 . 

“Maxwell 速度 分 布 律 " 也 是 “ 正 态 ” 的 : 


dn(v) = 100% 。 n (Br) exp [= Pm (ye 二 好 十 3) |dvidvadv (8 一 EF) 


由 于 平衡 态 统计 力学 中 的 Maxwell 分 布 律 本 身 来 自 数理 统计 学 ,所 以 它 同 样 
“看 起 来 令 人 可 旦 ”因为 其 表达 式 中 除了 也 “包含 了 数学 史上 最 著名 的 数 中 的 3 个: 
v2,r 和 e? 之 外 ,实际 上 还 “包含 了 物理 学 史上 最 著名 的 一 个 力学 量 m 和 两 个 物理 学 
常数 kp, 有 所 ”. (当然 , 严格 说 来 在 Maxwell 分 布 律 中 尚未 引 和 人 有 ,实际 上 刻 在 
Maxwell-Boltzmann 统计 中 的 用 处 不 大 ,这 样 的 说 法 只 是 为 了 方便 与 后 来 的 Gibbs 
统计 相 呼 应 而 已 .) 

“Maxwell 分 布 律 ”是 由 于 在 “数理 统计 学 ”中 引入 了 “经 典 力学 ”的 能 量 概 念 才 得 
以 从 理论 上 加 以 推导 得 到 的 .“ 统 计 力 学 ”与 “数理 统计 学 ”之 间 的 区 别 , 也 就 在 于 此 . 
“这 样 说 并 不 离 题 .” 

在 “ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 的 计算 公式 中 引入 hh, 最 主要 的 目的 并 不 在 于 想 说 明 
“最 小 相 格 ”的 体积 等 于 有 或 者 hi (如 果 认 为 一 个 粒子 的 体积 真是 立方 体 有 或 者 
ja 的 样子 , 那 确实 是 太 幽 默 了 ) ,而 是 为 了 表明 在 “ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 中 ,不 但 要 


有 N->w、V>w 的 条 件 ,还 应 该 有 六 是 “有 限定 值 ”的 条 件 . 


4. Boltzmann 侧重 概 ( 几 ) 率 论 

Maxwell 于 1871 年 被 任命 为 剑桥 大 学 Cavendish 实验 室 (H. Cavendish ， 
1731~1810) 荣 誉 教授 后 ,他 在 这 一 领域 的 贡献 大 为 减少 ,而 Boltzmann 则 初 露 锋 
芒 . Boltzmann 在 1868 年 将 Maxwell 速度 分 布 律 推广 成 可 应 用 于 重力 场 中 的 形式 ; 
1872 年 他 提出 H 定理 以 解释 宏观 过 程 的 不 可 逆 性 和 导出 速度 分 布 律 ; 后 来 他 又 提 
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出 了 以 他 的 姓氏 命名 的 宏观 入 与 微观 状态 数 之 间 的 关系 式 (Boltzmann 箭 公式 ) ,并 
于 1876 年 进一步 完成 了 输 运 过 程 的 理论 ,从 而 打下 了 “分 子 运 动 论 ” 的 坚实 基础 . 通 
过 与 J. Loschmidt (1821 一 1895)，W. Thomson ( 即 Kelvin 勋 珊 ,1824 一 1907) 和 
E. Zermelo(1871 一 1953) 等 人 的 长 期 争论 , Boltzmann 对 问题 的 几率 特性 的 认识 更 
加 深入 ,终于 在 1896 一 1898 年 间 完 成 了 他 的 重要 著作 《气体 理论 讲义 》(《 Lectures 
on Gas Theory》,S.G. Brush 英 译 ,University of California Press,1964) .他 在 其 《 关 
于 气体 理论 的 科学 报告 》 论 文集 第 二 卷 的 导言 中 说 :我 深信 ,对 分 子 运 动 论 的 择 击 
是 出 于 误解 ,而 且 分 子 运 动 论 的 作用 至 今 尚 未 充分 发 挥 出 来 .我 认为 ,如 果 目 前 的 敌 
对 情况 会 导致 分 子 运动 论 潭 没 无 疗 的话, 如同 光 的 波动 理论 由 于 Newton 权威 性 的 
反对 所 遭受 到 的 厄运 那样 , 那 将 是 对 科学 本 身 的 一 次 严重 打击 . 面 对 占 压倒 优势 的 
反对 思潮 ,我 意识 到 个 人 力量 的 微薄 .但 是 ,为 了 确保 人 们 在 今后 回头 重新 研究 分 子 
运动 时 不 至 于 有 太 多 的 规律 要 去 重新 发 现 , 因 此 ,我 将 尽 可 能 以 明了 清晰 的 方式 来 
阐述 该 课题 中 最 困难 和 最 易 误解 的 部 分 .” 

不 可 否认 的 是 ,Boltzmann 设想 统计 力学 能 够 描述 个 体 粒 子 的 行为 和 结构 的 企 
图 是 必然 要 遭受 失败 的 ,没有 任何 成 功 的 可 能 . Maxwell 和 后 来 的 Gibbs 正 是 由 于 认 
识 到 了 这 一 点 ,他 们 按 弃 了 此 企图 ,提出 了 “ 系 综 理论 ”, 因 而 才 使 得 统计 力学 沿 着 正 
确 的 方向 发 展 . 

Gibbs 在 纪念 Clausius 的 悼词 中 说 :“ 当 阅读 Clausius 的 时 候 , 我 们 就 好 像 是 在 
阅读 力学 ;在 阅读 Maxwell 的 时 候 , 以 及 在 阅读 Boltzmann 大 部 分 有 价值 的 工作 的 
时 候 , 我 们 更 像 是 在 阅读 概率 论 .” 

N. Bohr(1885 一 1962) 对 Gibbs 及 其 系 综 理论 的 评价 极 高 ,并 曾 反 复 表 达 , 但 对 
于 Boltzmann 的 评价 自 1912 年 以 来 就 不 高 ,这 可 能 导致 了 一 大 批 的 20 世纪 物理 学 
家 怀疑 Boltzmann 的 工作 .不 过 ,Bohr 也 许 没有 读 过 Boltzmann 关于 “ 微 正则 系 综 ” 
和 “正则 系 综 ” 方 面 的 文章 (这 两 种 系 综 是 Boltzmann 用 不 同 的 名 称 “ 因 子 ” 和 “全 体 ” 
明确 定义 和 使 用 过 的 ). 据 L. Rosenfield (1904 一 1974 ) 说 :“ 我 认为 他 没 读 过 
Boltzmann 的 作品 ,至 少 他 全 然 没 有 读 过 Boltzmann 的 论文 .但 我 想 他 读 过 ,并 仔细 
研究 了 Boltzmann 关于 气体 理论 的 讲演 .”“ 他 说 过 Boltzmann 由 于 坚持 力学 系统 的 
性 质 而 把 事情 搞 糟 了 . ”Bohr 在 这 里 说 “Boltzmann 由 于 坚持 力学 系统 的 性 质 而 把 事 
情 搞 糟 了 ”, 指 的 就 是 Boltzmann“ 设 想 统计 力学 能 够 描述 个 体 粒子 的 行为 和 结构 的 
企图 ”. 

A.Einstein 则 对 其 学 生 说 过 :“ 访 Boltzmann 的 文章 是 不 容易 的 .有 些 伟 大 的 物 
理学 家 也 无 法 理解 它 .”Einstein 经 过 若干 年 的 思考 ,终于 理解 了 Boltzmann 的 论证 . 
在 1915 年 的 一 篇 论文 中 ,Einstein 说 :“ 他 的 讨论 是 相当 元 长 和 精巧 的 ,但 这 种 思考 
的 努力 因为 这 一 论题 的 重要 性 和 优美 而 得 到 了 丰厚 的 回报 .” 


5. Gibbs 提出 系 综 理论 

Gibbs 在 1902 年 提出 了 3 种 “ 系 综 理 论 ”, 从 而 大 大 提升 了 将 数理 统计 方法 应 用 
于 物理 学 的 能 力 .Gibbs 于 1902 年 发 表 的 《统计 力学 的 基本 原理 ) 是 统计 力学 方面 的 
经 典 名 著 和 欧 基 性 工作 .杨振宁 先生 说 :“1902 年 Gibbs 发 表 《 统 计 力 学 的 基本 原 
理 》, 把 统计 力学 推 至 高 潮 . 这 本 书 精深 而 美妙 ,尤其 值得 注意 的 是 那 时 Gibbs 知道 他 
的 仔细 而 优美 的 分 析 引 导出 的 结果 与 实验 不 合 . 为 此 他 给 书 加 上 了 一 个 副标题 ;从 
而 推导 热力 学 的 合理 基础 …… 我 们 今天 当然 知道 ,Gibbs 的 合理 基础 是 绝对 正确 的 ， 
而 且 在 20 年 代 后 期 量子 力学 取代 传统 力学 以 后 取得 了 最 终 胜利 .”1982 年 ,杨振宁 
先生 在 其 “ 相 变 和 临界 现象 的 引言 ”一 文 的 后 记 中 更 是 写 道 :“ 重 读 这 篇 引言 ,我 发 现 
我 对 Gibbs 的 敬仰 与 日 俱 增 .他 的 《统计 力学 的 基本 原理 》 像 诗篇 一 般 地 优美 .在 与 实 
验 不 相符 的 情况 下 ,他 依然 坚持 他 的 理论 的 “合理 基础 ' ,这 充分 体现 了 Gibbs 的 睿智 
与 目光 的 深远 .” 

S.G. Brush 在 其 1957 一 1966 年 的 多 篇 论文 中 认为 ,Gibbs 的 “ 系 综 理论 ” 才 真 正 
称 得 上 “统计 力学 ”.R.K.Pathria 在 《Statistical Mechanics》(2nd ed. Elsevier Pte 
Ltd. ,2003) 一 书 的 “历史 回顾 ?中 也 说 :the ensemble theory which may in fact be 
regarded as the statistical mechanics proper( 系 综 理 论 实 际 上 可 以 称 得 上 真正 的 统 
计 力 学 ). “ 吴 大 失 先 生 特 别 指出 ,统计 力学 中 的 系 综 理 论 最 初 是 由 Boltzmann 的 
“单子 态 ” 理 论 发 展 起 来 的 . ) 早 在 1879 年 ,Maxwell 其 实 就 曾 阐 述 过 类 似 的 观点 ,并 
采用 “Statistico-Mechanical” 这 个 词 来 命名 他 对 统计 系 综 的 研究 . 


0.4 平衡 态 统计 力学 的 3 种 理论 和 流体 动力 学 的 
两 种 描述 


1. 平衡 态 统计 力学 的 3 种 理论 

平衡 态 统计 力学 有 3 种 理论 :Maxwell 的 最 可 几 理 论 , Darwin-Fowler 的 平均 值 
理论 (这 两 种 理论 都 属于 “系统 理论 ”“ 系 统 理论 ”通常 被 称 为 “ 近 独 立 子 系 理论 ”, 是 
相对 于 “ 系 综 理论 ”而 言 的 一 种 次 级 理论 ) 和 Gibbs 的 系 综 理论 .这 3 种 理论 对 应 于 流 
体 动力 学 的 两 种 描述 :Maxwell 的 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 的 平均 值 理论 对 应 
于 流体 动力 学 中 的 “Lagrange 描述 ”, 它 们 之 间 的 区 别 只 是 方法 不 同 而 已 .这 两 大 种 
统计 力学 是 即将 被 淘汰 和 现 已 被 多 数 人 弃置 不 用 的 理论 ,因而 只 有 物理 史上 的 纪念 
意义 和 课堂 上 交代 来 龙 去 脉 的 演讲 意义 ,与 流体 力学 中 的 “Lagrange 描述 ”或 塑性 力 
学 中 的 “形变 理论 ”将 逐渐 被 人 遗忘 一 样 .而 Gibbs 的 系 综 理 论 对 应 于 流体 动力 学 中 
的 “Euler 描述 ”. 前 已 述 及 ,S.G. Brush 在 其 1957 一 1966 年 的 多 篇 论文 中 就 曾经 说 
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过 ,Gibbs 的 “ 系 综 理 论 ” 才 真正 称 得 上 “统计 力学 ”. 而 R. KK. Pathria 在 《Statistical 
Mechanics) 一 书 的 “历史 回顾 ”中 也 说 过 :“ 系 综 理论 实际 上 可 以 称 得 上 真正 的 统计 
力学 .” 

2. 平衡 态 统计 力学 的 基本 思想 和 基本 方法 

Maxwell 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 平均 值 理论 的 平衡 态 统计 力学 只 能 处 
理 “ 分 立 的 ”气体 分 子 , 只 能 对 “分 立 的 ”气体 分 子 进行 统计 ,因而 首要 的 任务 就 是 对 
“并 非 分 立 的 ”物体 (例如 固体 、 铁 磁体 、 光 ,等 等 ) 作 “分 立 化 ”的 处 理 ,以 满足 统计 力 
学 的 基本 要 求 .这 种 操作 手法 后 来 在 量子 力学 中 发 展 成 为 “量子 化 “二 次 量子 化 ” 
诸 手 段 (手续 ). 其 最 根本 的 目的 就 是 为 了 “可 以 ”进行 “统计 ”. 

在 进一步 将 “Lagrange 描述 ”的 Maxwell 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 平均 值 
理论 发 展 成 为 "Euler 描述 ”的 Gibbs“ 系 综 理 论 " 之 后 , “分立 化 ”的 处 理 不 再 重要 ;所 
有 的 统计 平均 都 是 “ 系 综 平均 ”, 而 形式 上 的 “分 立 化 ”只 不 过 是 为 了 书写 “每 个 系统 
的 Hamiltonian” 时 的 方便 (如 果 能 够 书写 出 “整个 系 综 ” 的 “Hamiltonian 密度 ”, 则 在 
形式 上 根本 用 不 着 对 物体 进行 “分 立 化 ”). 

3. Lagrange 描述 和 Euler 描述 

“Euler 描述 ”是 L. Euler 于 1755 年 提出 来 的 “Lagrange 描述 ”的 名 称 则 是 同一 
个 Euler 于 1757 年 提出 来 的 . 

在 流体 动力 学 中 ,将 着 眼 于 "流体 质点 ”的 分 析 方 法 称 为 "Lagrange 描述 ”, 而 将 
着 眼 于 “ 流 场 空间 中 国定 点 ”的 分 析 方 法 称 为 “Euler 描述 ”. 换言之 ,“Lagrange 描述 ” 
是 “质点 的 描述 ”, 而 "Euler 描述 ” 则 是 “ 场 的 描述 ”. (仔细 分 析 一 下 就 可 得 知 ,“ 场 ”与 
“ 系 综 ” 是 两 个 不 同 的 概念 ;" 系 综 ”一定 是 “ 场 ”, 但 “ 场 ” 不 一 定 是 “ 系 综 ”, 例 如 弹性 场 
就 不 是 “ 系 综 ”.) 

统计 力学 中 的 “Maxwell 最 可 几 理 论 ”" 和 “Darwin-Fowler 平均 值 理论 ”都 着 眼 于 
“粒子 ”, 因 此 都 是 "Lagrange 描述 ”, 而 “ 系 综 理论 ” 则 相当 于 "Euler 描述 ”. 

对 统计 力学 中 的 “ 系 综 ? 概 念 作 出 最 通俗 解释 的 是 田 长 霖 ( 见 Chang L. Tien and 
John H. Lienhard. Statistical Thermodynamics. Hemisphere Pub. Co. ,1979. 有 中 
译本 ,清华 大 学 出 版 社 ,1987). 田 长 其 说 :“ 我 们 设想 有 两 个 有 经 验 的 行家 ,他 们 想 弄 
清楚 是 否 能 通过 喝 第 二 杯 咖啡 要 付 钱 的 办 法 来 加 速 顾 客 在 拥挤 的 商业 区 小 饭店 内 
中 午 的 流通 .为 此 ,他 们 必须 要 和 弄 清 有 多 少 值钱 的 座位 由 于 顾客 们 慢 吞 吞 地 哩 其 已 
经 空 了 的 杯子 (这 些 杯子 应 拿 去 用 ) 而 浪费 掉 .一 个 行家 从 顾客 进门 起 就 盯 住 他 们 ， 
计算 他 们 吃喝 的 时 间 , 他 观察 的 是 10 个 人 的 “体系 随时 间 变 化 的 情况 .第 二 个 行家 
则 在 营业 高 峰 时 来 到 ,拍摄 从 阳台 到 整个 餐 室 的 照片 .于 是 他 获得 了 以 10 个 人 组 成 
的 所 有 体系 的 “ 系 综 "的 状况 ,由 此 计算 该 时 刻 吃 喝 顾 客 的 百分数 并 得 到 了 相同 的 信 
息 .第 二 个 行家 所 作 的 观察 更 方便 ,并 能 提供 更 多 的 信息 .” 

田 长 霖 的 解释 不 仅 说 明了 第 一 个 行家 所 操作 的 是 流体 动力 学 中 的 Lagrange 描 
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述 ,第 二 个 行家 所 操作 的 是 流体 动力 学 中 的 Euler 描述 ,而 流体 动力 学 中 的 Euler 描 
述 就 相当 于 统计 力学 中 的 “ 系 综 ” 描 述 .同时 证 明了 这 样 的 解释 可 以 立即 应 用 于 统计 
力学 的 推理 过 程 之 中 ,也 就 是 说 , “体系 随时 间 的 长 期 平均 等 于 系 综 平均 ”是 有 事实 
根据 的 .换言之 ,“ 系 综 ” 理 论 的 统计 力学 ,确实 就 是 相 空 间 中 的 Euler 描述 的 流体 动 
力学 . 

此 外 ,“Lagrange 描述 ”与 “Euler 描述 ”在 量子 力学 的 各 种 “诠释 ”中 也 有 很 贴切 
的 对 应 : 曾 一 度 被 封 为 "正统 诠释 ”的 “Copenhagen 诠释 ”以 及 包括 “大 于 世界 诠 释 ” 
(目前 国际 上 已 将 “大 千 世 界 诠释 ” 奉 为 “正统 诠释 ”) 在 内 的 四 五 种 主要 “诠释 ”都 是 
“Lagrange 描述 ”的 ,而 “ 系 综 诠释 ” 则 是 “Euler 描述 ”的 .在 量子 力学 中 , 凡 涉 及 “多 粒 
子 ”、 几 涉及 “经 典 场 ”、 凡 涉及 相对 论 的 理论 ,都 必然 是 " 系 综 诠释 ”的 . 当然 ,“ 量 子 系 
综 ” 与 “经 典 系 综 ” 之 间 也 有 区 别 . 主要 区 别 在 于 量子 统计 系 综 中 的 一 对 共 罗 的 “位 
形 ”" 和 “动量 ” 受 Heisenberg“ 测 不 准 原理 ”的 制约 而 在 经 典 统 计 系 综 中 没有 这 种 
制约 . 

4. Lagrange 描述 着 眼 于 粒子 而 Euler 描述 着 眼 于 场 

Maxwell 的 最 可 几 理 论 , Darwin-Fowler 的 平均 值 理论 与 Gibbs 的 系 综 理论 之 
间 的 关系 ,或 者 流体 动力 学 中 “Lagrange 描述 ”与 “Euler 描述 "之 间 的 关系 ,相当 于 
“粒子 ”与 “ 场 ” 之 间 的 关系 . 当然 正如 上 面 所 言 ,“ 场 ”与 “ 系 综 ” 之 间 并 非 等 同 , 例 如 
“弹性 场 ” 就 不 是 “ 系 综 ”( 尽 管 如 此 ,但 是 将 “弹性 场 ” 变 换 为 “ 声 子 场 ”, 就 可 以 应 用 
“ 系 综 理 论 ” 来 处 理 ). 

“粒子 ”的 观点 或 者 “原子 论 ” 的 观点 最 早起 源 于 Demcritus (前 460 一 前 370)， 
Leucippus( 前 500 一 前 450) 和 Epicurus( 前 341 一 前 270).1738 年 ,D. Bernoulli 提出 
了 和 气体 是 由 以 很 高 的 速度 四 处 冲突 ,并 按照 基本 力学 规律 碰撞 和 反弹 的 弹性 分 子 所 
组 成 的 想法 .Newton 和 及 .J.Boscovich(1711 一 1787) 也 持 相同 的 观点 . 

Boscovich 是 一 位 典型 的 18 世纪 物理 学 家 ,他 不 仅 是 第 一 位 在 Newton 力学 的 
框架 中 试图 发 展 出 系统 的 原子 理论 的 人 ,而 且 他 的 影响 波及 19 世纪 的 著名 物理 学 家 
M. Faraday,H.C.Oersted(1777 一 1851) 和 W.Thomson( 即 Kelvin 勋 珊 ) 等 人 .关于 
Boscovich 神父 ,M. Born(1882 一 1970) 在 其 Nobel 获奖 演说 中 说 :“Kelvin 勋 事 经 常 
引证 Boscovich 神父 为 首先 运用 原子 论 思 想来 解决 物理 问题 的 人 之 一 .他 生活 在 18 
世纪 ,当时 可 能 还 有 其 他 人 有 着 类 似 的 思想 ,但 关于 他 我 们 一 无 所 知 .” 然 而 ， 
Boltzmann 并 不 认可 Boscovich 的 观点 ,他 说 道 :“ 长 期 以 来 , Boscovich 的 著名 理论 
是 物理 学 的 理想 ……Boscovich 的 这 一 简单 观念 为 科学 的 每 一 分 支 所 拒 斥 , 气 体 理 
论 也 不 例外 .假设 气体 分 子 为 Boscovich 意义 上 的 质点 的 聚集 体 ,与 事实 不 符 . "事实 
上 ,Boltzmann 正 是 “ 微 正则 系 综 ”" 和 “正则 系 综 ”这 两 类 系 综 的 最 早 提 出 者 . 

“ 场 ” 的 观点 或 者 更 普遍 的 “ 系 综 ” 的 观点 可 以 追溯 到 Anaxagoras( 前 500 一 前 
428). Boltzmann 提出 了 “ 微 正 则 系 综 ”(Boltzmann 称 之 为 “因子 的 ”) 和 “正则 系 综 ” 
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(Boltzmann 称 之 为 “全 体 的 ”) 这 两 种 系 综 , 而 Gibbs 彻底 完善 了 系 综 理 论 ( 并 提出 了 
“ 巨 正则 系 综 ”). Gibbs 在 其 历史 性 巨著 《统计 力学 的 基本 原理 》(《 Elementary 
Principles in Statistical Mechanics), Yale University Press, New Haven, 1901, 
1948,1957) 的 序言 中 曾 谦 虚 地 说 过 :“ 关 于 大 量 系统 及 其 在 相 中 的 分 布 ,以 及 这 种 分 
布 随时 间 的 推移 而 持续 下 去 或 是 发 生变 化 ,也 许 是 Boltzmann 首先 在 他 1871 年 的 
“多 原子 气体 分 子 行为 的 定律 同 Jacobi 未 定 乘 子 原理 之 间 的 关系 "一 文中 作 了 明确 
的 考察 .”?Boltzmann 在 这 篇 文章 中 ,首先 引信“ 近 独 立 子 系 ” 的 相 空间 ,提出 可 以 考虑 
用 “ 相 平 均 ” 代 替 “ 时 间 平 均 ”. 当然 , Boltzmann 的 许多 论述 ,如 Bohr 所 说 “由 于 坚持 
力学 系统 的 性 质 而 把 事情 搞 糟 了 ”. 

Maxwell 在 1879 年 一 篇 题名 为 “ 论 Boltzmann 的 质点 系 能 量 均 分 定理 ”的 论文 
中 说 得 就 比较 清楚 :“ 我 发 现 不 考虑 由 质点 组 成 的 一 个 系统 ,而 考虑 除 运动 初始 条 件 
外 在 其 他 一 切 方面 都 相似 的 大 量 系统 ,这 样 做 是 十 分 方便 的 .我 们 把 注意 力 放 在 茶 
一 给 定时 刻 处 于 某 一 相 的 这 些 系 统 的 数目 上 ,而 这 个 相 又 由 给 定 限度 内 的 诸 变 量规 
定 .”“ 不 作 任何 有 关系 统 本 性 的 假设 ,因为 这 些 假 设 也 许 会 限制 我 们 结果 的 普遍 
性 .”“ 在 统计 研究 方法 中 ,我 们 不 在 系统 运动 的 期 间 跟 踪 它 ,而 是 把 注意 力 盯 着 某 一 
特殊 的 相 , 并 弄 清 楚 这 个 系统 是 否 处 于 那个 相 , 何 时 进入 和 何 时 离开 该 相 . “我们 考 
虑 的 是 具有 性 质 完全 一 样 , 总 能 量 相等 但 n 个 坐标 和 (n 一 1) 个 动量 各 自 不 同 , 并 以 
此 开始 运动 的 许多 系统 ,同时 考察 某 一 给 定时 刻 处 于 某 一 相位 (a,b) 的 系统 的 数 
目 .每 个 系统 的 运动 与 其 他 系统 无 关 .” 

可 看 出 ,Maxwell 的 以 上 考虑 , 正 是 相 空间 中 的 “Euler 描述 ”的 流体 动力 学 . 
“Euler 描述 ”的 流体 动力 学 对 统计 力学 理论 形成 的 影响 ,由 此 可 见 一 斑 .Maxwell 的 
考虑 和 后 来 Gibbs 提出 “ 系 综 理 论 ”, 彻 底 否 定 了 Boltzmann 早期 认为 统计 力学 ( 当 
然 那 时 候 还 没有 “统计 力学 ”这 种 称呼 ) 能 够 描述 “单个 分 子 ” 的 (“近乎 餐 侈 ”的 ) 想 法 . 

5. 统计 力学 与 流体 动力 学 之 间 的 微妙 关系 

统计 力学 与 流体 动力 学 之 间 的 关系 ,除了 理论 描述 方面 相互 借鉴 之 外 ,在 具体 
人 研究 方法 方面 也 是 相互 补充 的 .在 L.E. Reichl 的 KA Modern Course in Statistical 
Physics》(University of Texas Press,1980; 中 译本 《统计 物理 现代 教程 ), 北 京 大 学 出 
版 社 ,1983) 一 书 中 ,就 有 近 一 半 内 容 是 讨论 这 两 门 学 科 之 间 是 如 何 相互 补充 的 . 除 
此 之 外 ,“ 非 平衡 态 统计 力学 ”的 基本 微分 方程 实质 上 就 是 流体 动力 学 的 基本 微分 方 
程 ; 而 且 根 据 S. Chapman 和 D.Enskog 的 研究 ,从 非 平 衡 态 统计 力学 的 Boltzmann 
方程 可 以 导出 正确 的 流体 动力 学 Navier-Stokes 方程 (C.-L.-M.-H. Navier,1785~ 
1836;G.G.Stokes,1819 一 1903) .近年 来 ,为 了 求解 流体 动力 学 Navier-Stokes 方程 ， 
人 们 发 明了 “格子 Boltzmann 气体 ”的 方法 . 

李 政 道 在 其 名 著 《 统 计 力 学 -一 书 中 也 说 过 :“ 知 系统 数 N 趋向 无 穷 大 ,这 些 密集 
的 点 在 相 空间 中 的 运动 就 如 流动 的 流体 ,可 用 流体 力学 来 描述 .” 
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但 是 ,也 有 对 统计 力学 与 流体 动力 学 二 者 关系 做 另 一 种 解释 的 观点 .例如 ,林家 
逛 (Chia-Chiao Lin,1916~。 ) 教 授 就 说 过 :“ 凡 是 统计 力学 能 够 解决 的 (问题 ) ,流体 
动力 学 也 能 够 解决 ;凡是 流体 动力 学 解决 不 了 的 ,统计 力学 也 解决 不 了 .” 

人 所 共 知 ,成 功 的 流体 动力 学 是 Euler 描述 的 ,因而 ,正确 的 统计 力学 也 必然 是 
系 综 的 .从 这 一 意义 上 来 说 “粒子 模型 ”的 Maxwell-Boltzmann 统计 力学 属于 “刚性 
思维 ”, 而 “ 系 综 模型 > 的 Gibbs 统计 力学 则 属于 “ 流 性 思维 ”. 

6. 统计 力学 对 自由 度数 的 要 求 是 多 多 益 善 

众所周知 ,经 典 力学 主要 用 于 处 理 “ 少 自由 度 ” 问 题 ,典型 的 就 是 处 理 所 谓 “ 二 体 
问题 “当然 有 时 候 也 涉及 有 限 多 自由 度 的 问题 或 无 限 多 自由 度 的 问题 ) ,同样 ,能 够 
用 量子 力学 来 处 理 的 也 只 有 “和 氧 原子 问题 ”和 “谐振 子 问题 ”, 但 统计 力学 则 完全 用 于 
处 理 “ 多 自由 度 ” 问 题 .这 种 多 自由 度 问 题 ,要 么 是 有 限 多 自由 度 的 问题 ,要 么 是 无 限 
多 自由 度 的 问题 ,而 且 自 由 度 多 多 益 善 , 越 多 越 精 确 . L.D. Landau 和 E.M. Lifshitz 
说 :“ 这 种 规律 性 一 一 所 谓 统计 的 规律 性 一 一 正 是 以 存在 大 量 的 构成 物体 的 粒子 为 
其 先决 条 件 的 ,不 论 怎么 样 都 不 可 能 把 它们 归结 为 单纯 的 力学 规律 性 .它们 的 特点 
表现 在 : 当 把 它们 应 用 于 自由 度数 目 不 大 的 力学 系统 上 时 ,它们 便 失 去 任何 意义 .由 
此 可 见 , 具 有 大 量 自由 度 的 系统 的 运动 虽然 与 粒子 数 不 多 的 系统 的 运动 遵循 同样 的 
力学 规律 ,但 是 大 量 自由 度 的 存在 , 却 导 致 性 质 上 全 新 的 规律 性 .” 

对 于 分 子 热 运动 这 样 的 问题 来 说 ,由 于 Loschmidt 数 等 于 2.67790 Xx 10” ,因而 
研究 这 类 问题 最 合适 的 理论 就 是 统计 力学 . 当然 ,对 2.67790 x 108 这 个 数 来 说 ,问题 
的 自由 度数 还 是 有 限 多 的 . 

但 是 ,若是 用 系 综观 点 来 看 竺 同样 的 问题 ,其 自由 度数 就 成 为 无 穷 多 的 . 李 政 道 
在 其 (统计 力学 ) 一 书 中 说 过 :“ 要 准确 计算 几率 就 要 要 求 系 综 中 的 系统 数 N 很 大 ,但 
系统 本 身 不 一 定 很 大 .” 

于 是 ,这 里 涉及 “统计 力学 ”的 适用 性 或 处 理 问题 的 方法 : “统计 力学 ”只 适宜 于 
处 理 “ 多 自由 度 ” 的 问题 . 像 流体 (包括 气体 和 液体 ) 、 等 离子 体 这 类 物质 ,就 可 以 用 
“统计 力学 ”方法 来 处 理 , 但 整个 的 固体 一 般 来 说 就 不 能 用 “统计 力学 ”方法 来 处 理 . 
然而 例如 物理 学 家 提出 一 种 用 “ 声 子 ” 代 替 “ 弹 性 波 ” 的 手段 ,就 可 以 使 用 “统计 力学 ” 
方法 .这 种 用 “ 声 子 ” 代 替 “ 弹 性 波 ” 的 手段 具有 很 好 的 启示 作用 , 它 理 所 当然 地 可 以 
被 用 于 其 他 需要 讨论 的 场合 ,并 且 出 乎 意料 地 改变 了 人 们 的 世界 观 . 实际 上 ,所 谓 
“Bose 分 布 ”就 是 S. N. Bose(1894 一 1974) 将 黑体 辐射 当 作 光子 气体 来 处 理 而 引信 
的 .同样 ,对 于 “ 顺 磁性 物质 ”, 也 可 以 视 为 “ 磁 偶 极 子 ”( 或 “ 磁 矩 ”) “气体 ”的 分 布 来 
处 理 . 

7. & 空间 和 本 空间 

Maxwell 和 Boltzmann 所 采用 的 “ 相 空 间 ”( 严 格 说 来 由 坐标 和 对 应 的 速度 组 成 
的 数学 空间 不 能 算是 “ 相 空 间 ”, 而 只 有 由 坐标 和 对 应 的 动量 组 成 的 数学 空间 才 是 
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“ 相 空 间 ”) 是 x 空间 , (“4 空间 ?这 一 术语 是 P. and T. Ehrenfest 夫妇 
(P. Ehrenfest,1880~1933;T， Ehrenfest,1876~1964) 于 1911 年 首先 引信 的 , 它 是 
由 三 维 坐 标 和 三 维 速度 组 成 的 六 维 空间 .4 代表 molecule 即 “ 分 子 ” 的 希腊 文 的 第 一 
个 字母 ) 这 种 空间 是 “ 近 独 立 子 系 ”( 或 简称 为 “系统 ”) 的 “分 子 相 空间 ”, 只 能 被 用 来 
描述 分 子 之 间 没 有 ( 显 关联 ) 相 互 作用 的 系统 ,其 一 个 “ 相 点 ”只 能 描述 一 个 “ 近 独 立 ” 
粒子 的 “ 相 ”( 反 过 来 说 ,如 果 分 子 之 间 存 在 显 关联 相互 作用 , 则 其 中 任何 一 个 分 子 都 
不 可 能 被 分 隔 成 一 个 “ 相 点 2 ,而 Gibbs 所 采用 的 “ 相 空 间 ” 是 “ 系 综 相 空间 ”, 由 3N 
维 广义 坐标 和 3NN 维 广义 动量 组 成 . 这 种 空间 可 以 被 用 来 描述 分 子 之 间 有 ( 显 关联 ) 
相互 作用 的 系统 ,其 一 个 “ 相 点 ”可 以 被 用 来 描述 整个 系统 的 相 . Gibbs 的 “ 相 空 间 ” 后 
来 被 称 为 卫 空间 . P. Ehrenfest 是 Boltzmann 的 忠实 学 生 ,他 固守 (或 “拘泥 于 ”) 
Boltzmann 的 最 初 理念 ,而 比较 排斥 Gibbs 的 系 综 理 论 .Gibbs 的 系 综 理 论 不 仅 避 开 
了 解释 上 的 困难 和 处 理 分 子 之 间 存 在 ( 显 关联 ) 相 互 作 用 时 的 困难 ,简洁 明快 ,而 且 
当 物 质 结构 具有 量子 特性 时 , 虽然 Maxwell-Boltzmann 统计 不 再 适用 ,但 是 Gibbs 
的 “ 系 综 理论 ?框架 依然 有 效 , 只 须 将 问题 中 的 Hamiltonian 换 成 算 符 即 可 . 

所 谓 分 子 之 间 的 “ 显 关 联 ” 相 互 作 用 , 系 指 可 以 被 写 进 Hamiltonian 中 的 那 种 相 
互 作 用 , 它 是 相对 于 分 子 之 间 的 “ 隐 关 联 ? 相 互 作 用 而 言 的 .所 谓 分 子 之 间 的 “ 隐 关 


” 联 ? 相 互 作 用 , 系 指 未 被 写 进 Hamiltonian 中 的 那 种 相互 作用 ,这 种 相互 作用 在 “ 系 


综 ? 中 是 “ 非 局 域 ?的 .关于 “ 隐 关 联 ? 相 互 作用 的 概念 ,将 在 后 文 1.5 节 中 详 述 . 


平衡 态 统计 力学 基础 @ 
统计 力学 的 Euler 描 述 @ 
统计 系 综 中 的 配 分 函数 及 其 应 用 @ 
相 变 理论 和 临界 现象 @ 


第 1 章 平衡 态 统计 力学 基础 


我 发 现 不 考虑 由 质点 组 成 的 一 个 系统 ,而 考虑 除 运 动 初始 条 件 外 在 其 他 一 切 方 
面 都 相似 的 大 量 系 统 ,这 样 做 是 十 分 方便 的 .我 们 把 注意 力 放 在 某 一 给 定时 刻 处 于 
某 一 相 的 这 些 系统 的 数目 上 ,而 这 个 相 又 由 给 定 限度 内 的 诸 变量 规定 . 
J.C.Maxwell:《 论 Boltzmann 的 质点 系 能 量 均 分 定理 》 


如 果 我 们 放弃 编造 物质 (分 子 ) 结 构 假设 的 种 种 企图 ,把 统计 的 研究 当 作 合理 力 
学 的 一 个 分 支 , 我 们 就 可 以 避免 最 严重 的 困难 . 
一 一 ]. W.Gibbs:《 统 计 力 学 的 基本 原理 》 


统计 力学 中 最 重要 、 最 关键 的 概念 就 是 “ 系 综 ”, 然 而 ,不 少 “ 物 理学 家 ”对 “ 系 综 ” 
这 一 概念 却 是 不 其 了 了 的 .他 们 的 一 些 “ 解 说 "要么 语 表 不 详 ,要 么 不 知 所 云 ; 更 有 其 
者 , 某 些 人 竟然 认为 “ 系 综 ” 只 是 一 种 “数学 手段 ”, 而 并 非 “ 物 理 实 在 ”. 

对 统计 力学 中 的 “ 系 综 ? 概 念 作出 最 通俗 .最 贴切 解释 的 是 田 长 霖 . 田 长 霖 的 解 
释 不 仅 说 明了 流体 动力 学 中 的 Euler 描述 就 相当 于 统计 力学 中 的 “ 系 综 ” 描 述 ,同时 
证 明了 这 样 的 解释 可 以 立即 应 用 于 统计 力学 的 所 有 推理 过 程 之 中 , 亦 即 ,“ 体 系 随时 
间 的 长 期 平均 等 于 系 综 平均 ”是 有 事实 根据 的 . 

实际 上 ,在 “ 非 平衡 态 统 计 力学 ”中 来 理解 “ 系 综 ” 概 念 ,要 比 在 “平衡 态 统计 力 
学 ”中 来 理解 这 一 概念 更 为 直观 、 更 为 形象 “ 系 综 ” 概 念 的 引入 不 在 乎 是 否 平衡 , 反 
而 在 非 平衡 时 更 好 理解 .平衡 只 是 作为 非 平衡 的 特殊 情况 来 处 理 的 .为 什么 许多 人 
对 “ 系 综 ? 讲 不 清楚 ,就 是 因为 在 平衡 条 件 下 他 不 能 理解 为 什么 “一会儿 是 一 个 ,一 会 
儿 又 是 许多 ”. 有 谚语 说 :“ 人 不 可 能 两 次 进入 同一 条 河流 . ”其 意 系 指 :人 们 脚下 的 河 
流 是 每 时 每 刻 都 在 变化 的 ,川流不息 , 逝 者 如 斯 ,此 时 的 河流 并 非 彼 时 的 河流 ! 在 同 
一 个 地 点 可 以 流 过 许多 “水 分 子 ”! 其 中 ,“ 同 一 个 地 点 ”就 是 流体 动力 学 中 所 请 的 
“控制 区 域 ”, 每 个 “水 分 子 ? 就 是 一 个 “系统 ”, 所 有 在 同一 个 地 点 流 消 过 去 的 水 分 
子 ” 的 “总 和 ”就 是 一 个 “ 系 综 ”! 由 此 可 知 ,“ 系 综 ” 中 的 “系统 "有 无 穷 多 个 ! 

平衡 态 作 为 非 平衡 态 的 特殊 情况 ,其 中 的 “ 系 综 ” 概 念 也 不 难 理解 ,只 要 注意 “ 动 
平衡 ”这 一 概念 就 行 .所 有 的 热力 学 平衡 都 是 “ 动 平衡 "! 此 平衡 态 时 刻 “ 控 制 区 域 ” 
中 “分 子 ” 并 非 全 同 于 (有 可 能 完全 不 同 于 ) 彼 平衡 态 时 刻 同一 “控制 区 域 ” 中 “分 子 ”! 
地 是 物 非 “ 动 平衡 ? 即 意味 着 “流动 >! 因而 与 在 非 平衡 时 一 样 ,对 它 的 正确 描述 应 
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当 是 实质 上 瞬息 万 变 的 “ 系 综 ”, 而 不 是 一 个 貌似 固定 不 变 的 “系统 "(真正 的 系统” 
仅仅 是 其 中 的 "分子 ”)， 

. 有 了 这 种 对 “ 系 综 ” 的 正确 理解 ,就 可 以 认识 到 ;在 哲学 上 ,“ 系 统 ” 与 “ 系 综 ” 之 间 
的 关系 就 如 公孙 龙 所 说 的 “白马 非 马 ”1 “白马 ”是 “系统 ”, 而 “ 马 ” 则 是 “ 系 综 ”1“ 系 
综 ? 在 内 涵 , 外 延 , 共 相 3 个 方面 ,都 是 比 “ 系 统 " 更 为 高 级 、 更 为 深刻 的 哲学 概念 . 

每 一 门 如 Heisenberg 所 说 的 “精密 科学 ?中 ,都 有 一 两 个 或 若干 个 主要 的 数学 方 
程式 .在 统计 力学 中 ,主要 的 数学 方程 式 就 是 所 谓 的 “Liouville 方程 ”(J. Liouville， 
1809 一 1882) . 

Joseph Liouville 出 生 于 1809 年 3 月 24 日 .他 是 巴黎 工科 大 学 .巴黎 大 学 和 法 
兰 西学 院 的 教授 和 天 文 事务 局 局 长 ,1836 年 创办 并 主编 了 一 本 被 誉 称 为 “Liouville 
杂志 ”的 期 刊 人 Journal de Mathématiques Pures et Appliquées》. Liouville 在 “超越 
数 ” ,二 阶 线性 微分 方程 边 值 问题 ,椭圆 晒 数论 ,微分 几何 , 保 角 变换 , 复 分 析 等 数学 
领域 中 作出 过 重要 的 贡献 .“Sturm - Liouville 理论 ”(Ch.-F.Sturm,1803 一 1855) 在 
物理 学 中 极为 重要 ; “Liouville 定理 ” 则 在 统计 力学 和 测度 论 中 举足轻重 . Liouville 
1882 年 9 月 8 日 在 巴黎 去 世 ， 

“Liouville 方程 ?不 仅 是 “平衡 态 统 计 力 学 ?的 根据 ,而 且 是 “ 非 平衡 态 统计 力学 ” 
的 出 发 点 .因而 ，Liouville 方程 "是 统计 力学 中 最 基本 的 方程 . 在 “ 系 综 理 论 ” 的 “ 平 
衡 态 统计 力学 ”教科 书 中 和 在 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”教科 书 ( 例 如 I. Prigogine,1917 一 
2003) 中 ,开宗明义 ,第 一 节 或 者 第 二 节 就 介绍 "Liouville 方程 ”的 推导 及 其 结论 . 

关于 “Liouville 方程 ,有 两 点 需要 特别 关注 . 

首先 是 “Liouville 方程 ?的 求解 “Liouville 方程 ?的 求解 ,实际 上 与 经 典 力学 中 
的 “化 动量 正则 变换 ”( 或 “化 动能 正则 变换 ”), “经典 对 易 子 ”,“Poisson 括号 ”(S.D. 
Poisson ,1781 一 1840) 等 内 容 都 有 关系 .这 是 因为 对 “系统 ”的 Hamiltonian 中 的 不 同 
“势能 ”来 说 ,“Liouville 方程 ”的 具体 解法 是 各 异 的 .所 谓 " 求 Liouville 方程 精确 解 ”， 
实际 上 最 后 归结 为 求 “ 经 典 对 易 子 ”. 尤其 值得 注意 的 是 “化 动量 正则 变换 ”( 或 “化 动 
能 正则 变换 ”) 在 其 中 所 起 到 的 关键 作用 , 它 可 以 使 得 “系统 ”的 Hamiltonian 中 的 “ 热 
能 ”全 部 转化 为 “动能 ”. 在 第 5 章 中 讨论 "Boltzmann 方程 的 精确 解 2 时 也 要 用 到 同样 
的 “化 动量 正则 变换 ”( 或 “化 动能 正则 变换 ”). 

其 次 是 “ 系 综 理 论 ” 中 “系统 "之 间 的 “ 隐 关 联 ”. 由 于 统计 力学 是 用 “Liouville 方 
程 ” 来 描述 的 ,因此 讨论 “系统 ”之 则 的 “ 隐 关 联 ” 问 题 时 就 应 当 从 “Liouville 方程 ”出 发 . 
计算 表明 ,在 “不 含 时 ”的 “Liouville 方程 "中 ,有 “ 隐 关 联 势 ”O( qi ,px) = in f( 式 
中 ,f 是 系 综 “ 数 密度 ”p = f(pr,qr)exp( 一 Be) 的 “ 模 ”,B8-! = ksT) 存在 .“ 隐 关联 
势 ” 的 存在 ,表明 在 “ 系 综 ” 中 的 “系统 "之 间 存 在 “相关 性 ”. 这 种 “相关 ”是 “ 隐 性 ”( 即 
“不 显 含 ”在 “系统 ”的 Hamiltonian 中 ) 的 ,因而 被 称 为 “ 隐 关 联 ”. 类 似 的 “ 隐 关 联 势 ” 
在 “全 Poisson 括号 ”形式 的 “Liouville 方程 "(相当 于 “ 含 时 ”的 “Liouville 方程 ”) 中 也 
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当然 同样 存在 .这 种 “ 隐 关 联 ” 的 客观 存在 ,说 明 在 数学 上 可 以 证 明 “Liouville 方程 ” 
绝 不 可 能 是 描述 “单个 系统 ”的 ,而 只 可 能 是 描述 “ 系 综 ” 的 ! 否则 ,这 种 “ 隐 关 联 势 ” 
就 无 法 解释 .在 这 一 点 上 ,统计 力学 的 “Liouville 方程 ”和 量子 力学 的 “Schrodinger 
方程 ”倒是 有 某 些 类 似 之 处 . 


1.1 系 综 


L.D.Landau 和 EE.M.Lifshitz 说 过 ;时常 磁 到 这 样 一 种 见解 :认为 统计 物理 学 
是 理论 物理 学 中 最 没有 根据 的 一 个 部 门 ( 就 其 基本 原理 来 说 ) 一 一 这 种 见解 是 我 们 
所 不 同意 的 .我 们 相信 这 些 困难 是 人 为 造成 的 ,因为 问题 常常 陈述 得 不 够 合理 . 如 果 
一 开始 就 讨论 系统 的 各 个 小 部 分 ( 子 系统 ) 的 统计 分 布 ,而 不 是 讨论 整个 闭合 系统 的 
统计 分 布 , 那 么 我 们 就 完全 避 开 了 关于 遍历 性 假说 或 其 他 类 似 的 假说 的 问题 ,这 些 
假说 对 于 统计 物理 学 来 说 ,实际 上 并 不 是 重要 的 .”Landau 和 Lifshitz 这 里 所 说 的 
“系统 的 各 个 小 部 分 ( 子 系统 ) 的 统计 分 布 ” 就 是 指 “ 系 综 中 各 个 系统 的 统计 分 布 ” 只 
是 术语 的 定义 不 同 而 已 (从 这 句 话 也 可 看 出 Landau 和 Lifshitz 对 “ 系 综 ” 一 词 的 不 
喜欢 ). Landau 和 Lifshitz 所 谓 的 “系统 ”实际 上 就 是 通常 所 说 的 “ 系 综 ”, 而 Landau 
和 Lifshitz 所 请 的 “ 子 系统 ”实际 上 就 是 通常 所 说 的 “系统 ”. 

Landau 学 派对 物理 学 的 整个 态度 是 :比较 务实 .但 是 他 们 的 一 些 说 法 也 不 一 定 
全 对 .例如 Landau 和 Lifshitz 上 述 关于 “遍历 性 假说 或 其 他 类 似 的 假说 ”说 法 ,就 不 
是 “ 系 综 理 论 ” 的 .再 如 ,关于 “认为 统计 物理 学 是 理论 物理 学 中 最 没有 根据 的 一 个 部 
门 ( 就 其 基本 原理 来 说 )” 这 种 见解 ,其 实 大 多 数 情 况 下 与 统计 力学 教科 书 的 写法 有 
关 . 通 常 的 统计 力学 教科 书 往往 侧重 应 用 而 不 重视 理论 阐述 ,往往 “Lagrange 描述 ” 
与 “Euler 描述 ”并 重 ( 有 些 教科 书 只 是 将 "Euler 描述 ”的 “ 系 综 理论 ”作为 一 种 很 不 起 
眼 的 数学 方法 来 介绍 ) 而 不 特别 强调 “ 系 综 理论 ” 才 是 前 后 一 臻 .没有 矛盾 .生气 勃勃 
和 唯一 正确 的 统计 力学 . 这 两 种 情况 在 Landau 和 Lifshitz 的 书 中 都 存在 . 确实 是 
“人 为 造成 ?的 ! 所 以 读书 时 应 当 注 意 :对 教科 书 , 不 可 不 信 , 也 不 可 全 信 . 

L.D.Landau 和 EE.M. Lifshitz 又 说 过 :“ 统 计 学 ( 指 统 计 力学 ) 的 许多 重要 问题 
到 现在 还 没有 完全 弄 清楚 ,并 且 这 些 问 题 的 解决 遇 到 很 大 的 困难 .在 这 些 问题 中 , 既 
有 某 些 一 般 性 问题 (例如 关于 焙 增 长 定律 的 物理 基础 问题 ) ,也 有 各 种 具体 问题 
如 第 二 类 相 变 理论 问题 临界 点 理论 问题 有关 宏观 物体 能 谱 的 问题 ,等 等 .在 这 一 
类 情况 下 ,我 们 力求 把 问题 不 清楚 的 地 方 尽 可 能 清楚 地 表述 出 来 ,虽然 这 些 问题 的 
提 法 本 身 往往 就 是 不 清楚 的 . ”而 要 “把 问题 不 清楚 的 地 方 尽 可 能 清楚 地 表述 出 来 ” 
的 最 好 方法 或 最 佳 切 人 点 ,就 是 “ 系 综 理论 ”. 当然 ,有 些 “ 问 题 的 提 法 本 身 往往 就 是 
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不 清楚 的 ”也 是 事实 ,这 就 需要 不 断 地 进行 探索 . 

L.D.Landau 和 E.M.Lifshitz 的 10 卷 本 《理论 物理 教程 ), 除 (力学) 和 《弹性 力 
学 ) 两 卷 外 ,其 余 8 卷 实际 上 都 是 “ 系 综 理 论 ” 的 ,只 不 过 以 “Copenhagen 诠释 为 基 
本 教义 的 《量子 力学 ( 非 相 对 论 理 论 )》 拒 不 承认 “量子 力学 本 质 上 应 当 是 系 综 理 论 
的 ”而 已 . 

在 L.D.Landau 和 E.M.Lifshitz 的 10 卷 本 《理论 物理 教程 ) 中 ,有 3 卷 涉及 统 
计 力 学 , 即 第 5 卷 《 统 计 物 理学 1》(& Statistical Physics 1》, 3rd ed., Butterworth 
Heinemann,1999) ,第 9 卷 ( 统 计 物 理学 II( 凝 聚 态 理论 )》(《Statistical Physics IT》， 
Butterworth Heinemann, 1999) 和 第 10 卷 《 物 理 动 理学 》(《 Physical Kinetics 》， 
Pergamon Press,1981) .但 是 在 这 3 卷 书 中 提 到 “ 系 综 ”(ensemble) 一 词 的 ,仅仅 只 有 
《统计 物理 学 I》 里 的 两 处 ! (反观 例如 R. KK. Pathria 的 《Statistical Mechanics》, 处 处 
都 能 看 到 “ 系 综 ” 二 字 !) 在 此 书 3 节 的 一 个 注解 中 说 ;这 种 假想 的 全 同系 统 的 集合 通 
常 称 为 统计 系 综 ,”(Such an imaginary set of identical systems is usually called a 
Statistical ensemble. ) 在 同一 本 书 § 35 节 的 一 个 注解 中 说 :这 一 分 布 有 时 被 称 为 后 
正 鸯 系 综 .”(This distribution is semetimes called the grand canonical ensemble.) 
在 三 卷 书 的 其 他 地 方 ,都 将 “ 系 综 ” 称 为 “系统 ”. 由 此 不 难看 出 ,Landau 和 Lifshitz 的 
确 不 喜欢 “ 系 综 ” 这 个 词 ; 而 且 从 他 们 将 “ 系 综 ? 说 成 是 “假想 的 全 同系 统 的 集合 ?尤其 
是 “假想 的 ”这 种 说 法 ,不 难 断 言 Landau 和 Lifshitz 对 “ 系 综 ” 的 理解 是 有 问题 的 . 


1.1.1 “ 系 综 理 论 " 的 出 发 点 是 放弃 企图 编造 物质 (分 子 ) 结 构 的 过 分 要 求 


“ 系 综 理论 ?是 J.W.Gibbs(1839 一 1903) 在 Maxwell 和 Boltzmann 研究 的 基础 
上 ,于 1902 年 发 表 的 《统计 力学 的 基本 原理 》 这 本 统计 力学 方面 的 经 典 名 著 和 葛 基 性 
工作 中 提出 的 .“ 系 综 理 论 ” 确 实 极 大 地 提升 了 将 数理 统计 方法 应 用 于 物理 学 的 能 
力 .前 文 曾 经 提 到 ,S$. G. Brush (就 是 翻译 L. Boltzmann 书 《Lectures on Gas 
Theory》 的 那 位 ) 在 多 篇 论文 中 认为 ,Gibbs 的 “ 系 综 理论 ” 才 真正 称 得 上 “统计 力学 ” 
R. K. Pathria 在 《Statistical Mechanics)》 一 书 的 “历史 回顾 ”中 也 说 过 :“ 系 综 理论 实 
际 上 可 以 称 得 上 真正 的 统计 力学 . ”在 《统计 力学 的 基本 原理 》 一 书 中 ,Gibbs 强调 了 
运用 “广义 的 ” 系 综 的 重要 性 ,并 发 展 了 多 种 系 综 的 方案 .在 书 的 序言 中 , Gibbs 说 : 
“如 果 我 们 放弃 编造 物质 (分 子 ) 结 构 假 设 的 种 种 企图 ,把 统计 的 研究 当 作 合理 力学 
的 一 个 分 支 ,我们 就 可 以 避免 最 严重 的 困难 .”(Gibbs 的 这 番 话 ,对 当今 的 量子 力学 
研究 也 很 有 启发 ! 量子 力学 基础 理论 有 多 种 “诠释 ”, 其 中 除 “ 系 综 诠释 ”和 “随机 力 
学 ”外 ,其 余 几 种 “诠释 ”都 不 愿 放 弃 “ 企 图 编造 物质 (分 子 ) 结 构 的 过 分 要 求 ”, 因 而 为 
Einstein 和 de Broglie 等 人 所 反对 .) 

继续 编造 物质 (分 子 ) 结 构 假 设 的 种 种 企图 而 不 愿 接 受 “ 系 综 理论 ”的 某 些 物理 
学 家 ,其 实 未 必 聪 明 ， 
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从 原则 上 讲 , 根 据 给 定 系统 的 微观 组 分 的 纯 Hamilton 力学 特性 ,用 系 综 理 论 就 
可 以 计算 出 该 系统 的 全 部 热力 学 量 .从 这 一 意义 上 来 说 ,Gibbs 的 “ 系 综 理 论 " 是 最 为 
普遍 适用 的 . 
1.1.2 “ 系 综 " 中 的 “系统 "之 间 存 在 相互 作用 


E. Schr6dinger 在 《统计 热力 学 ) 一 书 中 说 :“ 实 质 上 说 来 ,统计 热力 学 中 只 有 一 
个 问题 , 即 确定 给 定 能 量 E 如 何 分 布 在 N 个 全 同系 统 上 .或 许 更 确切 地 说 , 即 由 N 
个 全 同系 统 组 成 的 一 个 系 综 , 在 给 定 了 系 综 能 量 是 一 个 常数 EE 后 ,确定 这 N 个 全 同 
系统 的 系 综 如 何 分 布 在 这 系 综 所 可 能 处 在 的 种 种 可 能 态 上 .这 里 的 观念 是 系统 之 间 
有 微弱 的 相互 作用 ,并 且 微 弱 得 使 相互 作用 可 以 被 忽略 ,因而 可 以 谈 到 每 一 个 系统 
的 私有” 能量, 并 且 这 N 个 系统 的 "私有 ”能量 之 和 就 等 于 系 综 的 能 量 已 . “早先 而 
且 比较 质朴 的 观点 是 把 这 个 数学 结果 应 用 于 NN 个 实际 存在 的 物理 系统 ,这 些 系 统 处 
于 实际 的 物理 相互 作用 之 中 ……”Gibbs 的 系 综 理论 有 它 内 在 的 优点 ,可 以 十 分 普 
遍地 应 用 于 所 有 各 物理 系统 …… 这 时 N 个 全 同系 统 是 我 们 实际 讨论 的 那个 系统 , 亦 
即 实际 安置 在 实验 桌 上 的 那个 宏观 事物 的 想象 复制 品 .”Schr6dinger 强调 “为 了 明 
显 的 理由 ,以 后 我 们 将 断然 地 赞同 其 中 一 种 态度 .” 

Schrodinger 所 说 的 “系统 之 间 有 微弱 的 相互 作用 ”, 就 是 在 本 书 下 文 1.5 节 中 提 
及 的 “ 隐 关 联 ”, 至 于 这 种 " 隐 关 联 "是 否 “微弱 ”, 则 要 由 计算 确定 . 

Schrodinger 关于 “想象 复制 品 ” 的 说 法 ,显然 是 对 “ 系 综 ” 中 的 “系统 ”的 一 种 简 
略 的 说 法 ,也 许 还 有 认识 论 上 的 误解 . 
1.1.3 “ 系 综 " 和 "系统 "之 间 的 区 别 和 联系 


“ 系 综 ” 是 由 N 个 有 着 “ 隐 关 联 ” 相 互 作用 的 全 同 “ 系 统 ”(system) 组 成 的 (全 同 的 
“系统 ”之 间 没 有 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 ,但 不 可 避免 地 存在 “ 隐 关 联 ” 相 互 作用 ). 原 则 上 
说 , N 数 越 多 越 好 . 

关于 “ 显 关联 ”" 和 “ 隐 关 联 ” 概 念 的 引信 和 阐述 ,将 在 下 文 1.5 节 中 详 述 . 

“系统 ”可 以 是 一 个 粒子 (分 子 ) ,也 可 以 由 几 个 粒子 (分 子 ) 或 一 群 粒子 (分 子 ) 组 
成 . 几 个 粒子 (分 子 ) 或 一 群 粒子 (分 子 ) 之 间 可 以 有 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 ,也 可 以 没有 
“ 显 关 联 ” 相 互 作用 .粒子 (分 子 ) 之 间 没 有 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 的 “系统 ”, 也 可 以 不 用 
“ 系 综 理 论 ” 而 用 Maxwell 的 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 的 平均 值 理论 来 处 理 . 

于 是 ,“ 系 综 理 论 ” 是 最 一 般 的 统计 力学 方法 . 

“ 系 综 理论 ”中 的 “系统 ”与 “系统 理论 ”中 的 “系统 ”, 不 是 指 同一 件 事 . 吴 大 於 先 
生 在 《热力 学 ,气体 运动 论 及 统计 力学 》( 联 经 出 版 事业 公司 , 1977; 科学 出 版 社 ， 
1983) 一 书 中 说 :前 此 我 们 称 一 个 气体 (或 一 块 金属 ) 为 一 个 “ 系 ?(system) ,一 个 “ 系 ” 
由 许多 分 子 组 成 .我 们 引入 一 个 系 综 的 观念 ,一 个 系 综 乃 是 相像 的 许多 ( 巨 观 上 ) 相 
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同 的 ‘ 系 ’ 构 成 的 .” 吴 大 於 先 生 这 里 所 说 的 “ 系 ” 就 是 “系统 ”, 他 所 说 的 “前 此 ”就 是 指 
在 Maxwell 的 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 的 平均 值 理论 中 ,而 “ 巨 观 上 ”就 是 “ 宏 
观 上 ”. 

R. K. Pathria 在 《Statistical Mechanics)》 一 书 的 “历史 回顾 ”中 说 过 “为 了 导出 一 
种 合适 的 表述 形式 ,我 们 可 以 把 给 定 系统 及 该 系统 的 无 数 " 思 维 复 本 ” (mentai 
copies) 放 在 一 起 考虑 , 即 考虑 在 相同 的 物理 约束 条 件 下 一 大 群 相 同系 统 的 集合 ( 简 
称 系 综 ) ,尽管 在 任意 时 刻 1 ,该 系 综 中 各 个 系统 的 动力 学 状态 是 极其 不 同 的 ……” 其 
中 的 “给 定 系统 及 该 系统 的 无 数 “ 思 维 复 本 ’” 就 是 吴 大 疝 先 生 所 说 的 “相像 的 许多 
( 巨 观 上 ) 相 同 的 “ 系 '”( 当 然 二 者 是 有 明显 差别 的 ).“ 思 维 复 本 ”的 说 法 ,同样 有 认识 
论 上 的 误解 . 

但 是 ,值得 注意 的 是 ,“ 系 综 ” 之 间 不 能 存在 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 (如 果 存 在 “ 显 关 
联 ” 相 互 作用 的 话 就 不 再 是 可 以 进行 统计 的 “ 系 综 ”) ,而 “ 系 综 ” 中 每 个 “系统 "(如 分 
子 ) 之 间 可 以 存在 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 . 

然而 , “系统 理论 ”中 的 “系统 ”之 间 , 是 不 允许 存在 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 的 . 

因此 ,为 了 方便 ,有 时 候 将 有 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 的 几 个 粒子 (分 子 ) 或 一 群 粒子 
(分 子 ) 称 为 “一 个 系统 ”, 而 将 原先 的 系统 改称 为 “ 系 综 ” 

“ 系 综 ” 中 的 “系统 ”与 整个 “ 系 综 ” 之 间 的 关系 ,类 似 于 “白马 非 马 ”中 的 “白马 ”与 
整个 “ 马 ” 概 念 之 间 的 关系 . 

“白马 非 马 ? 是 中 国 战国 时 期 著名 “名 家 ”人 物 公 和 孙 龙 所 创 .曾经 有 一 个 故事 说 他 
牵 着 一 匹 白马 过 关卡 , 守 关 的 卫士 令 他 缴纳 关税 ,公孙 龙 却 一 口 回绝 道 : 我 为 什么 要 
缴 税 ? 我 牵 的 又 不 是 马 , 是 白马 ,白马 非 马 . 卫士 争辩 说 :白马 也 是 马 , 理 所 当然 要 缴 
税 . 接 下 来 公孙 龙 反问 对 方 :如 果 白 马 是 马 ,为 什么 要 叫 和 白马 不 叫 马 ? 此 即 中 国 哲 学 
史上 有 名 的 “白马 非 马 ? 悖 论 的 由 来 “和 白马 非 马 ” 这 和 句 话 在 远 辑 学 上 指 的 是 “ 马 ”、 
“ 白 ?“ 白 马 ” 这 三 者 的 内 涵 0、 外 延 、 共 相 各 不 相同 . 

“白马 非 马 ”中 的 “白马 ”与 整个 “ 马 ” 概 念 之 间 的 联系 与 区 别 ,就 是 “ 系 综 ” 中 的 
“系统 ”与 整个 “ 系 综 ” 之 间 的 联系 与 区 别 的 哲学 比喻 .“ 马 ”的 概念 是 "一般 ”, 是 “ 共 
性 ”; “白马 ”的 概念 是 “特殊 ”, 是 “个 性 ”.“ 共 性 ”存在 于 “个 性 ”之 中 ,无 “个 性 ” 即 无 
“共性 ”, “共性 ”是 “个 性 ”的 “辩证 和 ”. 由 于 事物 范围 的 扩大 和 发 展 ,在 一 定 场合 为 
“共性 ”的 东西 (例如 “系统 理论 ”中 的 “系统 ”) ,在 另 一 一 定 场合 则 变 为 “个 性 ”例如 
“ 系 综 理 论 ” 中 的 “系统 ”) ;而 在 一 定 场合 为 “个 性 ”的 东西 (例如 “ 系 综 理论 ”中 的 “ 系 
统 ”) ,在 另 一 一 定 场合 则 变 为 “共性 ”( 例 如 “系统 理论 ”中 的 “系统 ”), 当然 还 必须 满 
足 理论 上 的 要 求 ( 例 如 不 能 有 “ 显 关 联 ”). 


1.1.4 引入 “ 系 综 理论 "的 必要 性 
将 统计 力学 从 “粒子 ”描述 (Lagrange 描述 ) 转 换 成 “ 系 综 ” 描 述 (Euler 描述 ) 除 了 
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有 充分 的 理由 外 ,还 存在 必要 的 理由 . 由 于 (“粒子 ”描述 或 “Lagrange 描述 ”的 ) 
Maxwell 的 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 的 平均 值 理论 根本 无 法 用 来 处 理 无 限 多 
自由 度 问 题 和 分 子 间 存 在 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 的 问题 ,更 无 法 用 来 处 理 非 平衡 态 的 问 
题 ( 非 平衡 态 的 问题 实际 上 也 是 无 限 多 自由 度 问 题 ), 因 此 必须 引入 (“ 系 综 ” 描 述 或 
“Euler 描述 ”的 )Gibbs 的 系 综 理 论 .只 有 使 用 了 系 综 理 论 , 才 可 以 使 处 理 分 子 之 间 有 
“ 显 关 联 ” 相 互 作用 的 问题 和 量子 统计 问题 成 为 可 能 .“ 统 计 力学 ”这 一 名 称 就 是 
Gibbs 为 解决 这 些 问题 而 提出 来 的 . 

由 此 可 以 得 出 结论 :粒子 (分 子 ) 之 间 存 在 “ 显 关 联 ” 相 互 作 用 ,是 应 用 “ 系 综 理 
论 ” 的 充分 必要 条 件 . 

在 Gibbs“ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 建立 起 来 之 后 ,实际 上 Maxwell 最 可 几 理 论 的 
统计 力学 和 Darwin-Fowler 平均 值 理论 的 统计 力学 已 没有 必要 再 存在 了 ,它们 之 所 
以 在 教科 书 里 出 现 ,完全 是 出 于 教学 的 需要 和 作为 比 对 的 需要 .但 是 ,在 最 初 讨论 统 
计 力 学 的 基本 方法 尤其 是 寻找 “统计 权重 ”的 时 候 , 还 必须 借 重 “粒子 "描述 的 
Maxwell 的 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 的 平均 值 理论 . 


1.1.5 “ 系 综 理论 "相当 于 流体 动力 学 中 的 “Euler 描述 ” 


Gibbs 的 “ 系 综 理论 ”相当 于 流体 动力 学 中 的 “Euler 描述 ”,Gibbs 的 统计 力学 相 
当 于 “ 相 空 间 ” 中 的 不 可 上 压缩 流体 动力 学 . 除 此 之 外 ,统计 力学 与 流体 动力 学 之 间 还 
有 着 千 丝 万 缕 的 联系 :无 论 在 概念 的 借用 方面 ,还 是 在 计算 方法 、 计 算 结 果 的 相互 参 
考 方面 .实际 上 ,流体 动力 学 本 身 就 是 用 来 处 理 无 限 多 自由 度 问 题 和 分 子 间 存在 “ 显 
关联 ”相互 作用 的 问题 的 ,也 是 用 来 处 理 非 平衡 态 问题 的 . 正 是 由 于 这 一 值得 深思 的 
并 具有 实质 性 的 联系 ,使 得 正确 的 统计 力学 必然 是 系 综 理 论 的 . 


1.1.6 平衡 态 统计 力学 中 的 “ 系 综 " 应 被 理解 为 “动态 系 综 ” 的 一 个 特殊 情况 


流体 动力 学 中 的 Euler 描述 是 一 种 “动态 系 综 ”, 上 一 时 刻 通 过 “控制 区 域 ” 的 流 
体 分 子 群 与 下 一 时 刻 通过 “控制 区 域 ”的 流体 分 子 群 是 完全 不 同 的 两 群 , 而 无 限 长 时 
间 内 通过 “控制 区 域 ” 的 流体 分 子 群 就 有 无 穷 多 个 .这 样 的 “ 系 综 理 论 ” 比 较 容 易 理 解 . 

在 平衡 态 统 计 力 学 中 ,由 于 平衡 态 不 随时 间 而 变 , 某 些 人 对 如 此 的 “ 系 综 ” 就 产 
生 怀 疑 了 ,认为 系统 没有 变 , “事实 上 是 只 有 一 个 物体 ,没有 无 限 多 个 . ”实际 上 这 个 
思维 上 的 “ 坎 儿 ?很 容易 跨 过 去 :只 要 将 平衡 态 理解 为 " 动 平衡 ?就 可 以 了 ! 实际 上 所 
有 的 “热平衡 ”都 是 “ 动 平衡 "1 虽然 气体 分 子 是 平衡 态 ,但 上 一 时 刻 通 过 "控制 区 域 ” 
的 具体 分 子 与 下 一 时 刻 通 过 “控制 区 域 ”的 具体 分 子 是 完全 不 一 样 的 ! 

李 政 道 先 生 在 人 《对称 , 不 对 称 和 粒子 世界 ;一 书 的 “ 序 ” 中 说 了 一 个 故事 : 

毛泽东 主席 问 :“ 告 诉 我 ,为 什么 对 称 性 会 是 这 么 重要 .” 

那天 早上 ,大 约 6 点 钟 ,我 站 北京 饭店 房间 的 电话 意外 地 响 了 ,电话 通知 我 说 毛 
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主席 想 在 中 南海 的 住地 、 从 前 的 皇宫 内 接见 我 .更 令 我 惊奇 的 是 毛 主席 见 到 我 后 第 
一 件 想 知道 的 事 竟 是 物理 学 中 的 对 称 性 . 

在 我 们 的 会 见 中 ,我 是 唯一 的 客人 ,一 个 小 茶几 放 在 我 们 的 扶手 椅 之 间 , 上 面 有 
些小 本 子 和 铅笔 ,还 有 总 是 要 有 的 绿茶 .我 把 一 支 铝 笔 放 在 本 子 上 ,把 本 子 推 向 毛 主 
席 的 方向 ,然后 再 拉 回 来 .铅笔 开始 向 一 个 方向 滚 ,然后 滚 回来 .我 指出 ,虽然 运动 很 
快 停止 了 ,然而 从 整体 看 这 个 运动 过 程 有 一 种 对 称 性 . 对称 观念 本 身 并 没有 静止 的 
意思 , 它 的 普遍 性 远 远 超过 了 它 通常 的 含义 而 广泛 适用 于 从 我 们 宇宙 的 产生 到 微观 
亚 核反应 的 一 切 自然 现象 . 毛 主 席 欣 赏 这 简单 的 演示 ,然后 ,他 询问 了 有 关 对 称 性 更 
深刻 含义 的 一 些 问题 以 及 其 他 的 物理 问题 …… 

李 政 道 先生 在 对 毛泽东 主席 讲解 “对 称 性 ”时 所 做 的 演示 ,正好 说 明了 “所 有 的 
“热平衡 ' 都 是 “ 动 平衡 '”! 其 至 , 若 放 开 人 类 的 逻辑 思维 能 力 , 则 可 以 很 容易 理解 : 
所 有 的 “平衡 "包括 最 基础 的 “力学 平衡 ”, 也 都 是 “ 动 平衡 ”! 


1.1.7 关于 系 综 的 若干 实例 


1. 田 长 霖 先生 的 小 饭店 实例 

田 长 霖 先生 的 小 饭店 比喻 在 前 面 0.4 节 中 已 经 引述 过 了 .第 二 个 行家 的 统计 方 
法 就 是 “ 系 综 理论 ”的 ,也 即 “Euler 描述 ”的 . 

田 长 霖 对 “ 系 综 "的 理解 可 以 说 是 最 透彻 的 ,他 的 解释 在 所 有 的 统计 力学 教科 书 
中 可 以 说 是 讲 得 最 清楚 的 . 

2.“ 铁 打 的 营盘 流水 的 兵 ” 

“ 铁 打 的 营盘 流水 的 兵 ”, 其 中 “流水 的 兵 ” 中 的 “ 兵 ” 就 是 Lagrange 描述 ,而 “ 铁 
打 的 营盘 ” 则 是 Euler 描述 .“ 铁 打 的 营盘 ”相当 于 流体 动力 学 中 的 “控制 区 域 ”",“ 流 水 
的 兵 ” 相 当 于 流体 动力 学 中 的 “流体 小 单元 ”. Euler 描述 就 是 “ 系 综 理 论 ”. 

3. 货币 流向 的 统计 

统计 货币 流向 有 两 种 方法 :第 一 种 方法 是 跟着 每 一 张 纸币 走 , 第 二 种 方法 是 计 
算 每 天 的 流出 流 进 .第 一 种 方法 是 Lagrange 描述 ,而 第 二 种 方法 是 Euler 描述 ,也 就 
是 “ 系 综 理 论 ”. 

4. 国家 对 入 境 恐 怖 分 子 的 监控 

与 以 上 相仿 的 ,还 有 国家 对 入 境 铠 怖 分 子 的 监控 :用 人 有 盯 人 的 战术 要 提高 监控 
成 本 ,而 仅 在 重点 单位 或 地 区 布防 就 可 减少 监控 成 本 .前 一 种 方法 是 Lagrange 描 
述 ,而 后 一 种 方法 是 Euler 描述 ,也 就 是 “ 系 综 理 论 ”. 

5. 工厂 车 间 中 的 “流水 线 ” 

工厂 产品 的 每 一 个 “部 件 ” 都 是 “系统 ”, 而 工厂 车 间 中 “流水 线 ” 上 的 每 一 个 “ 岗 
位 " 则 是 “ 系 综 ”. 为 了 提高 生产 效率 ,建设 “流水 线 ” 是 个 好 主意 .“ 部 件 ” 是 Lagrange 
描述 ,而 "流水线 "上 的 “岗位 ? 则 是 Euler 描述 .工人 阶级 的 “先进 性 ?之 一 就 在 于 他 们 
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掌握 了 优越 的 ,基于 “ 系 综 ” 理 论 的 工作 方法 . 
1.1.8 对 “ 系 综 理论 "的 某 些 误解 


但 是 ,许多 物理 学 家 在 理解 什么 是 系 综 的 问题 上 有 错误 的 认识 .例如 ,马上 庚 就 
说 过 :“Boltzmann 以 后 的 统计 力学 ,被 Gibbs 打扮 了 一 下 ,成 为 今天 的 一 般 说 法 ,也 
就 是 所 谓 " 系 综 ?说 .”“ 系 综 说 是 把 一 物体 的 平衡 态 想 成 一 “ 系 综 “, 即 无 限 多 个 结构 
相同 的 物体 .每 物体 的 相 都 是 相 空 间 中 的 一 点 .这 些 点 分 布 在 相 空 间 内 ,可 想 成 一 
“理想 气体 ”( 每 一 点 为 一 “分 子 ’) ,需要 至 少 ex 个 分 子 来 定义 其 分 布 . ”平衡 态 的 性 
质 , 是 这 系 综 的 平均 性 质 . 这 种 抽象 的 看 法 ,有 很 多 好 处 ,因为 我 们 对 每 一 团 气体 的 
流动 ,分布 有 相当 强 的 直觉 .Gibbs 因 这 想法 ,推出 了 不 少 有 用 的 公式 和 应 用 结果 . 系 
综 也 成 了 传统 的 基本 概念 .”“ 不 过 这 系 综 只 是 一 个 抽象 的 东西 .事实 上 是 只 有 一 个 
物体 ,没有 无 限 多 个 .这 一 点 Gibbs 本 人 在 他 书 中 也 指出 ,但 今天 却 常 被 忽略 . 系 综 这 
观念 ,只 是 数学 观念 , 它 并 不 能 解决 Boltzmann 假设 的 问题 .如 果 Boltzmann 的 “ 遍 
历 ”被 斥 为 不 合 事实 , 那 这 系 综 更 是 不 合 事实 了 . 系 综 说 的 内 容 和 Boltzmann 假设 相 
同 , 它 把 系 综 分 散在 活动 范围 . 系 综 平均 即 活 动 范 围 平均 .”“Gibbs 之 后 ,许多 学 者 企 
图 把 这 系 综观 念 更 抽象 化 ,或 赋予 更 实在 的 意义 .今天 ,最 普遍 的 想法 是 以 系 综 表 示 
实验 者 对 物体 的 知识 ,或 "不 确定 程度 .这 种 不 确定 的 程度 是 看 成 一 种 “事前 概率 ”， 
也 就 是 说 ,在 观测 之 前 ,物体 相 有 一 个 概率 分 布 .” 

从 马上 庚 所 说 的 “事实 上 是 只 有 一 个 物体 ,没有 无 限 多 个 ”,“ 系 综 这 观念 ,只 是 
数学 观念 ”这 两 句 话 可 以 看 出 ,许多 物理 学 家 在 谈 到 “ 系 综 ” 的 时 候 , 思 想 中 仍 拘 泥 于 
“粒子 ”( 这 与 某 些 人 在 处 理 狭义 相对 论 问题 时 仍 念念不忘 Newton 的 “绝对 坐标 系 ” 
的 情况 完全 雷同 ) ,仍然 不 愿 放 弃 编造 物质 (分 子 ) 结 构 假 设 的 种 种 企图 . (这 与 在 量 
子 力学 中 的 情况 如 出 一 芳 1 相 比 之 下 ,如 果 换 用 流体 动力 学 中 的 “Lagrange 描述 ”与 
“Euler 描述 ”之 间 的 关系 来 思考 问题 , 撤 开 编 造物 质 ( 分 子 ) 结 构 假 设 的 种 种 企图 ,就 
会 豁然 开明 .马上 庚 这 种 ”一会儿 是 一 个 ,一 会 儿 又 是 许多 ”的 说 法 ,说 明 他 对 “ 系 综 ” 
仍 有 误解 ;他 不 太 明白 什 么 是 “ 系 综 ”! 

实际 上 ,流体 动力 学 中 的 “Lagrange 描述 ”与 “Euler 描述 ”之 间 有 时 候 是 可 以 相 
互 转换 的 ,因此 并 不 妨碍 “物体 是 由 分 子 -原子 组 成 的 ?这 种 普遍 认同 的 本 体 论 认识 . 

此 外 ,马上 庚 所 说 的 “不 确定 程度 ”也 并 不 是 不 可 理解 的 .对 任意 力学 量 作 
Fourier 展开 (B.J. Fourier,1768 一 1830) ,都 会 出 现 “ 不 确定 程度 ”. 所 谓 “Fourier 展 
开 ”, 仿 佛 就 是 对 “粒子 ” 作 “ 系 综 ” 处 理 , 而 “展开 ”本身 ,就 是 两 种 描述 之 间 的 另 一 种 
转换 关系 . 

对 “ 系 综 理论 "不 理解 的 物理 学 家 还 有 不 少 , 比如 W. Pauli(1900 一 1958) 在 
《Pauli Lectures on Physics 4:Statistical Mechanics》(MIT Press,1973; 中 译本 《 泡 利 
物理 学 讲义 4: 统计 力学 》, 人 民 教 育 出 版 社 , 1982) 一 书 中 就 说 过 :“ 尽 管 Boltzmann 
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观点 带 来 困难 ,但 Gibbs 的 概念 在 物理 上 更 不 令 人 满意 .根据 这 个 理由 ,我 们 将 采取 
Boltzmann 的 观点 . "一贯 具 有 批判 态度 .聪明 一 世 的 Pauli, 竟 然 说 出 这 种 误解 极 诬 
的 话 来 ,实在 让 人 上 星 目 结 舌 、 菲 夷 所 思 , 这 可 能 与 他 在 量子 力学 中 希望 Schrodinger 
方程 是 描述 “粒子 ”的 Copenhagen 诠释 主张 有 关 吧 ? 

又 如 M.von Laue(1879 一 1960) 在 《Geschichte der Physik》(Athenium-Verlag 
Bonn,1950; 中 译本 《物理 学 史 》, 商 务 印 书馆 ,1978) 一 书 中 也 说 过 :我 们 在 这 里 看 到 
了 Boltzmann 的 方法 比 Gibbs 的 统计 力学 的 优越 性 ,虽然 Gibbs 的 统计 力学 不 仅仅 
适用 于 气体 ,而 且 它 常常 更 容易 处 理 并 同样 导出 均 分 定理 .”von Laue 话 中 所 说 的 
“Boltzmann 的 方法 ”实际 上 就 是 那些 “不 愿 放弃 编造 物质 (分 子 ) 结 构 假 设 的 种 种 企 
图 ”. von Laue 是 坚定 的 相对 论 者 ,但 在 统计 力学 的 大 是 大 非 问 题 上 如 此 缺乏 想象 力 
和 判断 力 ,这 是 十 分 让 人 诅 才 和 十 分 令 人 遗憾 的 . 


1.1.9 “ 系 综 理 论 既是 方法 论 又 是 世界 观 


“ 系 综 理论 ”提出 之 初 纯粹 是 为 了 解决 统计 方法 上 如 何 处 理 “ 系 统 ” 之 间 存 在 ( 显 
关联 ) 相 互 作用 的 问题 ,纯粹 是 “方法 论 ” 问 题 ,然而 时 至 今日 尤其 是 在 讨论 了 量子 力 
学 的 诠释 问题 之 后 ,物理 学 家 发 现 “ 系 综 理 论 ” 中 关于 “放弃 编造 物质 (分 子 ) 结 构 假 
设 的 种 种 企图 ” “尽管 写 出 的 Hamiltonian 是 一 个 系统’ 的 但 分 布 函 数 或 “ 配 分 函 
数 ” 却 是 整个 “ 系 综 ? 的 ”这 样 一 些 结论 ,是 完全 普遍 的 .在 这 些 普 遍 性 的 结论 背后 ,是 
自然 界 对 物理 学 家 的 深刻 启示 :任何 一 个 数学 方程 式 都 不 可 能 同时 既 描 述 粒 子 结构 
又 描述 系 综 分 布 .如 果 物 理学 家 企图 同时 既 描 述 粒 子 结构 又 描述 系 综 分 布 , 那 就 必 
须 用 到 两 个 数学 方程 式 , 而 且 这 两 个 数学 方程 式 必须 以 一 种 特定 的 方式 相 联系 . 实 
际 上 ,广义 相对 论 中 的 ”Einstein 场 方程 "和 与 之 相关 的 “短程 线 方程 ”就 已 经 为 物理 
学 家 给 出 了 示范 . 

在 量子 力学 发 展 史 上 也 有 类 似 的 事件 :1952 年 左右 ,J.-P.Vigier 就 曾 提 醒 L. de 
Broglie(1892 一 1987) 注 意 广 义 相 对 论 中 的 “Einstein 场 方程 ?和 与 之 相关 的 “短程 线 
方程 ”之 间 的 关系 ,de Broglie 由 此 重新 拾 回 了 他 1927 年 发 表 的 “双重 解 理论 ”. 

量子 力学 的 6 种 主要 “诠释 ”, 实 际 上 可 以 分 为 两 大 类 (也 就 说 两 大 “主义 ”) :第 一 
类 主义 是 Lagrange 描述 的 ,包括 Copenhagen 诠释 ,标准 诠 释 “ 大 干 世 界 诠释 ”和 量 
子 势 诠释 ;第 二 类 主义 是 Euler 描述 的 ,包括 统计 系 综 诠释 和 随机 诠释 . Lagrange 描 
述 强调 “单个 粒子 ”, Euler 描述 强调 “ 系 综 ”. 

de Broglie 的 “双重 解 理论 "将 “单个 粒子 ”和 “ 系 综 ” 综 合 起 来 考虑 ,其 实 是 很 高 
明 的 ,难怪 Einstein 认为 “双重 解 理论 ”是 一 种 创新 . 

首先 ,如 果 结 合 “ 量 子 电 动力 学 ”或 “量子 场 论 ” 来 考虑 量子 力学 , 则 “强调 单个 粒 
子 " 是 完全 没有 必要 的 ,因为 “量子 电动 力学 ?或 “量子 场 论 ”是 Euler 描述 的 而 不 是 
Lagrange 描述 的 .在 “量子 场 论 " 中 有 这 人 么 一 句 话 : “现在 ,我 们 把 量子 力学 波 函 数 的 
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几率 诠释 统统 放弃 , 它 不 再 被 看 成 几率 幅 , 它 也 不 再 是 一 个 微观 粒子 的 态 函 数 ,我 们 
把 它 看 成 是 和 Maxwell 方程 一 样 描写 连续 波动 运动 的 经 典 波动 方程 式 …… 进 行 二 
次 量子 化 ……” 这 实际 上 等 于 承认 * 非 相对 论 量子 力学 ”中 将 Schrodinger 方程 理解 
为 描述 “单个 粒子 ”的 基本 方程 的 说 法 并 不 可 靠 、 并 不 对 . 

其 次 ,关于 Bohm(D. B6hm,1917~1992) 的 量子 势 诠释 ,如果 将 描述 “单个 粒 
子 ” 的 Newton 方程 作为 描述 流体 动力 学 的 Euler 方程 来 理解 ,将 “单个 粒子 ”的 “ 量 
子 势 ”理解 为 流体 动力 学 中 的 “量子 炊 ”( 如 高 林 武 诊 (T.Takabayasi,1919~1999) 所 
说 ) , 则 这 种 诠释 也 可 被 改写 为 Euler 描述 的 . 

此 外 ,关于 H. Everett II1(1930~1982) 的 “大 千 世 界 诠释 ”, 它 实际 上 是 在 坚持 
Schr6dinger 方程 是 描述 “单个 粒子 ”的 同时 ,参考 了 系 综 诠 释 之 “ 系 综 是 微观 结构 和 
宏观 性 质 完全 相同 但 彼此 独立 的 大 量 系 统 的 集合 ”的 思想 而 提出 来 的 一 个 怪 胎 . 

因而 , 撤 开 de Broglie 的 “双重 解 理论 ?不 说 ,在 量子 力学 的 6 种 主要 “诠释 ”中 ， 
Euler 描述 的 统计 系 综 诠 释 最 为 "苗条 ”, 这 也 正 是 Einstein 肯定 它 的 理由 . 

“ 系 综 理 论 ” 中 的 数学 表达 式 只 能 描述 系 综 分 布 而 不 能 描述 粒子 结构 .这 承 是 世 
界 观 , 也 就 是 哲学 . 


1.2 统计 力学 的 基本 假设 


1.2.1 公设 


基本 假设 ,在 Euclid( 约 前 330 一 前 260) 的 《几何 原本 》 中 被 称 为 “公设 ””. Euclid 
的 《几何 原本 》 共 13 卷 467 个 命题 ,在 其 第 一 卷 中 引入 23 个 定义 、5 个 公理 .5 个 公 
设 . 这 5 个 公设 分 别 是 :@ 直线 公设 ;@ 线段 无 限 伸 长 公设 ;@ 同心 圆 公设 ;@ 直角 
公设 ;@@ 平行 线 公 设 .I. Newton 的 《自然 哲学 的 数学 原理 》 共 3 卷 193 个 命题 (还 有 
82 个 问题 ,111 个 定理 和 47 个 引 理 ) ,在 其 第 一 卷 的 卷首 引入 了 三 大 定律 6 条 推论 . 
Newton 三 大 定律 实际 上 就 是 经 典 力 学 中 的 “公设 ”. 这 种 被 称 为 “公理 体系 ”的 写作 
方式 一 直 延 续 到 量子 力学 ,有 些 量子 力学 教科 书 开 宗明 义 就 引入 5 个 公设 . 

李 政 道 在 其 名 著 《k 统 计 力 学 ?一 书 中 对 统计 力学 的 公设 体系 十 分 重视 . 李 政 道 
说 :物理 学 的 研究 目的 是 探求 自然 界 的 基本 原理 ,这 种 基本 原理 是 简单 的 ,其 数学 
表达 式 也 不 一 定 复杂 ,但 其 应 用 的 领域 一 定 很 广泛 .统计 力学 就 具备 这 一 特点 .现在 
我 们 就 从 统计 力学 的 基本 假设 开始 .” 


1.2.2 统计 力学 系 综 描 述 的 三 大 公设 
平衡 态 统计 力学 最 初 使 用 的 五 大 公设 是 :Q@ 大 数 公 设 ;@ 全 同性 公设 ;@ 等 几 
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率 公 设 ;@ 遍历 性 公设 ;@ Boltzmann 的 炉 公 设 .( 见 附录 A) 

引入 “ 系 综 理论 ”后 ,统计 力学 的 基本 公设 将 发 生变 化 . 

1. 系 综 公设 

统计 系 综 (ensemble) 是 由 大 量 的 性 质 完全 相同 的 力学 系统 (system) 组 成 的 ,而 
这 些 力学 系统 各 处 于 不 同 的 且 互 不 相关 (没有 “ 显 关联 ”) 的 微观 运动 状态 . 

几乎 所 有 的 统计 力学 教科 书 中 都 是 这 么 来 定义 “ 系 综 ” 的 ,但 是 这 种 定义 仍然 相 
当 含 糊 , 使 很 多 人 无 法 理解 ,难怪 马上 上 庚 要 说 “不 过 这 系 综 只 是 一 个 抽象 的 东西 . 事 
实 上 是 只 有 一 个 物体 ,没有 无 限 多 个 …… 系 综 这 观念 ,只 是 数学 观念 , 它 并 不 能 解决 
Boltzmann 假设 的 问题 ” 

要 正确 理解 “ 系 综 ” 这 一 新 的 概念 ,最 好 的 方法 就 是 参考 田 长 霖 的 说 法 , 即 认定 
“ 系 综 理 论 ” 就 是 流体 动力 学 中 的 Euler 描述 . 而 且 最 好 一 开始 就 设想 为 * 非 定常 ”的 
流体 动力 学 ,并 将 “定常 ”作为 “ 非 定常 ”的 特例 来 处 理 ,或 者 将 “定常 ”理解 为 热力 学 
中 的 “ 热 动 平衡 ”. 众所周知 , Euler 描述 的 流体 动力 学 中 , 流 场 每 一 空间 点 (被 称 为 
“控制 区 域 ”) 处 的 “微小 流 团 ”并 不 固定 , 它 是 随时 间 而 不 同 的 .但 是 ,此 空间 点 处 的 
“微小 流 团 ” 的 流速 v(r,t) 即 此 时 (1) 此 地 (7r) 的 流速 却 是 不 变 的 ,可 测量 的 , 它 表示 
所 有 流 经 该 空间 点 处 的 “微小 流 团 ”的 速度 .只 要 初始 条 件 和 边界 条 件 确定 , 它 就 是 
确定 的 .这 里 的 “各 空间 点 处 的 “微小 流 团 ，” 就 相当 于 系 综 理论 统计 力学 中 的 “ 系 
统 ”, 而 全 部 时 间 范 围 内 此 空间 点 处 的 “微小 流 团 ” 的 “集合 ”就 是 “ 系 综 ”.“ 系 统 ” 不 是 
一 个 ,而 是 每 一 时 刻 都 有 一 个 ,在 一 段 时 间 内 应 该 是 无 穷 多 个 ,在 这 一 时 刻 是 这 一 
个 ,在 下 一 时 刻 是 男 一 个 .由 于 初 - 边 条 件 都 一 样 ,所 以 “这 一 时 刻 的 这 一 个 ”和 “下 一 
时 刻 的 另 一 个 ”是 相同 的 ,任意 选 定 一 个 即 可 代表 全 体 . 如 果 与 时 间 无 关 , 则 问题 就 
是 “ 热 动 平衡 ”, 因 而 显得 更 简单 . 其 相关 的 对 应 ,就 是 平衡 态 统计 力学 .由 此 可 以 看 
出 , 系 综 中 的 每 一 个 系统 ,只 不 过 是 不 同时 刻 、 条 件 相 同 的 无 穷 多 个 系统 中 的 一 个 代 
表 而 已 . 

这 种 想法 虽然 古怪 ,但 计算 起 来 确实 方便 ,就 像 在 流体 动力 学 中 一 样 . 流体 动力 
学 中 之 所 以 用 Euler 描述 ,而 不 用 Lagrange 描述 ,其 原因 就 在 于 此 . 

根据 系 综 公设 ,必然 有 如 下 结果 : 

(1) 系 综 中 的 各 系统 必然 全 同 . 

在 “ 系 综 公设 ”前 提 条 件 下 ,“ 全 同性 公设 ”是 当然 成 立 的 ,因为 “ 系 综 ”中 的 每 一 
个 “系统 ”都 是 相同 的 . 

至 于 对 运动 规律 服从 量子 力学 的 系统 , 当然 亦 应 分 为 "Bose 子 ” 和 “Fermi 子 ” 
(E. Fermi,1901 一 1954) 来 处 理 . 

(2) 保守 力学 系统 的 系 综 平均 值 必然 等 于 其 实验 观测 值 . 

保守 力学 系统 的 “ 系 综 平均 值 ” 就 是 其 理论 计算 值 ,而 其 实验 观测 值 就 是 此 保守 
力学 系统 的 “时 间 平 均值 ”. 由 系 综 公 设 , 因 为 “ 系 综 平均 值 ” 等 于 “时 间 平 均值 ”, 所 以 
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在 “ 系 综 公设 ”前 提 条 件 下 , “统计 等 效 公 设 ” 也 是 当然 成 立 的 . 

2. 等 几率 公设 

对 于 平衡 态 下 的 系 综 , 其 每 一 个 可 能 的 微观 运动 状态 出 现 的 几率 相等 . 

这 一 条 公设 与 引入 系 综 理 论 前 基本 相同 ,须要 注意 的 是 “平衡 态 ” 和 “ 系 综 ”. 

李 政 道 在 (统计 力学 》 一 书 中 说 ,等 几率 公设 “就 是 统计 力学 平衡 态 的 唯一 基本 
假设 ”. 李 政道 的 这 一 说 法 是 建立 在 “ 系 综 理 论 ” 前 提 条 件 下 以 及 如 下 Boltzmann“ 炳 
计算 公设 ”是 当然 成 立 的 前 提 条 件 下 的 . 

L.D.Landau 和 EE.M. Lifshitz 说 过 男 一 番 话 :“ 统 计 独 立 性 意味 着 ,一 个 子 系统 
( 即 “ 系 综 理论 ' 中 的 “系统 ) 所 处 的 状态 绝 不 影响 其 他 子 系统 处 于 不 同 状态 的 几 
率 .”Landau 和 Lifshitz 此 话 的 意思 系 指 , 在 应 用 “等 几率 公设 ”时 还 要 注意 统计 学 中 
的 “统计 独立 性 ”. 

3. 炉 计 算 公设 

Boltzmann 的 “ 灶 计 算 公 设 ” 可 以 与 “Newton 将 动量 的 时 间 变 化 与 力 等 同 起 来 ” 
和 “Einstein 将 度 规 张 量 等 同 于 空间 的 几何 性 质 , 又 等 同 于 引力 场 的 势 ” 的 思维 飞跃 
相 比 美 . 汤 川 秀 树 (人 《 岩 波 讲座 :现代 物理 学 基础 》 之 《古典 物理 学 I》, 岩 波 书店 ， 
1978; 中 译本 《经 典 物 理学 (ITD 》 科 学 出 版 社 ,1986) 在 谈 到 广义 相对 论 时 说 过 :作为 
广义 相对 论 的 第 二 个 假定 ,Einstein 认为 这 个 度 规 张 量 一 方面 应 该 表示 空间 的 几何 
性 质 , 男 一 方面 ,又 应 当成 为 引力 场 的 势 .换言之 ,他 把 4 维 空间 的 几何 性 质 同 万 有 引 
力 这 一 物理 量 ,看 来 毫 不 相干 的 两 个 概念 或 量 等 同 起 来 .这 是 物理 学 思维 上 的 很 大 
飞跃 ,这 可 同 Newton 将 动量 的 时 间 变 化 与 力 等 同 起 来 ,以 及 Boltzmann 将 宏观 状 
态 的 焙 和 微观 状态 的 数目 等 同 起 来 的 情况 相 匹 敌 , 或 者 可 以 说 ,有 过 之 而 无 不 及 .?” 

在 系 综 理论 下 ,“ 炉 公设 (“Boltzmann-Planck 公式 ”) 将 演变 成 几 种 不 同 的 形 
式 .但 是 以 下 除 第 一 种 形式 外 的 后 几 种 “Boltzmann-Planck 公式 ”(M. Planck， 


1858~1947) 并 非 系 综 理论 中 的 炉 的 定义 式 ,只 有 第 一 种 形式 5 = - ke |pln pd 才 


是 系 综 理 论 中 的 焙 的 定义 式 ， 
(1) 对 于 微 正 则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正则 系 综 来 说 , 若 对 应 于 能 量 e 的 统计 几率 
(或 统计 系 综 的 “ 数 密度 ”) 为 p, 则 “ 人 计 算 公 设 ”(Boltzmann-Planck 公式 ) 成 为 


S$ 三 一 ks|oln pdf [ob : 


实际 上 , (1.1) 式 不 仅仅 只 是 对 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正则 系 综 都 正确 ( 参 
阅 2.2 节 ), 即 使 在 “ 非 平 衡 统 计 力 学 ”中 也 是 正确 的 .物理 学 史上 ,Boltzmann 就 曾 建 


议 用 有 HC(1) = [f(p,q,tDInf 了 (p,q,t)dr 的 负 值 来 定义 非 平衡 状态 的 精 8 . 


(2) 设 在 微 正则 系 综 和 正则 系 综 相 空间 中 ,能 量 壳 层 s = E 所 包围 的 体积 ( 即 能 
量 小 于 E 的 “状态 数 ”) 为 0.(E,V,N), 即 
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3N 
0(E,V,N) = hhT(E,V,N)= th | I aprda (1.2) 
0<e<E"™ 
则 “ 凡 计 算 公 设 ”(Boltzmann-Planck 公式 ) 也 可 以 是 
9 = ksln Q((e»,V,N) (1: 


式 中 (ee) = E.(1.3) 式 是 最 接近 Boltzmann 原始 定义 的 “ 炉 计 算 公 设 ”, 在 Boltzmann 
的 原始 定义 中 $= kaln W, W 是 “热力 学 几率 ”. 

值得 注意 的 是 “状态 数 ”Q (E,V,N) 与 “热力 学 几率 ”W 之 间 的 差别 :在 不 一 定 
是 统计 力学 的 一 般 情 况 下 ,“ 热 力学 几率 ”W 与 “状态 数 ”Q 是 两 个 不 同 的 物理 概念 ， 
而 且 严 格 说 来 大 小 也 并 不 相等 .但 是 在 “最 可 几 理 论 ” 和 ”平均 值 理论 ”两 种 统计 力学 
中 ,一 般 用 “热力 学 几率 ”W 来 计算 粹 ;而 在 系 综 理论 的 统计 力学 中 ,一 般 用 “状态 数 ” 
2 来 计算 业 , 二 者 好 像 是 一 样 的 .原因 是 :从 “数理 统计 学 ”的 基本 概念 出 发 , W 一 般 


呈 Gauss 分 布 ,而 能 量 小 于 的 “状态 数 ”0 主要 集中 在 Gauss 分 布 曲线 以 他 为 对 称 


中 心 的 狭小 峰值 范围 内 . 因此 ,“ 热 力学 几率 ”W 与 “状态 数 ”Q 之 比 近似 等 于 1. 通 
常 ,没有 必要 刻意 区 分 这 二 者 . 

李 政 道 认 为 , “各 相同 相 空 间 状 态 ”02 具有 “相同 的 几率 ”W ,是 J.W.Gibbs 的 一 
个 “最 简单 ”的 “假定 ”. R. KK. Pathria 说 :“ 令 人 惊奇 的 是 ,从 0 的 量 值 和 它 依赖 于 参 
数 N,V 和 E 的 性 质 ,我 们 可 以 推导 出 给 定 系统 的 全 部 热力 学 特性 . ”换言之 ,在 “ 系 
综 理论 ”的 统计 力学 中 ,以 (1.3) 式 代替 $= ksln W 是 Gibbs 所 定义 的 ,其 正确 性 已 
由 导出 的 全 部 热力 学 结果 所 证 明 . 

(3) 在 微 正 则 系 综 和 正则 系 综 中 , 设 相 空间 的 体积 为 (E,V,N), 即 


3N 
dr'(le),V,N)= [J dprdaq. (1.4) 
k=1 
则 dz 与 dQ 之 间 的 关系 是 :大 考虑 W. Heisenberg 的 “ 测 不 准 关系 ”, 则 是 dQ = 所 


( 见 (1.2) 式 ); 若 再 考虑 微观 粒子 的 全 同性 , 则 是 d = 二 NT 式 中 V 是 系统 的 容 


积 ;N 是 系统 的 总 粒子 数 ; pk 和 qx 分 别 为 广义 动量 和 广义 坐标 ;e 为 “系统 ”的 
Hamiltonian( 在 “系统 理论 ”( 即 “ 近 独 立 子 系 理论 ”) 中 ,e 为 “分 子 ” 的 Hamiltonian， 
应 注意 二 者 的 区 别 ). 
因而 “ 粮 计算 公设 ”(Boltzmann-Planck 公式 ) 也 可 以 是 
9 = kslnT((e»,V,N) Ula 
(4) 定义 状态 数 密度 为 


Pre,y,N)= de (1.6) 
则 微 正 则 系 综 和 正则 系 综 中 的 “ 和 计 算 公 设 ”(Boltzmann-Planck 公式 ) 由 (1.3) 式 
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就 是 
9 一 kesln[ Dl((e),V,N )6e | (1.7) 


(5) 在 正则 系 综 和 巨 正 则 系 综 中 , 配 分 函数 Z 和 巨 配 分 函数 却 ( 或 用 号 表示 ) 分 
别 是 


ZZ = |exp' — Be)D(e)de 
(1.8) 


可 一 exp| 27ziZ; |= exp[ >)Ziexp( Br) | 

式 中 zi = exp(Bp; ) 为 组 元 i 的 易 逸 度 或 绝对 活 度 , vi = -By; ,Ai 是 组 元 i 的 化 学 
势 (“ 热 势 ” 或 “热力 学 势 ”), 则 由 (1.1) 式 和 

一 去 exp(- pe ) 


] (1.9) 
O = ZexpLB( UN 时 e) | 
可 得 到 “ 业 计 算 公 设 ”(Boltzmann-Planck 公式 ) 是 
es _ np9lnZ 
Si 
CLI0) 


S = ka In Z 本 D0 < -pap | 

关于 配 分 函数 Z 和 巨 配 分 函数 Z 以 及 (1.8) 式 和 (1.9) 式 ,将 在 2.1 节 中 介绍 . 

一 眼 便 可 辨认 出 ,上 述 (1.10) 式 在 形式 上 就 是 Legndre 变换 . 

通过 这 些 等 价 于 “Boltzmann-Planck 公式 ”的 灶 算 公 式 , 可 以 方便 地 建立 统计 
力学 与 热力 学 之 间 的 联系 ( 李 政 道 在 (统计 力学 ;一 书 中 说 ,我 们 的 目标 是 求 出 系统 
的 热力 学 函数 ,如 Helmholtz 自由 能 .Gibbs 自由 能 ,人 炉 , 等 等 .”). 而 且 由 于 热力 学 公 
式 是 普遍 成 立 的 , 反 过 来 也 证 实 了 统计 力学 计算 公式 的 正确 性 .在 “ 系 综 理论 ”的 以 
上 几 种 炉 计 算 公 式 中 ,最 重要 的 是 (1.1) 式 . 

统计 力学 的 “统计 分 布 ”规律 ,在 “最 可 几 理 论 ” 和 “平均 值 理论 ”中 是 由 S= ksln W 
计算 出 来 的 ,而 在 “ 系 综 理 论 ” 中 就 是 由 (1.1) 式 计算 出 来 的 , 即 

| = keln W 最 可 几 理 论 和 平均 值 理论 ,或 Lagrange 描述 


=— ks|pln pdn 系 综 理 论 , 或 Euler 描述 


具体 计算 将 在 下 文 2.1 节 给 出 . 

在 以 上 3 条 公设 中 , 系 综 公设 是 最 主要 的 ;有 了 这 条 公设 ,“ 全 同性 公设 ”和 “统计 
等 效 公 设 ” 是 当然 成 立 的 .因此 ,在 引入 系 综 理论 后 ,独立 的 公设 只 有 这 3 条 , 即 “ 系 综 
公设 ”“ 等 几率 公设 ”和 “ 业 计 算 公 设 ”. 

在 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”中 ,“Boltzmann 的 粹 公设 ”将 被 “Boltzmann 方程 ?所 
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取代 : 


of of 下 大 of | FF) (1) (1) 
mov “1] 
3 tva tm a Wf -HH eAlg, Xdndv (1.11) 


式 中 dQ =2xnsin Xdx,g=|w 一 vk | ,重复 角 标 按 Einstein 约定 求 和 (本 书 中 , 凡 需 
要 处 , 均 应 用 Einstein 求 和 约定 书写 ). (注意 :在 本 书 第 5 章 中 ,对 Boltzmann 方程 
(1.11) 式 作 了 完全 “ 系 综 理论 ”的 重新 推导 . ) 更 有 甚 者 ,为 了 寻找 “Boltzmann 方程 ” 
《1.11) 式 的 理论 根据 ,许多 学 者 相信 最 基本 的 出 发 点 应 当 是 “Liouville 方程 ”实际 
上 ,Boltzmann 方程 可 以 由 Liouville 方程 化 为 “BBGKY 方程 链 ” 并 经 合适 的 “截断 ” 
而 得 到 .所 以 ,取代 “Boltzmann 的 炳 公设 ”的 ,最 根本 的 应 当 是 “Liouville 方程 ”. 


1.3 Poincare 相 空 间 体积 不 变性 ,Liouville 方程 和 
Liouville 定理 


J. W.Gibbs 提出 的 “ 系 综 理 论 ? 中 ,认为 "统计 几率 ?或 “ 归 一 化 ?的 “统计 权重 ”可 
以 由 Liouville 的 “ 相 空间 ”的 “ 数 密 度 ”o 得 到 ,而 Liouville 的 “ 相 空间 ”的 “ 数 密度 ”， 
则 与 Hamilton 力学 有 关 . 

Hamilton 力学 中 ,在 正则 变换 条 件 下 保持 形式 不 变 的 表达 式 有 3 个 ;其 一 为 
Hamilton 的 正则 方程 ,其 二 为 Poisson 的 括号 (包括 Lagrange 的 括号 ) ,其 三 就 是 
Poincare 的 相 空 间 体积 . 

由 Poincare 相 空 间 体 积 不 变性 可 以 得 到 Liouville 方程 和 Liouville 定理 . 


1.3.1 Poincare 相 空 间 体 积 不 变性 


1. 几 个 名 词 

(1) 相 空 间 (phase space) :以 系统 的 m 个 广义 坐标 和 m 个 广义 动量 为 坐标 轴 
的 2m 维 空间 ,被 称 为 " 相 空间 ,又 被 称 为 "了 及 相 空 间 ”. 由 此 可 知 ,“ 相 空间 ”或 “ 厂 相 
空间 ”实际 上 是 比 位 形 空间 更 复杂 的 数学 空间 ,而 仍然 不 是 物理 空间 . (与 此 相仿 ,由 一 
个 粒子 的 3 个 广义 坐标 和 3 个 广义 动量 为 坐标 轴 的 6 维 空间 ,被 称 为 “4 相 空 间 ”.) 

(2) 相 点 :系统 在 每 一 时 刻 的 状态 ,可 以 用 “ 相 空间 ?或 “了 空间 ”中 的 一 个 点 来 描 
述 ,这 个 点 被 称 为 *“ 相 点 ”. 

(3) 相 轨 道 :系统 运动 时 ,其 " 相 点 ”在 “ 相 空 间 ? 或 “下 空间 ”所 划 出 的 一 道 线 ,被 
称 为 " 相 轨道 ”. 

(4) 相 空 间 体 积 元 


dT = dqidqz…dqwvdpidpz…dPp = [| dqrdpr 
k=1 
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仿照 Poincare, 时 比 的 说 法 是 将 “ 相 空 间 (phase space)” 称 之 为 “ 相 流 形 (phase 
manifold)”. 人 们 解释 说 ,“space” 是 平 直 的 ,而 “manifold” 可 以 是 弯曲 的 .只 是 “局 域 
是 平 的 ”. 其 实 并 不 尽 然 ! 
2. 定理 一 
相 空 间 体 积 在 正则 变换 条 件 下 是 不 变 的 , 即 
ll aardp, = |[ aqrdp: 
式 中 (Gx ,Bx ) 是 新 的 正则 变量 . 
众所周知 ,在 积分 学 中 , 当 被 积 函数 的 体积 元 由 I aqrap 变换 成 ][ 4QedP 
时 , 它们 之 间 的 变换 关系 是 
11aQdP, = |J| 1agiap, 
式 中 J 是 Jacobian(Jacobi 行列 式 ，; Ke Jacobi, 1804~1851). 换言之 ,定理 一 是 
要 求证 ,在 正则 变换 条 件 下 Jacobian 必须 等 于 土 1, 即 


(1.12) 


(1.13) 


17|= PE = (1.14) 
9(Pi,91) 
这 一 点 在 正则 变换 条 件 下 是 显然 的 . 
定理 一 的 证 明 : 
(1) 对 只 有 1 个 自由 度 的 系统 ,可 以 直接 算出 
gp 9P 
)_- ap,g) .|95 95| -apag apag 
a(F,5) ag 3q| 3535 999p 
35 35 
= [p,qg]s.zs =1 (1.15) 


(2) 对 有 m 个 自由 度 的 系统 ,这 时 要 用 到 Jacobian 的 4 个 重要 性 质 ; 


@ “Jacobian 偏 微分 ”9 (x1,，*… 
此 “Jacobian 偏 微分 ” 变 号 , 即 
9(u,v) a 
9 ( XX, 》 ) 


9(v,u) a 
9(xX,y) 


sm ) 中 ,任意 两 个 相 邻 的 和 与 x+ 交换 位 置 时 ， 


9(u,v) 
9(y,xX) 


@ 在 某 种 意义 下 ,可 将 Jacobian 看 作 一 个 “分 式 ”, 其“ 分子 ”和 “分 母 ” 可 以 被 同 


一 个 “因子 ” 相 乘 或 相 除 , 即 


9(u,v) = 
9(x,y) 


9(u,v)/9(p,q) 
a(x,y)/9(p,q) 


9(p,qg) 
”DCxyy) 


_ 9(u,v)., 
”9a(p,g) 


@ 当 Jacobian 的 “分 子 ” 和 “分 母 ”" 中 出 现 相同 的 “变量 ”时 ,可 以 将 这 个 相同 的 
“ 恋 量 ” 从 “分 子 ” 和 “分 母 ” 中 同时 消去 ,而 使 原来 的 Jacobian 化 为 变量 较 少 的 “新 
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Jacobian”; 而 且 , 在 进行 一 切 微分 运算 时 可 将 这 些 被 消去 的 “变量 " 视 为 常数 , 即 


9( 9 ) 人 
人 C3) 


@ 对 Jacobian 的 全 导数 ,等 于 对 所 有 Jacobian 因 变 量 的 导数 之 和 , 即 


[9 | = 9(Uu,v) + 9(u,V) 
dtLo(x,y) a(x,y) 9(x,y) 


Jacobian 的 这 4 个 重要 性 质 在 热力 学 中 有 广泛 的 应 用 . 
【 例 1.1】 已 知 ; C(x,y,z) 是 任意 3 个 热力 学 量 . 
求证 : 链 式 关系 
9 9 
3 (2) 二) 


证 ;应 用 Jacobian 的 性 质 , 立 即 有 


3 9y 9 _ 9Cx;,zZ) dC(Yy:X) glz,y) 
5) (¥) (32) Cs “aCxsy) 


9y /> 9X 7 》 
= Cr | -3 | | -了 
9Cy,2) a(z,x) a(x,y) 
9(zZ,X)9Cx,y)9Cy,2) 1 


DCyy,z)9Cz,X)3Cxyy) 


证 毕 . 
回 到 定理 一 的 证 明 . 应 用 Jacobian 的 这 4 个 重要 性 质 , 有 
9(pk»s qx) 
DCPkygk) 9(Bisqx) 9CPpky 9gk) 9(Pi, qx) 
(7 人 (7 了) 3(7,9qe) 9(pi, gi) 
9(Pi, qx) 
应 用 第 四 类 正则 变换 的 “母子 数 ”F (pi ,Gx，,t) 及 其 变换 公式 
Pr = 一 了 
dqk 
| 
(27 gp, 


可 由 (1.16) 式 得 到 
ct( -2 om 


aFs 
9 9 ~ 
外 gx dj 9(Pi,qx) 9qx9pDi 


I a 


9pi 9P19qrx 
由 于 行列 式 的 “ 行 " 和 “ 列 ” 可 以 互 换 , 于 是 ,定理 一 的 证 明 得 以 完成 ， 


= 1 


(1.16) 


I ) 


《1;18) 
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1.3.2 Liouville 方程 


1. 定理 二 

当 相 空 间 中 任何 一 个 “控制 区 域 ” 的 边界 点 按照 正则 方程 运动 时 ,“ 控 制 区 域 ” 的 
体积 在 运动 中 不 变 .这 里 所 说 的 “控制 区 域 ”, 就 是 “Euler 描述 ”中 的 “体积 元 ”( 它 区 
别 于 真实 物体 的 体积 元 ). 

(1) 定理 二 的 证 明 

设 相 空 间 中 任何 一 个 “控制 区 域 ” 的 “体积 元 ”在 to 时 刻 为 ,而 在 任意 时 刻 t 
为 卫 , 因 而 有 


<(Pktygk) 
1 Jar= | spa oT (1.19) 
于 是 ,其 时 间 导 数 是 
dr" _d 9(pk» qx) pe | 
= |dTr = | (1.20) 
dt | J [5th 3(p?,q9)] 
因为 
9(CPkry gr ) 
dS 
四 9(P1 gq?) 
即 
9(pi,qi) 
dmP, = 0 (1.21) 


所 以 ,将 (1.21) 式 代 人 (1.20) 式 后 得 到 
dpPm_ d 于 区 | 
CE Clgr=|| "tt kak |g 
dt nl Ir 


9pk 94x | 了 ae 9 /as 
2 p= 一 一 一 一 一 -一 一 一 en 
| ge jar Lap: ( rp pr 
=0 WI 22) 
式 中 es 是 系统 的 Hamiltonian , 目 


a 
pr DGgx 
5 ge 
dk 一 apx 


李 政 道 在 其 名 著 《 统 计 力 学 ) 一 书 中 说 :“ 在 这 里 对 “Hamiltonian’”e 的 要 求 并 无 
限制 , 它 可 能 是 很 复杂 的 ,但 唯一 要 求 就 是 热 交 换 项 可 被 忽略 ,以 上 的 办 法 才 是 正 
确 的 . 3 


由 (1.22) 式 的 侍 = 0, 立 即 有 
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Tr = const. C23) 
(2) 有 关 定 理 二 的 讨论 
J 定理 二 是 Poincare 相 空 间 体积 不 变性 在 “统计 系 综 ” 概 念 下 的 补充 .在 证 明 
“Poincare 相 空 间 体 积 不 变性 ” 即 定 理 一 时 ,没有 用 到 “统计 系 综 ” 的 概念 .换言之 , 它 
无 论 是 对 “Lagrange 描述 ”还 是 对 “Euler 描述 ”来 说 都 成 立 .但 是 ,定理 二 只 对 “Euler 
描述 ”成 立 , 也 就 是 说 只 对 “统计 系 综 ” 成 立 . 当然 ,“ 相 空间 ”概念 的 成 功 应 用 , 至今 为 
止 也 只 是 在 “统计 系 综 ” 中 . 
定理 二 除了 已 证 明 统 计 “ 控 制 区 域 ”? 的 体积 在 运动 中 不 变 外 ,还 证 明了 (用 
Einstein 求 和 约定 ) 
3 六 gx 
jp 5gx 
上 述 (1.24) 式 实际 上 就 是 “ 相 空间 中 的 不 可 压缩 条 件 ”. 
众所周知 ,流体 动力 学 中 的 “不 可 压缩 条 件 ” 是 (用 Einstein 求 和 约定 ) 


a (1.25) 
dXk 


将 (1.25) 式 推广 到 “ 相 空 间 ” 中 的 形式 就 是 (1.24) 式 . 

2. Liouville 方程 的 推导 

每 一 门 “精密 科学 ”都 必须 有 一 两 个 基本 方程 .统计 力学 也 必须 有 其 基本 方程 . 

“ 系 综 理论 ”的 统计 力学 是 Euler 描述 的 ,而 Euler 描述 的 最 成 功 范例 是 流体 动 
力学 .因此 在 寻找 或 建立 “ 系 综 理论 ”统计 力学 的 基本 方程 时 ,参考 流体 动力 学 基本 


= 0 (1.24) 


方程 组 的 建立 是 十 分 自然 的 ， 
流体 动力 学 的 连续 性 方程 和 动量 方程 分 别 是 (应 用 Einstein 求 和 约定 ) : 
9p 9 
a1 二 二 0 
i hii jp (1.26) 
E (3 二 二 i 
式 中 o 是 流体 的 质量 密度 ,P 为 流体 的 压强 ,而 ww (K = 1,2,3) 是 流体 的 速度 分 量 . 
在 “ 相 空 间 ” 中 ,(1. 26) 式 中 的 动量 方程 就 是 六 = - je (其中 e 是 “系统 ”的 


Hamiltonian) .连同 由 Legendre 变换 (A. M. Legendre, 1752 一 1833) 得 到 的 方程 
di = ,就 组 成 一 对 Hamilton 正则 方程 . 
与 此 同时 ,(1.26) 式 中 的 连续 性 方程 可 以 被 写成 


9p 9 9yvk _ 
十 (vi Fp )jo 一 0 3 = 0 77) 


即 


第 1 童 平衡 态 统计 力学 基础 41 


gf +p 3 = 0 (1.28) 

将 (1.24) 式 代入 3 = 0( 此 时 公式 中 物理 量 的 物理 意义 亦 作 相应 的 代 换 ), 就 得 到 
“统计 系 综 ” 的 “ 数 密度 ”( 或 “ 相 密度 ”)p 所 满足 的 方程 ， 

Se = 0 (1.29) 


此 即 Liouville 于 1838 年 得 到 的 “Liouville 方程 "(Liouville 当时 得 到 的 这 个 方程 只 
是 数学 形式 ,而 没有 任何 物理 学 内 涵 尤 其 是 “ 系 综 ” 的 概念 ). 

3. Liouville 方程 的 两 种 形式 

因为 


dp _ 9p ,i 
di 党 at 下 [e,p] (1.30) 


式 中 [e,P] 为 系统 的 “Hamiltonian”e 与 “统计 系 综 ” 的 “ 数 密度 ”Pp 之 间 的 “Poisson 
括号 ”. 所 以 将 表达 式 (1. 30) 式 代 人 Liouville 定理 (1. 29) 式 后 ,就 得 到 Liouville 
方程 : 


3 + [e,p]= 0 (1.31) 


=de dp _ de dP 1 9.,. 
式 中 [e ,0]=3 Dag For op * lsds ,1 ). 


有 时 为 了 方便 ,将 方程 (1.31) 式 等 号 两 边 同时 乘 以 i= V 一 1, 成 为 


.gp _; 
Lr ip (1.32) 


方程 (1.32) 式 也 被 称 为 "Liouville 方程 ”但 必须 提醒 注意 的 是 ,在 写 出 方程 (1.32) 
式 之 前 ,已 经 将 o 的 定义 域 由 实数 解析 开拓 到 复数 . 式 中 元 被 称 为 “Liouville 算 符 ” 
(用 Einstein 求 和 约定 ) 


; ,gg 9 . Oe 9 
eh pp 
写成 (1.32) 式 形式 的 “Liouville 方程 ”, 与 量子 力学 Schrodinger 方程 十 分 相像 ,因此 
在 计算 时 可 以 模仿 Schrodinger 方程 的 求解 ( 见 I. Prigogine 的 《Non-Equilibrium 
Statistical Mechanics》, InterScience Publishers, 1962). 
4. Liouville 算 符 的 Hermitian{ 厄 密 性 ) 
所 谓 Hermitian( 译 为 “ 厄 密 性 ";C. Hermite,1822 一 1901) ,就 是 指 : 若 定义 


he | Rd (1.34) 


(M33) 


则 
= (1.35) 
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式 中 im“ 是 1 的 " 转 置 "的 “ 复 共 斩 ”， (万 ,fn ) 是 (px ,qx ) 的 任意 函数 . 

如 果 一 个 力学 量 的 算 符 是 Hermitian 的 , 则 此 力学 量 的 本 征 值 是 “实数 ”所 以 ， 

一 个 力学 量 是 否 Hermitian ,对 力学 量 是 否 有 物理 意义 很 重要 、. 

但 是 ,还 有 一 个 比 "Hermitian 算 符 ”更 重要 的 概念 是 “ 自 伴 算 符 ”( 或 被 称 为 “ 自 
共 恩 算 符 "“ 超 级 大 算 符 ”, 它 要 求 Fy = F* y, 其 中 F' 是 下 的 复数 共 轿 ).“ 自 伴 算 
符 ” 一 定 是 “Hermitian 算 符 ”, 但 “Hermitian 算 符 ”未 必 是 “ 自 伴 算 符 ”. 数 学 上 只 能 
证 明 “ 自 伴 算 符 ” 的 本 征 函数 集 是 完备 的 ,而 不 能 一 般 性 地 证 明 “Hermitian 算 符 ” 的 
本 征 苑 数 集 也 是 完备 的 .不 过 ,对 “有 界 算 符 ”, 自 伴 性 等 价 于 Hermitian. 而 对 “无 界 
算 符 ”, 自 伴 性 强 于 Hermitian. 在 量子 力学 中 有 意义 的 ,应 该 是 “ 自 伴 算 符 ” 而 不 是 
“Hermitian 算 符 ”. 然而, 一般 不 作 深 究 时 ,量子 力学 中 都 是 用 Hermitian 来 代替 自 
伴 性 的 .关于 这 个 问题 ,本 书 点 到 为 止 ,不 再 继续 讨论 . 

现在 来 证 明 Liouville 算 符 的 Hermitian. 用 的 方法 是 “分 部 积分 ”法 : 


; , 9f» ae 9f 
= [fF dp | ae fn" , ge )a d 
|f J Pdd 省 apr 5301 3， 罗 Prdgrx 


一 | e Japr [fa* 3 5 le 站 -qs | fn" dp (1.36) 
对 (1.36) 式 中 的 每 一 项 都 用 “分 部 积分 "法 ， 并 考 让 到 (f， , 记 ) 在 边界 上 等 于 零 , 即 
“被 积分 出 去 的 项 ”可 以 忽略 ,可 以 得 到 
af ， -J | 
=-i]f,(- 3 + 把 jdpxda' = Lm (1.37) 
于 是 ,正如 前 面 所 说 ,Liouville 算 符 是 Hermitian 的 ,其 本 征 值 是 有 物理 意义 的 “ 实 
数 ”. 从 而 ,也 可 以 看 出 ,将 Liouville 方程 写成 (1.32) 式 的 形式 比 将 它 写成 (1.31) 式 
的 形式 更 具 优 越 性 . 
5. Liouville 方程 的 “全 Poisson 括号 ”形式 
Liouville 方程 的 “全 Poisson 括号 ?形式 , 系 指 将 Liouville 方程 写成 如 下 形式 ， 
9p | ge 9p _ 9e 90 -ae 390 _ 9e .90 


of 9px 9qr 9qx 9px 9pn 9q» qr 9p， 


k = 1,2,.…,m 
一 一 : 心 
[e ?J ££ 三 pe 2,.* “， 11 十 | 


(1.38) 


-de 9e op /1,,- 
A 9qnap, (£2=1,2,°…,m +1). 


此 中 涉及 “正则 方程 的 m + 1 维 位 形 表示 (将 时 间 维 ! 写成 m + 1 维 位 形 
gw+1 ,或 将 对 时 间 的 导数 二 换 成 对 * 原 时 ”的 导数 - 马 . 在 后 一 种 情况 下 ,Liouville 方 


》 dp_ 9e 9 _ 9e 9p .. 
程 可 以 被 改写 为 把 = 2 ae -2 = [evp]=0) 
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关于 这 一 问题 有 两 种 处 理 方案 . 
(1) 第 一 种 方案 :将 时 间 维 作为 第 m + 1 维 位 形 


设 
(m+l 二 ict 
(1.39) 
a 二 £ 


lc 

若 e=E, 且 能 量 与 时 间 t 无关 , 则 立即 可 得 Liouville 方程 的 “全 Poisson 括号 ?” 
形式 . 

这 种 方案 似乎 有 点 缺陷 (主要 是 能 量 巨 与 时 间 + 之 间 的 关系 有 时 不 一 定 “无 
关 ”, 而 且 其 中 的 速度 并 非 严格 的 m + 1 维 速度 ) .凡是 涉及 相对 论 的 问题 ,必须 首先 
检查 一 下 “ 算 符 ” 和 物理 量 是 否 是 “ 协 变 ”( 即 满足 “相对 论 不 变 ”) 的 ,然后 再 进行 演 
绎 .此 方案 没有 考虑 到 这 一 点 . 当然 ,也 可 以 争辩 说 “(1.39) 式 不 一 定 非 是 相对 论 的 ”. 

(2) 第 二 种 方案 :引入 “ 原 时 间隔 ”dz 

在 经 典 力学 中 ,“Hamilton 作用 量 ” 为 $. 根据 “de Broglie 向 导 公 式 ”, 广 义 动量 
p» = 7 家 由 dS = (和 )aa。 = prdqgy = 0, 可 定义 “特征 面 ?或 “等 相位 面 ” 
(8S= const.). 此 外 ,根据 经 典 力学 中 (已 省 略 ) 的 分 析 结果 , 由 于 在 “特征 面 ?或 “等 相 
位 面 " 上 ,dg // (Vpe) = 5 , 故 可 设 “特征 面 "或 “等 相位 面 " 上 的 “ 原 时 间隔 "有 别 
于 相对 论 中 的 “ 原 时 间隔 ”写法 ) 为 


m+l1 


dr = | 2 (dq,)? (1.40) 
式 中 [| = (BE) + (3 ) ++(5pe) 


(1.40) 式 与 下 列 “ 特 征 线 ”方程 组 (“特征 线 ” 方 程 组 的 解 用 q(t) 表 示 ; 方 程 组 相 
当 于 流体 动力 学 中 的 “ 迹 线 方程 “特征 线 ” 组 成 的 面 就 是 “特征 面 ”S = const. ) 等 价 : 


d d d dqm+ 
1 = 9 0 (1.41) 


5 (3p) 
(1.41) 式 就 表示 了 “微分 矢量 ”dq, 与 矢量 Vpe 之 间 的 平行 关系 . 
一 方面 ,在 “特征 面 "(S = const. ) 上 作 s 的 变 分 ,有 


9p, 3 | 
6e = eee =0 (yyy = 1,2,. ,m+ 1) (1.42) 
3p。，“35g 3g5 4 


9 
利用 恒等式 (Maxwell 关系 式 )5 


9pr 
5 ,由 上 面 (1.42) 式 可 得 


De Lh de i i (1.43) 
y + 
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男 一 方面 ,由 上 述 “ 原 时 间隔 ”dr 的 表达 式 (1.41) 式 ,又 有 


a (1.44) 
dr 9Px 
再 将 此 (1.44) 式 代入 (1.43) 式 ,就 有 
dp, 
dt A (1.45) 
dr 995 


于 是 就 有 了 m +1 位 形 ( 同 时 有 m +1 动量) 的 “正则 方程 ”(1.44) 式 和 (1.45) 式 .由 
“正则 方程 >(1.44) 式 和 (1.45) 式 ,可 以 解 出 “特征 线 ”g (7z). 将 它们 一 起 代 和 人 通常 
的 Liouville 方程 ,就 得 到 Liouville 方程 的 “全 Poisson 括号 ”形式 . 


1.3.3 Liouville 定理 


1. Liouville 定理 的 基础 

由 以 上 分 析 和 推导 可 以 看 出 ,Liouville 定理 的 基础 是 : 

(1) Poincare 相 空间 体积 不 变性 (定理 一 ) : 相 空间 体积 在 正则 变换 条 件 下 是 不 
变 的 , 即 

dr = dF (1.46) 

这 里 所 指 的 “在 正则 变换 条 件 下 ”, 包 括 系统 在 运动 时 广义 动量 pk 和 广义 坐标 gx 在 
“无 穷 小 变换 ”(pi + pidt,qx + qxdt) 下 的 正则 变换 (关于 这 一 点 在 《经 典 力学 中 
已 有 证 明 ). 

(2) 当 相 空间 中 任何 一 个 “控制 区 域 ? 的 边界 点 按照 正则 方程 运动 时 “控制 区 
域 ” 的 体积 在 运动 中 不 变 ( 定 理 二 ) , 即 


di =0 (1.47) 


(3)“ 统 计 系 综 " 的 概念 :所 谓 * 系 综 ”, 就 是 在 “ 相 空间 ”的 某 -…“ 控 制 区 域 " 中 ,不 
同时 刻 大 量 宏观 性 质 完全 相同 的 力学 “系统 ”的 集合 . 这 在 前 面 已 经 讨论 过 了 .根据 
“统计 系 综 ” 的 理论 , 系 综 中 的 粒子 数 dN 是 不 变 的 , 即 
dN = const. (1.48) 
2. 有 关 Liouville 定理 和 Liouville 方程 的 讨论 
(1) Liouville 定理 


a 
1 
中 ,2 为 “统计 系 综 ” 的 “ 数 密度 ”( 或 “ 相 密 度 ”) , 即 
po = 9 
dT 
根据 (1.46) 式 或 (1.47) 式 和 (1.48) 式 ,得 到 (1.29) 式 的 结论 是 显然 的 . 


(2) 对 于 “统计 系 综 ” 来 说 ,“ 相 空间 中 的 不 可 压缩 条 件 ” 是 (1.24) 式 ;对 于 流体 动 
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力学 来 说 , “不 可 压缩 条 件 ” 是 (1.25) 式 .在 这 两 种 “不 可 压缩 条 件 ” 下 ,都 有 


dp - 
dt y 


但 由 于 “ 相 空 间 中 的 不 可 压缩 条 件 ” 是 “无 条 件 ” 的 ,因而 “Liouville 定理 ”必然 成 立 . 
由 此 可 以 看 出 ,“ 系 综 理论 ”的 统计 力学 ,就 是 “ 相 空 间 ” 中 的 流体 动力 学 ,而 且 是 满足 
“不 可 压缩 条 件 ” 的 流体 动力 学 .还 可 以 由 得 到 的 Liouville 方程 看 出 ,“ 系 综 理论 ”就 
是 流体 动力 学 中 的 “Euler 描述 ”. 

《3) 与 Liouville 定理 对 应 的 Liouville 方程 是 “ 系 综 理 论 ” 统 计 力 学 的 基本 微分 
方程 .原则 上 讲 , 所 有 统计 力学 次 级 问题 的 基本 方程 都 可 以 被 从 Liouville 方程 推导 
出 来 ,而 所 有 的 统计 分 布 也 可 以 从 求解 Liouville 方程 中 被 得 到 . 

(4) 对 有 耗 散 力 的 力学 系统 (如 以 下 例 1.2 情况 ) 而 言 ,Liouville 定理 不 再 成 立 . 
这 反 过 来 说 明 ,在 统计 力学 中 微观 粒子 之 间 的 相互 作用 已 被 先 验 地 假定 为 可 逆 的 . 

(5) 此 外 , 李 政 道 在 (统计 力学 ) 一 书 中 说 :Liouville 定理 对 经 典 统 计 力 学 有 两 个 
作用 :@ Liouville 定理 对 等 几率 假设 是 个 有 力 的 支持 . 相 空 间 中 一 个 系统 的 不 同 微 
观 状态 相当 于 相 空间 的 相 点 . 如果 这 些 相 点 在 某 一 时 刻 是 均匀 分 布 的 , 则 任何 时 刻 
也 是 均匀 的 , 既 不 会 扩张 ,也 不 会 缩小 . 这 是 相 密度 守恒 的 自然 结果 . 相 密度 的 物理 
意义 又 是 表示 在 某 时 刻 在 相等 的 体积 内 找到 的 几率 量度 .所 以 ,密度 不 变 即 表示 等 
几率 假设 是 成 立 的 .@ Liouville 定理 可 以 推论 有 Poincare 周期 存在 . 

(6) 在 量子 统计 力学 中 ,经 典 Liouville 方程 将 被 “量子 Liouville 方程 "所 取代 . 
在 相对 论 条 件 下 ,Liouville 方程 的 形式 也 有 所 改变 (可 参阅 S. R. de Groot, W. A. 
van Leeuwen and Ch.G.van Weert.《Relativistic Kinetic Theory», North-Holland 


Pub Co. ,1980) .相对 论 Liouville 方程 可 以 被 写成 “全 Poisson 括号 ” op 二 ee 
h + 


- 半 - 了 = [ewp]=0 的 形式 ， 

(7) 从 Liouville 方程 (1.31) 式 或 (1.32) 式 中 可 以 发 现 ,系统 的 “Hamiltonian”e 
已 经 进入 了 方程 , 亦 即 “统计 系 综 ” 的 “ 数 密 度 ”( 或 “ 相 密 度 ”)p = P(e). 正 是 由 于 “ 系 
统 的 ‘Hamiltonian’e 已 经 进入 了 方程 ”, 才 使 得 系 综 理论 ?的 (或 "Euler 描述 ”的 ) 统 
计 力 学 有 能 力 处 理 “ 系 统 ” 之 间 存 在 ( 显 关 联 ) 相 互 作用 的 问题 (在 这 类 问题 中 ,“ 显 关 
联 相 互 作用 ”是 作为 “势能 ”出 现在 “系统 的 “Hamiltonian”’e ”之 中 的 ). 这 就 是 所 以 要 
引信“ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 的 原因 所 在 .同时 也 说 明了 Maxwell-Boltzmann ”最 可 
几 ” 统 计 力 学 中 “粒子 按 动能 的 统计 分 布 ” 的 形式 之 所 以 对 引入 “ 系 综 理论 ” 的 统计 力 
学 具有 启发 意义 的 原因 . 系统 的 “Hamiltonian”e 进入 “统计 系 综 ”的 “ 相 密 度 ” 
P= P(e) 这 一 事实 说 明了 ,“ 统 计 力学 ”实际 上 就 是 “经 典 力学 ”与 “统计 学 ”的 结合 . 同 
时 说 明了 ,单个 系统 的 确定 的 因果 性 (由 “Hamiltonian”e 表示 ) 与 整个 系 综 “ 存 在 的 ” 
(或 “预测 的 ”) 几率 性 (由 相 密 度 p= Pp (e) 表 示 ) 是 可 以 有 机 地 统一 在 一 起 的 . 
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(8) Liouville 方程 (1.31) 式 或 (1.32) 式 中 系统 的 “Hamiltonian”e ,包括 外 场 势 
能 和 更 为 重要 的 系统 (或 分 子 ) 之 间 的 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 势能 . 就 这 一 点 而 言 ,“ 系 综 
理论 ”统计 力学 中 的 “Hamiltonian”e 要 比 Maxwell-Boltzmann“ 最 可 几 理 论 ” 统 计 力 
学 之 中 的 “Maxwell-Boltzmann 分 布 律 ”" 里 的 sk + sp 来 得 优越 .具有 ”“ 显 关联 ?相互 
作用 势能 的 “分 子 群 ” 不 可 能 再 是 “单个 粒子 ”必须 用 “系统 ?来 称呼 它们 (或 者 如 
Landau 那样 称呼 它们 为 “ 子 系统 ”). 正 是 由 于 这 一 原因 ,Liouville 方程 (1. 31) 式 或 
(1.32) 式 的 解 (“ 相 空间 ”的 “ 数 密度 ”)p (e ) ,有 必要 被 “升格 ” 称 为 统计 “ 系 综 ” 的 分 
布 .从 而 ,对 于 处 理 有 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 势能 的 系统 ,提出 Euler 描述 的 “ 系 综 理 论 ” 
是 有 其 必然 性 的 . 

《9) 与 Liouville 定理 对 应 的 Liouville 方程 也 可 以 被 写成 类 似 于 Schr6dinger 
方程 的 形式 ,但 必须 提醒 注意 的 是 ,在 写 出 这 样 的 方程 式 之 前 ,已 经 将 “统计 系 综 ” 的 
“ 数 密度 ”p 的 定义 域 由 实数 解析 开拓 到 复数 ， 

(10) (1.32) 式 形式 的 “Liouville 方程 ”与 量子 力学 Schrodinger 方程 十 分 相像 ， 
但 这 种 相像 只 是 形式 上 的 , 仅 此 而 已 .因为 Liouville 方程 是 经 典 的 , 它 允 许 “ 联 合 几 
率 ” 的 存在 .而 Schr6dinger 方程 是 量子 的 ,由 于 Heisenberg“ 测 不 准 原 理 ” 它 不 允许 
“联合 几率 ”的 存在 . 


1.3.4 等 离子 体 Vlasov 方程 
将 Liouville 方程 应 用 于 等 离子 体 所 得 的 方程 ,被 称 为 “Vlasov 方程 ”. 因此 ,只 
要 将 Liouville 方程 (1.31) 式 或 (1.32) 式 中 的 Hamiltonian 特定 地 写成 
e = 2 (pr -Ar) +ep (1.49) 
得 到 的 就 是 Vlasory 方程 .注意 :由 (1. 49) 式 表示 的 Hamiltonian 所 对 应 的 
Lagrangian, 其 广义 势能 部 分 e (9 - kh， ) 是 “相对 论 的 ”， 而 动能 部 分 六 mq 则 
是 “ 非 相 对 论 的 ”. 一 般 说 来 ,这 样 搭配 是 不 合理 的 ,应 当 全 部 是 “相对 论 的 ” 才 对 . 


有 了 时候, 可 以 将 Liouville 方程 还 原 成 如 下 形式 (用 Einstein 求 和 约定 ) 


i 
十 qk EP + px DD 0 (ee 
根据 Newton ee Pr 可 以 被 写成 Pi = Fi; 式 中 Fi 是 “Newton 


力 ”. 然 后 ,将 Lorentz 力 (H. A.Lorentz,1853~1928) 代 入 其 中 ， 


F. se e(E. 下 <ewviBi ) 本 
最 后 也 能 得 到 Vlasov 方程 (用 Einstein 求 和 约定 ) : 
9p | ， .92 |e Lap 
i + <(E + En = 0 (1.52) 
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式 中 (Ei ,Bi ) 分 别 为 电场 和 磁 感 .“Vlasov 方程 ?是 A.A. Vlasov(1900 一 1946) 于 
1938 年 提出 来 的 .“Vlasov 方程 ”不 仅 可 被 视 为 Liouville 方程 当 Hamiltonian 为 带 
电 粒 子 广 义 能 量 或 总 能 量 时 的 特例 ,而 且 也 可 被 视 为 Boltzmann 方程 在 无 碰撞 项 时 
的 特例 . Vlasov 方程 精确 解 既是 Liouville 方程 的 精确 解 之 一 ,又 是 求解 Boltzmann 
方程 的 初级 近似 .在 20 世纪 70 年代 之 前 , 尚 没有 关于 Vlasov 方程 精确 解 的 任何 一 
例 ;20 世纪 70 年 代 之 后 , 才 出 现 了 一 些 在 特殊 情况 下 关于 Vlasov 方程 的 精确 解 . 

当然 ,必须 理解 到 ,尽管 Hamiltonian(1.49) 式 或 Lorentz 力 (1.51) 式 是 描述 一 
个 “离子 ”的 ,但 这 个 “离子 ”只 不 过 是 “全 同 离子 ”中 的 一 个 代表 而 已 . 整体 而 言 ， 
Vlasov 方程 也 是 描述 “ 系 综 ” 的 . 

在 有 些 问题 中 ,如 果 有 两 种 “离子 ”, 则 必须 分 别 写 出 相互 关联 的 两 个 Vlasov 方 
程 ,然后 联 立 求解 . 

在 另外 一 些 问题 中 ,如 果 电 场 和 磁 感 (Ei ,B ) 未 知 , 这 时 候 就 必须 将 Vlasov 方 
程 与 经 典 电 动力 学 中 的 Maxwell 方程 组 联 立 在 一 起 求解 . 
1.3.5 系 综 平均 

敬一 个 力学 量 O 的 自 变 量 是 p 和 gq (该 力学 量 对 于 处 在 不 同 微观 态 的 各 个 系 
统 来 说 可 能 不 尽 相 同 ), 则 力学 量 O 的 系 综 平均 (O) 是 

os |Ocpr, qi pr ges dr |0Ocprs qi pr qe,t) dn 
|ocprs qx, dar Jecprs qr,t)dn 


《1 53》 
式 中 |oCpkyaeytDda = 


dr = [|[ dp dq: (1.54) 
k=1 


如 果 p (pr,qxrst)=P(px,4x), 即 系 综 “ 数 密度 “不 显 含 时 间 1” 时 ,满足 方程 
(1.42) 式 的 最 简单 的 解 是 
opky,qk)= pLle(pxr,qxr)] (1.55) 
式 中 e(px ,qx) 是 “系统 ”的 Hamiltonian. 在 统计 力学 的 “ 系 综 理 论 ” 中 通常 将 “ 系 
统 ” 的 Hamiltonian 也 用 e (pi ,9 ) 表 示 ( 注 意 , 应 区 别 于 “系统 理论 ”中 的 “粒子 ”的 
Hamiltonian). 


在 平衡 态 统计 力学 中 , (1.55) 式 最 自然 的 形式 是 


人 exp[ — Be(CPpkygr)] (1.56) 


OO(CPky qr) exp| - ET 
B 


这 种 系 综 被 称 为 “正则 系 综 ”. 


48 统 计 力 学 


【 例 1.2】 已 知 :对 于 有 耗 散 力 的 力学 系统 ,正则 方程 为 


Db = ge _9D 
”i Do Fy 
Ei 44 (天 一 1 ,… ,11) 
2 ge 
dx apx 
式 中 6 为 系统 的 不 含 时 的 Hamiltonian, D 为 Rayleigh (Lord Rayleigh, 即 J. W. Strutt, 1842 ~ 


1919) 耗 散 函 数 . 
求证 : (1) li 满足 


3 
凡 = (元 大 ) 二 ) 


(2) ge 0. 


证 ;(1) 在 相 空间 中 ,因为 有 


ave - OPk 5 =.(= 二 ae - 9D ,3 (Qe) 
Gxk apk dqxr 9pr\ aqt py 99k “9pet 


= ED (2 ___9D (类 ) | 
Eyer 30kadi 了 aak30iLopk ‘9p 


9? oD 
ee (i ) GS ) 


所 以 ,由 连续 性 方程 (1.26) 式 的 第 一 式 


dp ,9Vve - 
dr 0 


可 得 


了 2 oD 
Se = 加 rr rr 


(2) 由 于 e 为 系统 的 不 含 时 的 Hamiltonian 而 Rayleigh 耗 散 函数 是 广义 速度 gx 的 二 次 齐 次 
果 数 ,所 以 


de < 。 ge de ge ge gg oD 
Wo ee 十 一 ms em 
dt 4 和 apk 9gqk (水 9PA ( 9q« 9gx ) 
9e 3D , 9D 
=— EE =-2D<0 
FT 全 324 党 


1.4 Liouville 方程 的 精确 解 


“Liouville 方程 ?是 J. Liouville 于 1838 年 得 到 的 . 它 原来 只 是 一 个 纯 经 典 力学 
的 运动 方程 ,本 身 并 无 任何 特殊 假设 ,直到 后 来 1946 年 左右 N. N. Bogoliubov、 
M.Born 和 H. S. Green、J. G. Kirkwood (1907 ~ 1959) 以 及 J. Yvon (被 称 为 
BBGKY) 将 其 用 于 讨论 大 量 粒子 的 宏观 (平均 ) 效 果 ( 亦 即将 其 用 于 讨论 “ 系 综 平 
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均 ”) 并 进而 讨论 Boltzmann 方程 的 理论 基础 之 时 , 才 具 有 重要 的 统计 力学 意义 . 

此 外 ,Liouville 方程 在 讨论 量子 力学 基础 理论 方面 的 意义 亦 非 同 小 可 .L. de 
Broglie 在 《Une Tentative d Interpretation Causale et Non-Linéaire de la 
Mécanique Ondulatoire》(Gauthier-Villars,1956; 有 中 译本 《 非 线 性 波动 力学 》) 一 书 
中 就 已 指出 ,Liouville 方程 的 解 类 似 于 量子 力学 Schrodinger 的 解 ( 模 方 ). 男 外 ,如 
前 所 述 , 量 子 力学 系 综 诠释 集大成 者 L. E. Ballentine 在 《Quantum Mechanics: 
A Modern Development》(Weorld Scientific,1998, 1999,2000,2001) 一 书 中 曾 也 断 
言 :“ 量 子 力学 的 经 典 极限 总 是 经 典 的 统计 力学 而 非 经典 的 质点 力学 . ”换言之 ,量子 
力学 中 的 分 布 函数 在 经 典 极限 下 满足 Liouville 方程 . 

“Liouville 方程 ?的 求解 ,实际 上 与 经 典 力 学 中 所 讨论 的 “化 动量 正则 变换 ”,“ 经 
典 对 易 子 ”> “Poisson 括号 ?等 内 容 都 有 关系 .( 见 沈 惠 川 人 《经典 力学 》 中国 科 学 技术 
大 学 出 版 社 ,2006) 


1.4.1 Liouville 方程 的 平凡 解 
这 里 所 讨论 的 Liouville 方程 ,是 指 (1.31) 式 , 即 
3 + [ep]= 0 (1.57) 


当 “ 数 密度 ”为 2 的 “ 系 综 ” 中 的 “系统 Hamiltonian”e 不 存在 “ 显 关联 ”时 ， 
Liouville 方程 是 关于 “ 数 密度 ”o 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 .为 此 ,可 用 “分 离 变量 法 ”， 
将 Pp 写成 

p= Cexp(— Be)[l + f(pi,qx)exp(— mowt)] (1.58) 
式 中 B= 元 ,ke 为 Boltzmann 常数 ,7 为 Kelvin 温度 ;m 为 总 的 自由 度数 iu 为 


恒 正 常数 , 且 具 有 频率 的 量 纲 .而 


po = exp(— Pe) (1.59) 
是 Liouville 方程 的 “平凡 解 ” 
“平凡 解 ”(1.51) 式 满足 “ 齐 次 Liouville 方程 (Poisson 括号 形式 )， 
Les,lnpooj=0 (1.60) 


实际 上 ,任何 oo = Po (e ) 形 式 的 解 都 满足 齐 次 方程 (1.60) 式 .ln Po (e ) 的 Taylor 
展开 式 的 前 两 项 可 被 写成 
ln oo(e)=A4+Be GLa61) 
式 中 A,B 为 常数 .考虑 到 ln Po 必须 无 量 纲 以 及 Po 必须 与 Maxwell 分 布 律 相 协调 ， 
再 加 上 对 边界 情况 ( 趋 于 零 ) 的 综合 估计 ,应 该 有 


六 
B=-B-= ET 


而 常数 A 则 可 以 被 吸收 到 (1.58) 式 的 常数 C 中 去 . 


(1.62) 
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1.4.2 关于 f(px，,9x) 所 满足 的 方程 
将 (1.58) 式 代 和 人 Liouville 方程 (1.57) 式 ,可 得 


[eslnf]= mw (1.63) 

令 
p=1nf (1.64) 

则 方程 (1.63) 式 成 为 
[se,2]= mw (1.65) 
利用 Poisson 括号 的 正则 不 变性 ( 设 (Pi ,G4 ) 为 新 的 正则 变量 ) ,又 有 

[E,9 |p,y = mw (1.66) 

即 
UF (1.67) 


当然 (E,9 ) 与 原来 的 (se,92 ) 在 数值 大 小 方面 是 相同 的 ,只 不 过 自 变 量 由 (px ,94) 变 
换 成 (Pk ,G4 ) 而 已 . 
若 & 中 所 有 广义 坐标 gx 都 是 "可 遗 ? 的 , 则 (1.67) 式 等 号 左边 第 二 项 为 零 . 于 
是 ,得 到 
i (1.68) 
9Dk 9Gk 
方程 (1.68) 式 的 解 可 以 是 如 下 两 组 中 的 任 一 组 : 


Ee 

. 人 (1.69) 
9 二 qi 十 + dm 

= 万 十 十 万 ， 

人 em (1.70) 
P= w(t + "+m ) 


仔细 研究 一 下 就 可 发 现 ,方程 (1. 68) 式 或 者 前 面 的 方程 (1. 65) 式 ,只 不 过 是 
Jacobian 等 于 1 的 方程 的 一 种 变化 而 已 
9(PrsGx) _ 
9(p1,q1) 
因此 ,求解 f( px， qx) 所 满足 的 方程 ,实质 上 就 是 要 求 算出 “经 典 对 易 子 ”. 
如 果 用 “化 动能 正则 变换 ”, 也 可 得 到 同样 的 结果 . 


1.4.3 Liouville 方程 精确 解 举例 


1.“ 重 力 势 ”系统 Liouville 方程 精确 解 
此 问题 的 Hamiltonian 为 


fh 
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e = py + ygq (1.72) 
其 “化 动量 正则 变换 ”已 经 算出 来 是 
Dp = zp’ + ygq 
C2 
d= pg 
于 是 
fCp,q)= exp| -总 (P + + pn) | (1.74) 


由 于 “ 非 齐 次 线性 微分 方程 ”的 通 解 等 于 “ 齐 次 线性 微分 方程 ”的 通 解 加 上 “ 非 齐 
次 线性 微分 方程 "的 特 解 ,因此 将 (1.74) 式 代入 (1.58) 式 ,就 可 以 得 到 此 类 问题 的 


Liouville 方程 精确 解 . 
2. 谐振 系统 Liouville 方程 精确 解 
此 问题 的 Hamiltonian 为 
e = zp” + 可 pa29g? (1.75) 
其 “化 动量 正则 变换 ”已 经 算出 来 是 
7 = 2 站 FH q 
(1.76) 
4 = Tarctan( 2 ) 
于 是 
a Hwqd!1l 到 有 ww9nm 
f(p,q)= exp| arctan( 和 )+ 十 arctan( 一 ) (1.77) 


将 (1.77) 式 代入 (1.58) 式 ,就 可 以 得 到 此 类 问题 的 Liouville 方程 精确 解 . 
一 般 说 来 ,对 不 同 的 势能 函数 ,Liouville 方程 会 有 不 同形 式 的 精确 解 . 目前 已 经 
解 出 的 “Liouville 方程 的 精确 解 ” 大 约 有 12 个 . 


1.4.4 关于 Liouville 方程 精确 解 的 讨论 


(1) 若 要 研究 Liouville 方程 的 精确 波动 解 以 与 量子 力学 的 解 相 比较 , 则 应 将 基 
本 方程 选 为 (1.32) 式 , 即 


i 
a Lp Cer 
而 它 的 解 则 应 “分 离 变 量 ” 设 为 
P= f(pr, qr)exp(— iwt) (1.79) 


(2) 可 以 看 出 ,所 谓 求 Liouville 方程 精确 解 ,实际 上 最 后 归纳 为 求 "经 典 对 易 
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子 ”. 因 而 求解 过 程 与 “化 动量 正则 变换 ”,“Poisson 括号 ?等 内 容 都 有 关系 . 

(3) 所 谓 “ 时 间 不 可 逆 性 ”, 在 方程 (1.57) 式 中 是 体现 不 出 来 的 .只 是 由 于 所 求 得 
的 精确 解 是 有 选择 性 的 , 才 表现 出 “时 间 不 可 逆 性 ”. 对 方程 (1.78) 来 说 ,也 没有 “时 
间 不 可 逆 性 ” 

(4) 如 果 将 “ 非 齐 次 Liouville 方程 的 特 解 ” 计 人 ”* 齐 次 Liouville 方程 的 通 解 ” 
exp( 一 Be) 之 中 , 则 总 的 效果 就 是 “加 速 ? 或 “加 温 ”. 

(5) 根据 上 述 求 得 的 Liouville 方程 的 通 解 可 知 ,如 果 将 “ 非 齐 次 Liouville 方程 
的 特 解 ”? 计 入 “ 齐 次 Liouville 方程 的 通 解 ”, 则 “ 非 齐 次 Liouville 方程 的 精确 解 ”一 - 般 
地 可 以 被 写成 


p= f(pr, qx)exp(— Be) (1.80) 
式 中 
ee 


(6)“ 齐 次 Liouville 方程 的 通 解 ”也 不 一 定 非 用 exp ( a = exp( 一 Be) 不 


可 ,实际 上 可 用 以 下 3 个 中 的 任 1 个 : 

. 

|exp(pe )- 1 

3 Be) (1. 82) 


Ep 
exp(Pe)+1 


(7) 可 将 Liouville 方程 的 通 解 作为 讨论 Boltzmann 方程 精确 解 的 一 级 近似 . 由 
于 在 推导 Boltzmann 方程 的 过 程 中 ,采用 了 “只 考虑 两 两 碰撞 ”等 “截断 ”手段 ,因而 
对 Boltzmann 方程 来 说 ,是 有 “时 间 不 可 逆 性 ”的 . 


1.5 系统 之 间 的 “ 隐 关 联 ” 


前 面 1.1 节 中 已 引用 过 E. Schrodinger 在 《统计 热力 学 ) 一 书 中 所 说 的 话 :“ 实 质 
上 说 来 ,统计 热力 学 中 只 有 一 个 问题 , 即 确定 给 定 能 量 E 如 何 分 布 在 N 个 全 同系 统 
上 .或 许 更 确切 地 说 , 即 由 NN 个 全 同系 统 组 成 的 一 个 系 综 , 在 给 定 了 系 综 能 量 是 一 个 
常数 EE 后 ,确定 这 NN 个 全 同系 统 的 系 综 如 何 分 布 在 这 系 综 所 可 能 处 在 的 种 种 可 能 
态 上 .这 里 的 观念 是 系统 之 间 有 微弱 的 相互 作用 ,并 且 微弱 得 使 相互 作用 可 以 被 忽 
略 , 因 而 可 以 谈 到 每 一 个 系统 的 “私有 ?能 量 ,并 且 这 N 个 系统 的 “私有 能量 之 和 就 
等 于 系 综 的 能 量 E. ”由 Schrodinger 的 这 句 话 ,引出 了 两 个 问题 : “系统 之 间 有 微 
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弱 的 相互 作用 ”是 什么 意思 ? @“ 微 弱 得 使 相互 作用 可 以 被 忽略 ”有 何 根据 ?本 节 就 


来 解决 这 两 个 问题 . 
1.5.1 “ 系 综 理 论 "中 “系统 "之 间 的 " 隐 关 联 ” 


物理 学 家 现在 都 知道 , 系 综 “ 数 密度 ”PpP (qk,prs1) 是 Liouville 方程 
52 + [e,p]=0 的 精确 解 , 而且 当 系 综 “ 数 密度 ”与 时 间 f 无关 时 , P (qx ,Px) 是 
Liouville 方 程 [e,P] = 0 的 精确 解 , 其 “平凡 解 ” 的 形式 可 以 被 写成 2 = 


Aexp( 一 Be), 式 中 。 是 一 个 “系统 ”的 Hamiltonian ,4 为 常数 . 
若 设 Liouville 方程 的 “一 般 解 ”是 


(1.83) 


(1.84) 


(1.85) 


(1.86) 


o = f(pr,qx)exp(— Pe) 
则 代入 [es,oj 后 ,有 
= 0 08 90.98. 
[sy,o apx gx aq apx 
= (= = ae 9e a _ de de 
(— B)fexp(— Be) Dy To (— B)fexp(— Be) Fo Tp 
ee 
+ exp( be) a. exp( pe)30。 
=-- ge Qe _ Qe ge _ | 
me pe) [3 qr 9q jp |+ exp Re) gy, Da ™ Dg: 3p 
= ple,lnf] 
显然 
[e;Pj] 关 0 
但 若 “ 系 统 ” 的 Hamiltonian 改 为 
E = 三 E+ inf 
则 
[e* ,p]= [es,p]+ 译 [In fp] 
= p[e,ln fj+ 方 [In f,fexp(— Be)] 
= pLesln fl+ FLin frexp( Be)]- 8 Lin finf] 
8 1a 1 | 
fexp( pe)| 了 7 Pe 
ff-B8 9f ge -8B af ae | 
B EP Pe) FPR — 了 exp(— Pe) apx 
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= exp(- Be)[e,fl- exp(~ pe)[Le 门 =0 (1.87) 
这 说 明了 ,只 是 对 (1.86) 式 , 才 有 Liouville 方程 
[es" ,0O]= 0 (1.88) 


式 中 (参阅 (1.86) 式 ) 
2(qt, pa) = FInf = ke Tln f (qr, px) (1.89) 
被 称 为 统计 力学 中 的 “ 隐 关 联 势 ”".“ 隐 关联 势 ”"DO( gq，,px ) 的 存在 ,表明 “系统 ”在 “ 系 
综 ” 中 存在 “相关 性 ”. 这 种 “相关 ”是 “ 隐 性 ”的 ,因而 被 称 为 “ 隐 关 联 ”(hidden 
correlation). 
显然 ,通过 类 似 的 计算 可 知 ,“ 隐 关联 势 ” 在 “全 Poisson 括号 ”形式 的 “Liouville 
方程 "(相当 于 “ 含 时 ”的 “Liouville 方程 ”) 中 也 同样 存在 . 
1.5.2 量子 力学 中 的 “ 隐 关 联 ” 
在 量子 力学 中 也 存在 这 种 “ 隐 关 联 ”( 参 阅 第 5 章 5.7 节 ). 将 波 函 数 
少 = R(xest)exp(— SCxest)) (1.90) 
代入 Schrodinger 方程 
3 = 入 vy t+ Vy (1.91) 


分 开 其 虚 部 和 实 部 后 , 便 和 ee R* 的 守恒 方程 和 “Hamilton- 
Jacobi 方程 ”为 


ky (1.92) 
9t 2m 
式 中 
0 = 一 起 - (1.93) 
被 称 为 “量子 势 ”. 


将 (1.90) 式 代入 量子 力学 Klein-Gordon 方程 或 Dirac 方程 后 也 有 类 似 的 “量子 
在 量子 力学 Madelung- 高 林 武 彦 的 流体 力学 表象 (E. Madelung, 1881 ~ 1972) 

中 ,“ 量 子 势 ” 又 被 改写 为 等 粹 流 的 “量子 炊 ” 形 式 
,a 

2m* R 
“量子 势 ” 或 “量子 炮 的 存在 ,同样 表明 了 “量子 系统 ”之 间 的 “ 隐 关 联 ”, 即 使 是 
“相对 论 性 ”的 Klein-Gordon 方程 (O. Klein,1894 一 1977; W. Gordon,1839 一 1940) 


(1.94) 
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或 Dirac(P. A. M. Dirac, 1902 一 1984) 方 程 也 不 例外 (说 明 Klein-Gordon 方程 或 
Dirac 方程 并 非 是 彻底 相对 论 的 ).D. Bohm 证 明了 “量子 势 ” 不 是 小 量 , 有 时 候 相 
当天 
当然 ,也 不 是 在 所 有 的 物理 学 方程 中 都 会 出 现 “ 量 子 势 ” 或 “量子 灼 ”, 例 如 Born- 
Infeld 方程 (L. Infeld,1898 一 1968) 和 de Broglie 所 要 寻求 的 方程 (已 为 Ph. Gueret 
和 J.-P. Vigier 所 得 到 ,参阅 Found. Phys. ,1982,12(11); 另 外 ,在 沈 惠 川 的 文章 中 
也 得 到 过 ,参阅 1992 年 和 1995 年 的 《自然 杂志 》) 中 就 没有 “量子 势 " 或 “量子 偷 ”. 
1.5.3 关于 "“ 隐 关联 "的 讨论 
(1)“ 量 子 势 ”(1. 93) 式 的 形式 ,是 由 (1. 92) 式 的 第 二 式 和 经 典 粒 子 的 
“Hamilton-Jacobi 方程 ” 
9S 1 
Ea V0 (1.95) 
之 间 的 对 比 得 到 的 .“ 量 子 炊 ”(1. 94) 式 的 形式 ,是 由 (1.92) 式 的 第 二 式 与 流体 动力 
学 的 Euler 方程 


+tCveV)v=-Vp+h) (1.96) 
之 间 的 对 比 得 到 的 (参阅 第 5 章 5.7 节 ); 而 “ 隐 关 联 势 ”(1.89) 式 的 形式 , 则 是 由 


(1.86) 式 中 减 去 “系统 ”的 “Hamiltonian”e 得 到 的 . 
(2)“ 量 子 势 ” 尤 其 是 “量子 炊 ”的 存在 ,表示 量子 力学 波 函 数 
y = R(xx,t)exp( - SCxest) 
所 描述 的 绝 不 可 能 是 “单个 粒子 ”, 而 只 可 能 是 “ 系 综 ”. 同样 ， 隐 关联 势 ” 的 存在 ,也 
表示 “ 数 密 度 ”o = f(pi ,qx)exp[ 一 Be (pi ,qx)] 所 描述 的 绝 不 可 能 是 “单个 系统 ”， 
而 只 可 能 是 “ 系 综 ”. 当然 ,此 结论 对 “ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 是 显而易见 的 ,因为 推导 
伊始 ( 当 经 典 力 学 以 “Hamiltonian”e 进入 数学 方程 并 引信“ 系 综 ” 概 念 后 ) 就 知道 


Liouville 方程 44 + [e,p]=0 是 对 系 综 而 言 的 .但 对 量子 力学 来 说 却 并 非 显而易见 
或 众 口 一 词 的 , 于 是 至 今 为 止 仍 有 许多 人 拒 不 承认 Schradinger 方程 jh 2 = 
-起 -v2y+ Vy 或 Klein-Gordon 方程 或 Dirac 方程 是 对 系 综 而 言 的 . 

(3)“ 隐 关联 势 "的 存在 , 不 仅 是 Liouville 方程 号 + [e,p] = 0 和 “ 数 密度 ” 


P=f(pxr，qx)exp[ 一 Be (px，qx)] 的 结果 ,而 且 同 样 是 “全 Poisson 括号 ”形式 的 


“Liouville 方程 "3 上 3 -3 了 人 = [es,P]=0 和 相应 的 m +1 维 位 形 ( 同 时 有 
A 天 :2 . 
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m +1 维 动量 ) 的 “ 数 密度 ”p= F(pv,gv)exp[-Ape(prygx)] 的 结果 .所 以 ， 隐 关联 
势 " 存 在 的 结论 是 普遍 的 . 

(4)“ 量 子 势 ” 或 “量子 人 ” 是 量子 力学 “关联 度 ” 的 量度 ,同样 ,“ 隐 关联 势 " 则 是 统计 
力学 中 “系统 ”之 间 “ 关 联 度 ” 的 量度 .这 种 “关联 度 ” 并 不 体现 在 “系统 ”的 Hamiltonian 
表达 式 中 ,因而 它 被 称 为 “ 隐 关 联 ” 是 名 副 其 实 的 . Schr6dinger 所 述 之 “系统 之 间 有 微 
弱 的 相互 作用 ”一 语 中 ,除了 定语 “微弱 的 ”须要 考证 外 ,其 余 都 是 对 的 . 

(5) D. Bohm 证 明了 “量子 势 ” 不 是 小 量 , 有 了 时候 还 相当 大 ;对 于 统计 力学 中 的 
“ 隐 关 联 势 ”或 许 也 能 同样 加 以 证 明 .例如 ,参考 一 下 (1.58) 式 、(1.74) 式 或 (1.77) 
式 , 就 可 发 现 ,在 进入 平衡 态 之 前 ,“ 隐 关联 势 ” 并 不 很 小 . 因而 Schrodinger 之 “微弱 
得 使 相互 作用 可 以 被 忽略 ?还 有 值得 研究 之 处 ,并 不 能 因为 它 未 写 人 “系统 ”的 
Hamiltonian 就 说 它 “ 微 弱 ”. 所以“ 隐 关 联 ?” 的 说 法 来 得 更 为 贴切 . 

(6) 无 论 是 从 “量子 势 ” 的 导出 过 程 ( 参 考 (1.90) 式 ) 还 是 从 “ 隐 关 联 势 ”的 导出 过 
程 ( 参 考 (1.80) 式 ) 中 可 以 看 出 “量子 势 ” 或 “ 隐 关 联 势 ”的 具体 形式 ,与 量子 力学 中 
或 统计 力学 中 的 外 场 势 能 和 "“ 显 关联 ?相互 作用 势能 有 关 ( 也 许 还 与 问题 的 初 - 边 条 
件 有 关 ) .它们 之 间 是 一 一 对 应 的 .由 此 可 知 ,“ 隐 关联 ”与 “ 显 关 联 ”" 之 间 有 着 内 在 的 
逻辑 关系 . 

(7) 尽管 可 以 通过 “化 动量 正则 变换 ”或 “化 动能 正则 变换 ”将 某 些 “系统 ” 
Hamiltonian 中 的 外 场 势 能 “化 为 乌有 ”( 但 不 能 将 “ 显 关 联 ”" 相 互 作用 势能 “化 为 乌 
有 ”) ,因而 似乎 也 可 能 影响 “ 隐 关 联 势 ” 的 形式 .但 是 , “化 动量 正则 变换 ”或 “化 动能 
正则 变换 ”充其量 只 不 过 是 一 种 数学 手段 ,最 后 的 结果 仍 须 代 回 原来 的 力学 量 ,所 以 
它 不 可 能 改变 “ 系 综 ” 问 题 存 在 “ 隐 关 联 ” 的 物理 事实 . 当然 ,“ 化 动量 正则 变换 ”或 “化 
动能 正则 变换 ”, 在 眼下 求解 Liouville 方程 以 及 第 5 章 求解 Boltzmann 方程 的 过 程 
中 是 不 可 或 缺 、 功 不 可 没 的 . 

(8) 统计 力学 中 的 “ 隐 关 联 势 ?在 数值 上 是 

Q(qxr,pxr)= BP'lnf = kesTln f(gqr, pr) 
这 个 结果 即使 对 于 Liouville 方程 [e，,P]=0 的 "平凡 解 "o = Aexp( 一 Be ) 也 是 对 的 
(因为 统计 力学 中 的 “ 隐 关 联 势 ”表达 式 不 是 导数 的 形式 而 与 “量子 势 ” 不 同 ;原因 在 
于 Liouville 方程 是 一 阶 微分 方程 而 量子 力学 Schredinger 方程 是 二 阶 微分 方程 ). 


对 于 “平凡 解 ” 来 说 ,其 “ 隐 关 联 势 "是 Q=B8-!ln A( 比 如 说 A=n (至 】). 


(9) 从 以 上 分 析 可 以 看 出 , “系统” 之 间 的 “ 隐 关 联 ” 问 题 是 与 “ 系 综 诠释 ”密切 相 联 
的 .“ 隐 关联 ”问题 必然 导致 “ 系 综 诠释 ”, 也 只 有 “ 系 综 诠释 ”才能 解决 “ 隐 关 联 ” 问 题 . 

(10) 甚至 统计 力学 之 所 以 成 立 , 也 与 这 些 “ 隐 关联 ”的 存在 有 关 . 不 可 能 设想 粒 
子 不 运动 ,也 不 可 能 设想 运动 的 ( 非 “ 完 全 相对 论 ” 的 或 非 “ 局 域 ” 的 ) 粒 子 之 间 没 有 
“ 隐 关 联 ”., 诚 如 1.D.Landau 和 EE.M.Lifshitz 所 说 :“ 统 计 平衡 之 得 以 建立 ,归根 到 


第 1 章 平衡 态 统计 力学 基础 ny 


底 就 是 全 靠 这 些 比 较 微 弱 的 相互 作用 . "他们 所 指 的 “微弱 的 相互 作用 ”, 就 是 “系统 ” 
之 间 的 “ 隐 关 联 ”, 只 不 过 由 于 没有 详 加 计算 而 故 作 含 糊 而 已 .至 于 是 否 “微弱 ” 则 又 
当 别 论 . 


习 题 


【 题 1.1】 已 知 :中 心力 场 问题 中 ,质量 为 m 的 质点 在 指数 势 系统 中 运动 ,其 Hamiltonian 在 
“s 态 近 似 ” 的 假设 下 可 写 为 


E = 5 8 Voexp(— £2) 
式 中 Vo 和 a 为 常数 . 
求 : 它 的 “化 动量 正则 变换 ”. 
答 : 
p=e"”=€= 72 一 Yoexp(- 4 ) 
9W m dg 
Vs 
深 - 且 三 
_ 2m Pan 2m p 
i ey 


【 题 1.2】 已 知 ; 中 心力 场 问 题 中 ,质量 为 m 的 质点 在 Morse 势 系统 中 运动 ,其 Hamiltonian 
在 “s 态 近似 ”的 假设 下 可 写 为 


E = ap + Vo [1-exp(- 4)] 一 Vo 
式 中 Vo 和 a 为 常数 . 
求 : 它 的 “化 动量 正则 变换 ”. 
答 : 


1 
g 7" Vexp(- 4)+2Voexp(- 2) 
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。 tanh -1 p F 
qd 
pd 1- ep(- 了 全) | 一 Yo 


【 题 1.3】 已 知 ; 中 心力 场 问 题 中 ,质量 为 m 的 质点 在 Hulthén 势 系统 中 运动 , 其 
Hamiltonian 在 “s 态 近 似 ” 的 假设 下 可 写 为 


加 了 和 exp(— 2 ) 
er pp en Vo q 
1- exp(- 也 ) 
式 中 Vo。 和 a 为 常数 . 
求 : 它 的 “化 动量 正则 变换 ”. 
答 : 
p* 一 E” 三 € = 
gq” = 5 一 人 


【 题 1.4】 已 知 : 中 心力 场 问 题 中 ,质量 为 m 的 质点 在 Woods-Saxon 势 系统 中 运动 ,其 
Hamiltonian 在 “s 态 近似 ”的 假设 下 可 写 为 


ep we Vo 
2m i exp (4 ) 
式 中 Vo 和 a 为 常数 ， 
求 : 它 的 “化 动量 正则 变换 ” 
答 ， 
pp =e == 天 2 一 Vo 
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第 2 章 统计 力学 的 Euler 描述 : 
系 综 理 论 


在 统计 研究 方法 中 ,我 们 不 在 系统 运动 的 期 间 跟 踪 它 , 而 是 把 注意 力 盯 着 某 一 
特殊 的 相 , 并 弄 清楚 这 个 系统 是 否 处 于 那个 相 , 何 时 进入 和 何 时 离开 该 相 . 
一 一 J.C.Maxwell:《 论 Boltzmann 的 质点 系 能 量 均 分 定理 》 


实质 上 说 来 ,统计 热力 学 中 只 有 一 个 问题 , 即 确定 给 定 能 量 巨 如 何 分 布 在 N 个 
全 同系 统 上 .或 许 更 确切 地 说 , 即 由 NN 个 全 同系 统 组 成 的 一 个 系 综 , 在 给 定 了 系 综 能 
量 是 一 个 常数 五 后 ,确定 这 N 个 全 同系 统 的 系 综 如 何 分 布 在 这 系 综 所 可 能 处 在 的 
种 种 可 能 态 上 .这 里 的 观念 是 系统 之 间 有 微弱 的 相互 作用 ,并 且 微 弱 得 使 相互 作用 
可 以 被 忽略 ,因而 可 以 谈 到 每 一 个 系统 的 “私有 ?能 量 ,并 且 这 N 个 系统 的 “私有 ”能 
量 之 和 就 等 于 系 综 的 能 量 上 上 . 

一 一 下 . Schrodinger:《 统 计 热 力学 》 


统计 学 方法 中 有 两 大 “要 素 ”, 即 “数量 ”和 “统计 权重 ”. 进入 统计 力学 后 ,正如 
Schrodinger 在 《统计 热力 学 ) 一 书 中 所 说 的 那样 : “实质 上 说 来 ,统计 热力 学 中 只 有 
一 个 问题 , 即 确定 给 定 能 量 如 何 分 布 在 N 个 全 同系 统 上 .或 许 更 确切 地 说 , 即 由 N 
个 全 同系 统 组 成 的 一 个 系 综 , 在 给 定 了 系 综 能 量 是 一 个 常数 上 后 ,确定 这 NN 个 全 同 
系统 的 系 综 如 何 分 布 在 这 系 综 所 可 能 处 在 的 种 种 可 能 态 上 .” 因 而 根据 Schrodinger 
所 说 ,在 “ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 中 ,考虑 到 “系统 数 ”"N 和 “能 量 " 只 是 对 “分 布 ” 进 
行 积分 后 的 效果 ,就 应 该 将 “统计 要 素 ” 之 一 的 “数量 ” 换 成 “状态 数 ”( 实 际 上 ,应 当 被 
称 为 “ 微 状 态 数 ” 才 贴 切 ) dQ ,并 且 将 “状态 数 ” 表 示 成 “Hamiltonian”e 的 函数 
dQ (e). 

“统计 要 素 ” 之 二 的 “统计 权重 ”在 统计 力学 中 实质 上 就 是 “ 相 空 间 ” 的 “ 数 密度 ” 
(有 时 被 称 为 “ 相 密 度 ”)P.“ 数 密度 ”Pp 服从 Liouville 方程 , 它 是 ”Liouville 方程 的 
解 ”. 然 而 ,“Liouville 方程 的 解 ”形形色色 , 何 种 “Liouville 方程 的 解 ” 才 能 满足 统计 
力学 的 需要 ? 这 必须 仔细 其 酌 . 为 了 找 出 真正 “满足 统计 力学 的 需要 ”的 “Liouville 
方程 的 解 ”, 可 以 使 用 Lagrange“ 未 定 乘 数 法 ”. 针 对 统计 力学 的 “ 微 正则 系 综 ”“ 正 则 
系 综 ” 和 "“ 巨 正则 系 综 ”可 以 得 到 3 种 不 同形 式 的 “统计 权重 ”. 

至 于 “ 微 正 则 系 综 ”“ 正 则 系 综 ” 和 “ 巨 正则 系 综 ” 之 间 的 区 别 , 主要 是 为 了 满足 
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描述 一 个 热力 学 系统 与 环境 或 外 界 之 间 的 联系 有 所 不 同 的 需要 .用 于 描述 “孤立 系 
统 "平衡 性 质 的 系 综 就 是 “ 微 正则 系 综 ”, 用 于 描述 “ 闭 系 ”平衡 性 质 的 系 综 就 是 “正则 
系 综 ”, 用 于 描述 “ 开 系 "平衡 性 质 的 系 综 就 是 “ 巨 正则 系 综 ”( 或 被 称 为 *T-4 系 综 ”, 即 
“温度 -化 学 势 系 综 ”).“ 微 正则 系 综 ” 和 “正则 系 综 ” 的 概念 ,在 Boltzmann 的 文章 中 
就 已 有 欠 形 ;“ 巨 正则 系 综 ” 的 概念 则 是 Gibbs 首创 的 ,“ 系 综 ” 的 名 称 也 是 Gibbs 敲 
定 的 . 

回 到 “统计 要 素 ” 之 一 的 “ 微 状态 数 "dQ(e)， 由 于 dQ = ji 而 
d7 = I aprag, 并 根据 Stirling(J. Stirling,1692 一 1770) 近 似 公 式 N! = (X),， 


N 3N 
因而 “ 微 状态 数 "dQ = [去 (就) ] 代 dprdq 是 可 以 很 方便 用 广义 动量 ps 和 广义 


坐标 gx 表示 出 来 的 .而 且 , 知 系统 的 Hamiltonian 与 广义 坐标 qi 无 关 ( 或 者 ,通过 
“化 动量 正则 变换 ”或 “化 动能 正则 变换 ”将 Hamiltonian 中 的 势能 “化 为 乌有 ”) , 则 这 
时 的 “ 微 状态 数 ”dQ 仅仅 与 广义 动量 p: 有 关 , 于 是 借助 广义 动量 pi 与 
“Hamiltonian”e 之 间 的 经 典 力学 (“ 非 相 对 论 的 ”或 “相对 论 的 ”) 关 系 ,就 可 以 将 “ 微 
状态 数 ” 表 示 成 “Hamiltonian”e 的 函数 dQ (e). 因 为 “ 非 相 对 论 的 ”广义 动量 px 与 
“Hamiltonian”e 之 间 的 关系 ,不 同 于 “相对 论 的 ”它们 二 者 之 间 的 关系 ,所 以 “ 微 状态 
数 ”dQ 在 这 两 种 情况 下 的 形式 是 完全 不 同 的 . 


应 该 指出 的 是 ,由 于 dm = [| dprdq: 是 “ 相 空 间 ” 中 每 个 “ 微 元 "(或 “ 相 空 间 体 


积 元 ”) 的 大 小 ,h? 是 每 个 “ 相 格 ”大 小 的 “数量 级 ”, 因 而 S 就 是 (或 近似 等 于 )“ 相 空 
间 ” 每 个 “ 微 元 ”dT， 中 的 “ 相 格 数 ”. 对 整个 “ 相 空 间 ” 的 所 有 “ 微 元 ”而 
5 = 忘 JIapsd， 应 该 是 全 部 “ 微 元 ”的 “ 相 格 数 ”. 当然 ,全 部 “ 微 元 ”的 “ 相 格 数 ” 
并 非 “ 微 状态 数 ”dQ1 换言之 ,并 非 一 个 粒子 (“系统 ”) 进 入 一 个 “ 相 格 ”就 算 一 种 “ 状 
态 ”, 它 必须 除 以 N!1, 这 是 因为 粒子 (“系统 ”) 具 有 全 同性 ( 即 “ 不 可 分 辨 性 ”) , 亦 即 进 
入 每 个 “ 相 格 ”的 粒子 (“系统 ”) 是 不 可 区 分 的 ,它们 之 间 有 着 可 交换 性 , 除 以 N! 的 
另 一 个 技术 性 目的 是 为 了 防止 在 炉 计 算 中 出 现 所 请“Gibbs 伴 廖 ”. 这 样 一 来 ,“ 微 状 
态 数 ”dQ 的 物理 意义 就 十 分 清楚 了 . 

再 定义 “ 态 密度 ”D (e) = 92 5e2 ,于 是 dQ (e) = D(e)de ,当然 “ 非 相对 论 的 ” 


“ 态 密 度 ” 有 异 于 “相对 论 的 ”“ 态 密度 ”. 有 时 候 , 也 可 将 “ 简 并 度 ”g 计 入 “ 态 密度 ” 
D(s ) 中 、. 
必须 提醒 注意 的 是 :“ 相 对 论 的 ”统计 力学 只 是 形式 上 的 ,而 非 本 质 上 的 .因为 通 
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常 的 Liouville 方程 并 非 “ 相 对 论 的 ”, 其 解 也 绝 不 可 能 是 “相对 论 的 ”. 即使 对 于 “相对 
论 的 ”Liouville 方程 (例如 “全 Poisson 括号 ?形式 的 “Liouville 方程 ”) ,其 中 “系统 ”之 
间 也 存在 无 法 消除 的 “ 非 局 域 ”? 的 “ 隐 关 联 ”. 因此 ,即使 * 微 状态 数 ” 或 “ 态 密 度 ” 满 足 
相对 论 关 系 ,“ 统 计 权重 ”无 论 如 何 也 不 可 能 是 “相对 论 的 ”. 但 是 ,一 般 的 统计 力学 是 
不 深究 这 些 基 本 原则 的 .这 种 情况 与 在 “正统 量子 力学 ”中 完全 相仿 :在 “正统 量子 力 
学 ”中 ,即使 是 Klein-Gordon 形式 或 是 Dirac 形式 ,也 并 非 “ 彻 底 相 对 论 的 ”, 其 中 “ 量 
子 " 之 间 同 样 存在 无 法 消除 的 “ 非 局 域 ”" 的 “ 隐 关 联 ”, 也 同样 没有 几 个 “物理 学 家 ”会 
深究 这 些 基本 原则 . 区 别 在 于 ,统计 力学 承认 自己 是 “ 系 综 理 论 ” 的 ,而 “正统 量子 力 
学 ” 拒 不 承认 . 

于 是 ,在 统计 力学 中 ,两 大 统计 “要 素 ” 是 “ 态 密 度 ” 和 “统计 权重 ”.“ 态 密度 ”分 为 
“ 非 相 对 论 ”" 和 “相对 论 ” 的 ,“ 统 计 权 重 ” 分 为 “ 微 正则 系 综 ”“ 正 则 系 综 ” 和 “ 巨 正则 系 
综 ” 

进一步 ,为 了 在 统计 力学 中 计算 “热力 学 量 ”, 方 便 的 办 法 就 是 引入 “ 配 分 函数 ”. 
“正则 系 综 ” 的 “ 配 分 函数 ”用 Z 表示 .“ 配 分 函数 ?在 统计 力学 中 的 地 位 ,相当 于 “ 波 函 
数 ” 在 量子 力学 中 的 地 位 ,它们 同样 是 所 谓 的 “生成 函数 ”. 

“ 微 正 则 系 综 ” 的 “ 微 配 分 函数 ”就 是 “ 态 密度 ”D (e ), “正则 系 综 ” 的 “ 配 分 函数 ” 


是 Z(e) = (is) [expc- Be)D(e)de, 而 “ 巨 正 则 系 综 ” 的 “ 巨 配 分 函数 ” 纪 (e ) 与 


“正则 系 综 ” 的 “ 配 分 函数 ”Z (e) 之 间 的 关系 是 2 = exp[ > (ziZ,)]( 式 中 


zi = exXp《Bk; ) 为 组 元 i 的 “ 易 逸 度 ” 或 “绝对 活 度 ”). 因 而 ,在 “ 微 配 分 函数 ”"“ 配 分 
函数 ”和 “ 巨 配 分 阴 数 ”3 种 配 分 函数 中 ,“ 配 分 函数 ”是 最 为 关键 的 ,最 为 基本 的 . 

在 巨 配 分 范 数 "中 ,最 常用 的 就 是 针对 “量子 统计 ”Bose 分 布 ? 和 “Fermi 分 布 ” 
的 两 种 “ 巨 配 分 函数 ”. 通 常 ,这 两 种 “ 巨 配 分 函数 ”是 以 其 “对 数 形式 ”出 现 的 ,其 “ 统 
计 权 重 ” 亦 以 “对 数 形式 ”出 现 . 有 时 候 为 了 计算 方便 而 将 “统计 权重 ”恢复 原先 的 形 
式 , 则 经 过 “分 部 积分 ”后 ,它们 的 “ 态 密 度 ” 将 改变 原来 形式 (变化 后 的 形式 被 称 为 
“统计 密度 ”) .当然 ,“ 将 “统计 权重 ’ 恢 复原 先 的 形式 ”有 个 好 处 , 即 可 以 利用 “等 比 级 
数 ” 的 求 和 公式 ,将 “Bose 分 布 "? 和 “Fermi 分 布 ” 的 “统计 权重 ”化 为 许多 “Maxwell 分 
布 “ 统 计 权 重 ” 的 和 .这 样 的 数学 变换 ,似乎 暗示 了 某 种 物理 内 涵 . 

常用 的 最 重要 的 “ 配 分 函数 ”, 莫 过 于 “ 非 相 对 论 ” 的 和 "相对论 ”的 理想 气体 的 
“Boltzmann 分 布 "“Bose 分 布 " 和 “Fermi 分 布 ” 之 “ 配 分 函数 ”.“1 次 s 维 ” 的 所 谓 
“一 般 气体 ”的 “ 配 分 函数 ”和 男 一 种 “相对 论 理想 气体 ”的 “ 配 分 函数 ”, 是 平衡 态 统计 
力学 中 两 个 最 基本 、 最 关键 的 “ 配 分 函数 ”, 尤 其 是 前 者 . 对 这 几 种 配 分 函数 的 形式 
必须 了 然 于 目 、 霓 然 在 胸 , 熟 记 于 心 .熟练 在 手 . 

有 了 正确 的 “ 配 分 函数 ”计算 “热力 学 量 ” 就 基本 上 没有 什么 问题 了 .“ 基 本 上 没 
有 什么 问题 " 指 的 是 可 以 计算 Schrodinger 在 《统计 热力 学 }》 一 书 中 所 说 的 粒子 数 N 
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(或 者 是 “ 巨 正则 系 综 ” 中 的 “平均 粒子 数 ”(N)) 和 内 能 EE 了 .但 是 , 光 会 计算 粒子 数 
N 和 内 能 五 并 不 等 于 就 会 计算 全 部 “热力 学 量 ”, 关 键 的 问题 是 要 能 够 计算 “ 业 ”8 ! 
此 时 就 有 必要 引入 “Boltzmann-Planck 业 公 设 ”. 

“Boltzmann-Planck 炉 公 设 " 原 始 定义 为 $= ksln W, 其 中 W 是 “状态 的 热力 学 


几率 ”. 经 过 Gibbs 的 改造 后 , 炉 公 设 变化 为 $=- ks| pln pdn 并 取得 了 巨大 的 成 


功 .显而易见 ,Gibbs 的 考虑 ,是 以 “ 系 综 理 论 ” 为 统一 出 发 点 的 . 
于 是 ,完整 的 “ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 就 建立 起 来 了 . 


2.1 人 钴 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 己 正 则 系 综 以 及 它们 的 
配 分 师 数 


Gibbs 的 系 综 理论 中 有 3 类 系 综 , 即 “ 微 正 则 系 综 ”、“ 正 则 系 综 ”和 “ 巨 正则 系 
综 ”. 这 3 类 系 综 反映 了 一 个 热力 学 系统 与 环境 或 外 界 之 间 的 联系 : 

(1) 完全 没有 相互 作用 的 系统 被 称 为 “孤立 系统 ”, 而 用 于 描述 “孤立 系统 "平衡 
性 质 的 系 综 就 是 “ 微 正则 系 综 ”. 

(2) 与 外 界 的 “大 热源 "有 热量 交换 的 系统 被 称 为 “ 闭 系 ”, 而 用 于 描述 “ 闭 系 ” 平 
衡 性 质 的 系 综 就 是 “正则 系 综 ”. 

(3) 与 外 界 既 有 热量 交换 又 有 粒子 交换 的 系统 被 称 为 “ 开 系 ”, 而 用 于 描述 “ 开 
系 ? 平 衡 性 质 的 系 综 就 是 “ 巨 正 则 系 综 ”( 或 被 称 为 “7T-w 系 综 ”) . 

在 热力 学 第 一 定律 (例如 dU 表达 式 ) 中 ,等 号 右边 仅 有 2 Xrdx 这 一 项 的 就 


是 “孤立 系统 ”; 又 有 TdS 这 一 项 的 就 是 “ 闭 系 ”; 再 加 上 3)pidN, 这 第 3 项 的 就 是 


“ 开 系 ”. (在 统计 力学 中 ,内 能 用 E 表示 而 不 用 U 表示 ,广义 力 用 Yk = -Xk 表示 而 
不 用 XX 表示 .此 外 ,重复 角 标 可 写成 按 “Einstein 求 和 约定 ”的 形式 .) 

3 类 系 综 的 “统计 权重 ”就 是 * 相 空间 ”的 “ 数 密度 ”, 因此“ 数 密度 ”p 的 求 得 是 问 
题 的 关键 . 

关于 这 3 类 系 综 的 “ 数 密度 ”p 的 求 得 ,各 种 教科 书 上 有 不 同 的 说 法 .例如 ,有 几 
种 教科 书 上 认为 , 可 对 “状态 数 Q (es) 的 对 数 "ln Q (es) 进 行 能 量 s 的 Taylor 
(B.Taylor,1685 一 1731) 展 开 , 然 后 取 1 级 近似 ,就 可 得 到 “正则 系 综 ” 的 “ 数 密度 ”为 
P(e)=exp( 一 7 一 Be). 这 种 说 法 并 不 严格 (主要 是 用 ln Q2(e ) 表 示 的 “ 人 公 设 ” 不 够 
“基本 ”, 而 且 “ 取 1 级 近似 ” 作 何 解释 也 不 够 清楚 ) ,在 物理 上 有 漏洞 . 

在 男 一 些 教科 书 上 ,干脆 将 “Boltzmann 最 可 几 理 论 ” 的 结果 直接 搬 过 来 ,也 写 出 
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“ 数 密度 ”为 p(e) = exp( 一 7- Be) 这 样 的 “正则 系 综 ” 的 式 子 来 . 这 当然 没有 错 ,但 
却 与 “ 系 综 理 论 ” 无 关 , 没 有 任何 意义 . 
Gibbs 的 推导 与 上 述 这 些 方法 完全 无 关 . Gibbs 的 系 综 理论 认为 ,在 平衡 态 统计 
力学 中 ,“ 系 综 数 密度 ”Pp 应 该 是 (1.55) 式 , 即 
PpP(pr qxr)= P(e) (ZL) 
而 “ 系 综 理论 ”所 必须 符合 的 条 件 是 


jjom odf = 0 
0 (2.2) 
3 |oIn od0 >0 
nn 


即 | eln pd 必须 取 极 小 值 (相当 于 对 由 (1.1) 式 所 定义 的 炉 求 极 大 值 ). 换 言 之 ,“ 系 

综 数 密度 ”p 是 Liouville 方程 的 某 一 个 “ 特 解 ", 条 件 是 :由 (1.1) 式 所 定义 的 “ 炳 " 必 
1 e_ \w 让 re | 

须 三 ”一 一 一 二 | 3 KUdk 一 | 入 7 了 3 k 

大 是 极 大 值 . 式 中 dQ = NAdT [ llap dq = | 区 ll dprda | 


(已 代入 由 Stirling 近似 公式 得 到 的 结果 N! = (3) ,0 可 被 理解 为 “能 量 壳 屋 ” 


中 可 达到 的 体积 .积分 
《ln p> = om pdf2 (2.3) 
是 InP 的 平均 值 . | 
在 统计 力学 中 ,dQ 的 不 同 写法 具有 不 同 的 意义 . 当 dQ = (Bs) Japeag, 
时 ,此 dQ(e) 是 “ 系 综 ” 的 “ 微 状态 数 ”, 而 其 中 的 。 是 每 个 “系统 ”的 Hamiltonian; 当 
de 志 IIaped 时 ,此 dQ(e) 是 每 个 “系统 "的 “ 微 状态 数 ”, 而 其 中 的 是 每 个 


“分 子 ” 或 “量子 态 ”( 含 所 有 “能 级 ”) 的 Hamiltonian. 
吴 大 底 先 生 认 为 ,(2.3) 式 的 出 现 完全 是 通过 与 Boltzmann 的 “H 定理 ”的 类 比 
而 得 到 的 : 


| 
H = |fCxeoves Inf xs vest) TT dxedv (2.4) 
k=1 


Boltzmann 的 “H 定理 ”是 根据 “Boltzmann 方程 ”构造 出 来 的 (参阅 本 书 第 5 
章 ). 通 过 对 “Boltzmann 方程 "的 性 质 的 详细 考察 , Boltzmann 证 明了 H 对 时 间 1 的 
微 商 绝 不 会 是 正 的 ,并 且 , 当 且 仅 当 速度 分 布 为 “Maxwell 分 布 " 时 为 零 . 由 于 五 是 从 
下 面 ( 为 它 的 平衡 值 ) 约 束 的 , 它 的 减少 不 能 低 于 这 个 值 ,因而 只 能 趋 于 它 ,同时 
fxx，vi ,tf) 将 趋 于 “Maxwell 分 布 ”.Boltzmann 的 证 明 并 非 严格 的 ,应 当 说 是 相当 
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复杂 和 艰难 的 .若干 年 之 后 ,T. von Karman(1881 一 1963) 才 给 出 了 一 个 “无 懈 可 击 ” 
的 证 明 . 

但 必须 注意 的 是 ,(2.3) 式 对 应 于 平衡 态 而 (2.4) 式 对 应 于 非 平衡 态 ; (2.3) 式 对 
时 间 的 导数 等 于 零 而 (2.4) 式 对 时 间 的 导数 不 大 于 零 . 两 式 尽管 形式 相仿 但 物理 意 
义 完 全 不 同 . 

由 此 可 知 , 积 分 (2.3) 式 的 提出 ,是 有 其 深意 的 ,是 有 其 热力 学 考虑 的 . 
2.1.1 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 中 “ 系 综 数 密度 "的 一 般 性 推导 


1. 微 正 则 系 综 
在 微 正 则 系 综 所 必须 满足 的 “ 变 分 原理 ”中 ,除了 (2.2) 式 之 外 ,还 有 对 作为 “ 约 
束 条 件 ” 的 归 一 化 条 件 


Jedn = 1 (2.5) 
的 限制 ,因此 其 “广义 变 分 原理 ”是 
j| (pinp -ap)dn =0 (2.6) 
nl 
式 中 4 为 "Lagrange 未 定 乘 数 ”. 
由 (2.6) 式 解 出 
和 = 三】 
| 本 ( 当 (e) 委 ee 委 (e)+ 旦 ) (2.7) 
~ 10 ( 当 。 在 能 量 壳 层 之 外 ) 
式 中 人 e)=E 
2. 正则 系 综 


在 正则 系 综 所 必须 满足 的 “ 变 分 原理 ”中 ,除了 (2.2) 式 和 对 作为 “约束 条 件 ” 的 
归 一 化 条 件 的 限制 之 外 ,还 有 对 总 能 量 不 变 


eao 
=《e)》 三 下 (2 
Jean 
的 限制 ,因此 其 "广义 变 分 原理 ?是 
jj(eme-ho+ 加 +pep)dO =0 (2.9) 


式 中 es 是 每 个 “系统 ”的 Hamiltonian,7 和 8 为 “Lagrange 未 定 乘 数 ”( 在 有 些 统计 力 
学 教科 书 中 ,将 7 和 与 后 文 引 人 的 a 混用 ,本 书 认为 二 者 还 是 有 个 区 别 反 0 
由 (2.9) 式 解 出 
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人 二 (2.10) 


p = exp(~— 7 — Be) 
将 (2.10) 式 代 人 归 一 化 条 件 (2.5) 式 ,得 到 “正则 系 综 的 配 分 函数 ” 


Z = exp(7) = |exp- Be dN (2.11) 


n 
从 而 79= In 2Z. 在 系 综 理 论 中 ,“ 系 统 的 配 分 也 数 ” 记 为 Z1( 关 于 “ 配 分 函数 ”, 将 在 下 
面 第 4 段 中 着 重 讨论 ). 于 是 


层 所 元 exp(- Be) (2.12) 


由 (2.12) 式 可 以 看 出 ,“ 系 综 数 密度 ”P 正 是 “统计 几率 ”. 而 “Lagrange 未 定 乘 数 ”7 
正 是 为 了 使 “正则 系 综 ? 的 “ 系 综 数 密度 ”po 同时 具有 “统计 几率 ”的 功能 而 引入 的 . 
由 此 可 以 定义 “正则 系 综 统计 权重 ”为 
fle)= exp(- Be) (2.13) 
在 系 综 理 论 中 ,每 个 “系统 ”的 “Hamiltonian”e 有 了 时候 也 可 以 被 写成 E( 只 要 约 
定 积分 号 下 的 热力 学 量 是 每 个 “系统 ”的 即 可 ) ,故而 (2.12) 式 有 时 候 也 可 以 被 写成 


pr 方 exp(- BE) (2.14) 


3. 巨 正则 系 综 
在 巨 正则 系 综 中 ,“ 系 综 数 密度 ”p = Pp (Ni,px ,qx)，, 即 它 还 与 “粒子 数 ”N;(i 为 
组 元 编码 ) 有 关 , 因 此 “约束 条 件 ” 除 了 (2.5) 式 之 外 ,还 有 


|NieCNis prs qi) dA, = = 《N;» 


DR Tn 


(2.15) 
b> IIw TT Nis ps, qx )df2n, = (e? 


因此 其 “ 广 义 变 分 原理 ”是 
1 . 
2 IIN, | (eIne -0+ 品 - PN + peo)dow =0 (2.16) 
式 中 《和 PB 亦 为 “Lagrange 未 定 乘 数 ”. 必须 注意 的 是 ,由 于 有 时 候 记 By; = - cei (此 
处 引入 了 a, 它 不 同 于 前 面 (2.9) 式 中 的 7) 因 而 Bk4; = - ai 是 另 一 个 “Lagrange 未 
定 乘 数 ”. 
由 (2.16) 式 解 出 


A=1 
| = exp(— 6+ B ON - pe) 17) 


式 中 ki 为 " 系 综 "中 第 i* 组 元 ”的 “化 学 势 ”( 或 “热力 学 势 ”). 
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将 (2.17) 式 代入 归 一 化 条 件 


5 ilexp(- $+ BN- Be)dn =1 (2.18) 
得 到 “ 巨 正则 系 综 的 配 分 函数 ”( 或 " 巨 配 分 函数 ”) : 
| 5 exp(B Op | 
A «hal sd 
Ni TIw. 
2 exp P(2p N, (2.19) 
Te 和 


从 而 $= In Z .于 是 
Sexp[B( ZN， -e)| (2.20) 
由 (2.20) 式 可 以 看 出 ,“ 巨 正则 系 综 ” 的 统计 几率 与 “正则 系 综 ” 的 统计 几率 在 形 
式 上 是 有 差别 的 ,而 "Lagrange 未 定 乘 数 ”* 也 正 是 为 了 使 “ 巨 正 则 系 综 ” 的 “ 系 综 数 
密度 ”P 同时 具有 “统计 几率 ”的 功能 而 引入 的 . 
由 此 可 定义 “ 巨 正则 系 综 统计 权重 ”为 
fCNi,e)= exp[ B( DpiNi: — e)] Cy 
在 (2.19) 式 中 ,前 面 的 求 和 因子 由 于 根据 Stirling 公式 有 (对 7) = ( 读 )“, 故 
可 以 被 化 成 
exp(B> AiNi ) 
本 Ni 


il [二 expCBp) | | 5 [BexpcBr)] (2.22) 


从 而 可 以 看 出 ,在 巨 正则 系 综 中 ,即使 是 (2. 19) 式 中 前 面 的 求 和 因子 ,其 结构 也 十 分 
精巧 .如 果 不 是 这 样 的 结构 ,还 得 不 到 以 下 的 简单 公式 . 
“ 巨 配 分 函数 "有 时 (考虑 以 h "i" 为 单位 的 “ 相 格 ”被 写成 


exp(B2> Niei ) 
Z(e,N)= p> TT | exp(— Be)dPCe) 


2 35) IT [BexpcBr) |] [sr |ec- pe)drCe) | 


a > [Nope)] Zh = IL 2 [Kemer): Z (2.23) 


(BHi ) ] > 
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的 形式 ,其 中 ~ 为 组 元 i 的 维 数 或 自由 度数 , r = Nir; 为 所 有 粒子 的 总 自由 度 
数 .但 因子 h3N" 与 “正则 系 综 ” 中 的 因子 ay 一 样 ,在 通常 情况 下 对 计算 热力 学 量 
的 实用 意义 不 大 (或 许 在 量子 统计 中 有 用 . 若 按 Einstein 约定 求 和 ,指数 r = > Nir， 
有 时 也 简写 为 ”= Niri, 对 i 求 和 .另外 ,也 可 将 -5 因子 归 入 dQ 中 ), 而 且 一 个 


粒子 到 底 占 据 几 个 “ 相 格 "并 不 十 分 清楚 . 
设 组 元 i 的 “ 易 逸 度 " 或 “绝对 活 度 ”为 


zi = exp(Pui)= exp(~ ai) 224 
再 根据 数学 公式 
WA e Ni 可 
2 (Nx) = exp(x) (2.25) 
可 将 (2.23) 式 写 为 
工 二 Il exp(ZiZi) = exp( 2zi21) (2.26) 
因此 ,“ 巨 正则 配 分 函数 ”2 与 组 元 i 的 “正则 配 分 函数 ”Z; 之 间 的 关系 如 下 ， 
Z = exp[ 2) (zi:21) | 中 
式 中 Zi 是 积分 
1 
exp(~ Be)dN(e)= — |exp(— Be)dT'(e) (2.28) 
ry! 
NE 
其 中 dQ = Rm 


当然 也 可 以 将 其 中 的 的 “积分 形式 ”全 部 转换 为 “ 求 和 形式 ”. 

根据 (2.23) 式 ,车 将 对 i 的 “ 连 乘 ”| 和 对 NN; 的 “ 求 和 ”2 的 次 序 颠 倒 过 来 ， 
也 可 以 得 到 同样 的 结果 : 

2Z= 2, [I2™ (B,V,Ni)exp(- aiNi)= 2 1I [Zexp hen - 
= exp( 2)zi2.) (2.29) 

讨论 : 

(1) 通过 识别“, 即 与 目前 已 知 的 物理 学 公式 作 比 对 ,可 以 确定 "Lagrange 未 定 
乘 数 "的 物理 意义 (例如 与 Maxwell 最 可 几 理 论 的 统计 力学 和 Darwin-Fowler 平均 


值 理论 的 统计 力学 作 比 对 ,就 可 确定 B= 0 现 将 以 上 几 个 “Lagrange 未 定 乘 数 ” 
的 物理 意义 归纳 如 下 : 


第 2 章 统计 力学 的 Euler 描述 : 系 综 理 论 69 


和 =1] 
ksT 
7= lnZ (2.30) 
上 InZ 
ai = 一 Bp; 


式 中 ks 为 Boltzmann 常数 ,T 为 Kelvin 温度 ,Ai 为 第 i 组 元 ”的 “化 学 势 ”"( 或 “ 热 
力学 势 ”),Z 是 “正则 系 综 的 配 分 函数 ”,Z 是 “ 巨 正则 系 综 的 巨 配 分 函数 ”. 不 难看 
出 ,“Lagrange 未 定 乘 数 ”" 可 以 是 常数 ,可 以 是 热力 学 量 , 也 可 以 是 某 种 函数 关系 式 . 
(2) 必须 指出 的 是 ,在 “ 系 综 理 论 ” 中 ,刻意 追求 统计 力学 能 对 “粒子 ”作出 什么 
“描述 或 刻画 ”, 正如 Maxwell 和 Gibbs 所 说 ,实在 是 一 种 浪费 .奢侈 和 错误 的 想法 ， 
因而 不 必 拘 泥 于 对 “状态 数 ” 的 “ 求 和 形式 ”. 强调 “ 求 和 形式 ”的 言 下 之 意 , 潜 意识 中 
或 下 意识 中 就 是 试图 追求 对 “粒子 ”作出 “描述 或 刻画 ”.“ 状 态 数 ”的 “ 求 和 形式 ”在 许 
多 场合 很 可 能 是 仅仅 作为 在 推导 过 程 中 的 “ 拐 棍 ? 来 使 用 的 . 而 常用 的 ,方便 的 “积分 
形式 ”, 却 是 “ 系 综 描 述 ” 所 需要 的 ,是 满足 “ 系 综 理论 ”之 前 提 条 件 的 ,同时 由 于 粒子 


数 N-~m, 且 全 const. ,因而 在 数学 上 也 是 被 允许 的 . 在 Gibbs 的 (统计 力学 的 基本 


原理 ) 一 书 中 ,许多 结果 的 推导 就 是 以 “积分 形式 "写成 的 .实际 上 一 些 标榜 “能 够 描 
述 或 刻画 ”粒子 "的 “老式 ?统计 力学 (例如 Maxwell 最 可 几 理 论 的 统计 力学 和 
Darwin-Fowler 平均 值 理论 的 统计 力学 ), 在 计算 过 程 中 也 常常 不 得 不 使 用 "积分 形 
式 ”( 只 是 含糊 其 词 而 已 ). 当然 ,区 别 于 对 “状态 数 ” 求 和 ,对 “能 级 ”的 “ 求 和 形式 ”在 
大 多 数 情 况 下 还 是 必须 坚持 的 . 因此 ,在 “ 系 综 理 论 ” 中 ,对 “状态 数 ” 建 议 采 用 “ 积 
分 ”, 对 “能 级 ” 仍 用 “ 求 和 ”是 方便 .合适 的 .数学 方法 取 何 种 形式 ,基本 上 反映 了 问题 
的 物理 学 内 涵 和 物理 学 家 的 世界 观 . 


2.1.2 巨 正 则 系 综 中 的 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 


在 “ 巨 正则 系 综 ” 中 ,用 得 最 多 的 是 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 . 

在 统计 力学 中 ,除了 Maxwell 分 布 之 外 ,就 是 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 . R. K. 
Pathria 在 《Statistical Mechanics》 一 书 的 “历史 回顾 ”中 说 :“ 截 至 目前 为 止 ,尚未 发 
现 第 3 类 粒子 . (To date, no third category of particles has been discovered. )” 亦 
即 , 到 目前 为 止 , 除 了 这 3 种 分 布 外 ,没有 第 4 种 分 布 . 

“ 巨 正 则 系 综 ” 中 ,“ 系 综 数 密度 ”是 

p= exp(- $+ BiN: - Be) & 3 


对 于 “组 元 数 ” 为 i = 1 的 Bose 分 布 和 ert 分 布 而 言 , 由 (2.27) 式 有 “ 巨 配 分 函数 ” 
的 对 数 


70 统计 力学 
二 PD 5) [exp[L Br 一 :二 但 站 
i i 9 


JexpLB cr a (2.32) 


式 中 e 是 每 个 “系统 ”的 Hamiltonian,f(s)=exp[LB8(4-s)] 是 “统计 权重 ” 

若 组 元 数 "为 1=1 时 的 “ 系 综 " 中 有 N 个 “量子 系统 ”, 设 每 个 “量子 系统 "有 “能 
级 " 数 为 j, 则 所 有 NN 个 "量子 系统 ?共有 N Xj 个 “量子 态 ”. 而 每 个 "量子 系统 "的 “ 统 
计 权 重 ” 可 以 写成 其 中 所 有 “能 级 ”的 “统计 权重 ”的 求 和 形式 : 

fl(ex)= DexpLjB(p — er)]= 2) {expLB(p ~ er)]} (2.33) 


式 中 sx 是 第 个 “量子 系统 ”的 Hamiltonian. 
当 j 了 =0,1,2,3,… 有 许多 种 “能 级 ”( 对 应 于 Bose 分 布 ) 时 ,和 当 j=0,1 有 两 种 
“能 级 ”对 应 于 Fermi 分 布 ) 时 , (2.33) 式 中 每 个 “量子 系统 ”的 “统计 权重 ”就 分 别 是 


1 
fas )= 1 — exp[— BCek — £4)] se (2.34) 
1 + exp[ 一 B(ek 一 4)] 《Fermi 分布) 
或 
fl(et)= {1 和 Fexp[ ~ Ble -4)]}' (“-” 号 Bose 分 布 ,“+” 号 Fermi 分 布 ) 


(2.35) 
在 计算 Bose 分 布 (j =0,1,2,…) 每 个 “量子 系统 ”的 “统计 权重 ”时 ,用 到 了 数学 
中 的 “等 比 级 数 ” 求 和 公式 
5 exp(jx) - 人 (2.36) 
“等 比 级 数 ” 求 和 公式 (2.36) 式 值得 重视 :利用 这 一 求 和 公式 可 以 将 看 上 去 比较 
复杂 的 Bose 分 布 的 “统计 权重 ?化 为 较为 简单 的 " 求 和 形式 ” 
由 于 “ 巨 正 则 系 综 ” 中 的 统计 “生成 函数 ”( 即 “ 母 函 数 ”) 是 “ 巨 配 分 函数 的 对 数 ” 


b=1n Z, 其 中 
之 = exp(t)= exp| >) (ZNKLDA 了 | 一 由 exp(zkZ ) = | A 
( 式 中 Zi =exp(zkZx ) ) 即 “ 巨 配 分 函数 的 对 数 " 必 须 满足 关系 式 In Z = 2 In Zr (或 
5 = 2) 所, 式 中 所 = In Zi), 因而 必须 首先 对 每 个 “量子 系统 ”的 “统计 权重 ”(2. 35) 
式 等 号 两 边 取 对 数 , 然 后 对 k 自 1 至 NN 求 和 .结果 有 
= InZ = 2)In{lFexpt- Bler -4)]) 
大 


(“一 ”号 Bose 分 布 , +” 号 Fermi 分 布 ) (2.38) 
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若 将 ex 理解 为 每 个 经 典 “ 系 统 ” 的 Hamiltonian, 则 (2.37) 式 的 5 也 可 以 被 解释 成 非 
量子 “ 系 综 ” 的 “ 巨 配 分 函数 的 对 数 ” 
对 于 “系统 ”的 Hamiltonian 均 为 e 的 连续 分 布 情况 ,可 将 “ 求 和 ” 换 成 “积分 ”. 此 
时 ,对 应 于 (2.35) 式 的 “统计 权重 ?是 
f(e)= {1 二 exp[ 一 P(e -1)]}' (“- ”号 Bose 分 布 , +” 号 Fermi 分 布 ) 
(2.39) 
将 “统计 权重 ”(2.39) 式 取 对 数 , 然 后 乘 以 “ 微 状态 数 ”dQ (e ) 并 积分 , 则 对 应 于 
42.38) 式 的 “ 巨 配 分 函数 的 对 数 ? 是 


5= InZ=F|In(1Fexp[- PLe - 1]]}dn 


(“一 ”号 Bose 分 布 “+” 号 Fermi 分 布 ) (2.40) 

其 详细 推导 , 亦 可 参阅 D. ter Haar 的 书 《Elements of Statistical Mechanics》 
(Rinehart, New York,1954; 有 中 译本 《统计 力学 基础 》, 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1980). 

讨论 :必须 指出 的 是 ,由 于 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 在 具体 计算 中 十 分 繁复 甚至 
十 分 困难 ,如 果 换 用 “统计 权重 ”来 进行 计算 的 话 ( 这 时 “ 态 密度 ”将 由 于 “分 部 积分 ” 
而 发 生变 化 ) 则 在 大 多 数 情 况 中 将 出 现 Boltzmann 分 布 的 “级 数 ” 表 达 式 ,因而 在 实 
际 分 析 研 究 过 程 中 ,往往 用 Boltzmann 分 布 ( 相 当 于 “级 数 ” 的 第 一 项 ) 来 近似 地 代替 
这 两 种 分 布 . 
2.1.3 关于 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 中 “ 系 综 数 密度 ”的 讨论 


(1) 9 微 正则 系 综 中 “ 系 综 数 密度 ”为 
const. ( 当 (e) 达 e 志 (ee)+ 6e) 


2.4 
0 ”( 当 。 在 能 量 壳 层 之 外 ) We 
@ 正则 系 综 中 “ 系 综 数 密度 ”为 
A 方 exp(- pe ) 
(2.42) 
Z = |exp- Be }df 
@) 巨 正则 系 综 中 “ 系 综 数 密度 ”为 
2 = 六 exp[A( 2 (CAiNi) 一 se) 
A (2.43) 


zi = exp(Bpi) 
Zi = |exp(- pei)d0 


0 
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(2)“ 系 综 数 密度 ”是 统计 力学 赖 以 计算 的 根本 ,因而 其 重要 性 是 不 言 而 喻 的 . 
《3) 求 得 “ 系 综 数 密度 ”的 基本 原理 就 是 “ 焕 极 大 ”. 根 据 “ 炉 极 大 ”原理 ,可 以 得 到 
“ 系 综 理 论 ” 所 必须 符合 的 条 件 是 
aloln pdn =0 
(2.44) 
5 |oln pdN >0 


再 加 上 归 一 化 条 件 
Jean =1 (2.45) 


就 能 够 在 “广义 变 分 原理 ?下 算出 各 类 系 综 的 “ 系 综 配 分 函数 ”( 当 然 在 “正则 系 综 ” 
“ 巨 正则 系 综 ? 情 况 下 还 要 增加 其 他 “约束 条 件 ”) . 
(4)“ 系 综 数 密度 ”中 最 关键 的 是 “ 配 分 函数 ”, 因 而 对 “ 配 分 函数 ”的 探讨 要 格外 
重视 . 
(5) Bose 分 布 和 Fermi 分 布 中 “ 巨 正则 系 综 ” 的 “ 系 综 数 密度 ”具有 某 种 特殊 性 ， 
“ 系 综 巨 配 分 盟 数 "的 对 数 的 “ 分立? 形式 和 "连续 ?形式 分 别 是 
- >;In{1-exp[- Ble -4)]) (Bose 分布) 
夸奖 (2.46) 
2>yln{l1+exp[- BCex — 1)]} (Fermi 分 布 ) 


( 式 中 sx 为 第 k 个 “量子 系统 ”的 Hamiltonian, 若 将 sk 理解 为 每 个 经 典 “ 系 统 ” 的 
Hamiltonian, 则 (2.46) 式 的 5=ln 2Z 也 可 以 被 解释 成 非 量子 “ 系 综 ” 的 “ 巨 配 分 函数 
的 对 数 ”. ) 和 
-|mil 一 exp[ 一 B(e 一 4)]}dQ (Bose 分布 ) 
jnZ = a (2.47) 
|In{1 + exp[- Ble - 4)]}dn (Fermi 分 布 ) 
人 


( 式 中 es 为 每 个 “系统 ”的 Hamiltonian ) . 

(6) Bose 分 布 和 Fermi 分 布 中 “ 巨 正则 系 综 ” 的 “ 巨 配 分 函数 ”还 可 以 化 为 用 
(1.82) 式 中 的 “统计 权重 ”表示 的 形式 (其 好 处 是 ,可 以 利用 “级 数 求 和 公式 ”将 Bose 
分 布 和 Fermi 分 布 中 的 “统计 权重 ”化 为 “Boltzmann 分 布 ”“ 统 计 权 重 ” 的 求 和 形式 ， 
以 便 应 用 “Laplace 变换 ”) ,但 “ 态 密度 ”将 有 所 变化 . 详 见 表 2.5 前 的 讨论 . 


2.1.4 关于 " 配 分 函数 ”的 讨论 


(1)“ 配 分 函数 "这 一 术语 或 概念 是 Darwin 和 Fowler 于 1922 年 首先 引入 的 ， 
R.C.Tolman 称 之 为 “状态 上 的 和 ”, 实际 上 时 至 今日 ,由 于 量子 力学 “能 级 ”概念 的 
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出 现 ,“ 配 分 函数 ”这 一 术语 已 不 仅仅 是 “状态 上 的 和 ”(“sum-over-states”) ,还 同时 是 
“能 级 上 的 和 ”(“sum-over-energy level”). Z 是 德 文 词 Zustandssumme 的 缩写 . 
(Partington 在 1949 年 认为 ,“ 配 分 函数 “这 一 定 不 是 指 Zustandssumme 这 个 词 的 
译名 ”.) 

N. Wiener(1894 一 1964) 在 他 的 《Cybernetics:Or Control and Communication 
in the Animal and the Machine》(2nd ed. ,MIT Press and John Wiley & Sons, Inc., 
1961; 中 译本 《控制 论 》, 科 学 出 版 社 ,1962,1963) 一 书 的 第 2 章 “ 群 和 统计 力学 ”中 指 
出 :在 Gibbs 的 统计 力学 方法 中 ,采用 了 如 下 一 种 手续 ,不 过 这 个 手续 是 隐 含 采用 
的 ,Gibbs 本 人 从 来 没有 清楚 地 意识 到 .这 就 是 把 一 个 复杂 的 偶然 事件 分 解 成 一 个 由 
许多 比较 局 部 的 偶然 事件 构成 的 无 限 序列 一 一 第 1 个 .第 2 个 .第 3 个 ,等 等 ,它们 各 
有 一 个 已 知 的 几率 . 而且 ,这 些 构成 无 限 序 列 的 比较 局 部 的 偶然 事件 的 几率 之 和 ,就 
表示 这 较 大 的 偶然 事件 的 几率 .因此 ,我 们 虽然 不 能 在 所 有 可 能 设想 的 场合 都 用 几 
率 求 和 来 得 到 总 事件 的 几率 一 一 因为 任意 个 零 之 和 仍 为 零 , 但 如 果 总 事件 中 各 个 偶 
然 事 件 能 够 按照 第 1 .第 2、 第 3, 等 等 排列 起 来 构成 一 个 序列 ,其 中 每 一 项 都 有 一 确 
定 的 能 用 一 正 整数 标示 的 位 置 ,我 们 就 能 够 对 全 部 几率 求 和 .”Wiener 此 处 提 到 的 
“对 全 部 几率 求 和 ”, 实 际 上 正 是 “ 配 分 函数 ”的 做 法 . Wiener 接着 说 :“H. LL. Lebesgue 
(1875 一 1941) 对 Gibbs 理论 所 作 的 贡献 ,就 在 于 他 证 明了 ……Gibbs 理论 本 身 并 不 
包含 任何 矛盾 .”(Lebesgue 是 著名 数学 家 ) 

(2)“ 配 分 函数 ”起 到 了 宏观 热力 学 性 质 的 源 函 数 ( 母 函数 、 生 成 函数 ) 的 巨大 作 
用 . 它 在 统计 力学 中 的 地 位 ,相当 于 “ 波 畏 数 ” 在 量子 力学 中 的 地 位 .有 了 “ 配 分 函数 ” 
Z 后 ,统计 力学 的 计算 完全 进入 程式 化 的 阶段 .只 要 写 出 了 问题 的 “ 配 分 函数 ”, 则 所 
有 的 热力 学 量 都 可 以 被 求 出 来 ,当然 只 有 粒子 数 NN、 内 能 EE 和 炉 $S 的 统计 表达 式 是 
最 基本 的 ,其 他 的 统计 表达 式 都 是 衍生 的 . 

(3)“ 配 分 葡 数 ”的 求 得 ,一 如 “状态 上 的 和 ”和 “能 级 上 的 和 ”这 两 种 说 法 所 指 . 
例如 ,对 于 “正则 系 综 ”, 其 中 一 个 “系统 ”的 “ 配 分 函数 ”可 以 有 两 种 表示 : 


Z, = 》jgrexp( 一 Ber ) 或 者 Z; = |gexp(- Be )dQ0, 式 中 f(s)= exp(- Be) 是 “ 正 
则 系 综 统计 权重 ”. 由 于 粒子 数 N->m, 且 亿 -const. ,因而 “状态 上 的 和 ”通常 用 积分 
Zi, = |gexp(- pe)dg 表示 , 但 “能 级 上 的 和 ” 则 因为 “能 级 "不 是 连续 的 所 以 一 般 只 


能 用 求 和 Zl = 》)gxexp( 一 Be ) 表 示 . 


(4) 对 Maxwell 分 布 而 言 , 由 于 粒子 的 全 同性 ( 即 “ 不 可 分 辨 性 ”) ,因而 根据 
Stirling 近似 公式 
InN!= NInN-1)= Nin (全 ) (2.48) 
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即 
EN 
N! = 的 (2.49) 
(与 (2.22) 式 中 的 处 理 相 仿 ) 可 将 “ 系 综 配 分 函数 ”Z 严格 地 定义 为 
六 二 Ni (21) (2.50) 
式 中 Zl 是 一 个 “系统 ”的 “ 配 分 函数 ”. 
于 是 ,定义 
_€ 
Z1 = NZ (2.51) 
更 为 方便 .此 时 
ZB (2.52) 


这 样 做 的 目的 是 为 了 防止 在 粮 计 算 中 出 现 “Gibbs 伴 雇 ”. 所 谓 “Gibbs 伴 廖 " 系 指 , 若 
两 个 系统 中 的 粒子 是 相同 的 , 则 联合 系统 的 “ 炉 差 ”并 不 等 于 零 .具体 说 来 ,在 “Gibbs 
伴 雇 "中 “ 炉 差 ”将 多 出 2Nkeln 2 这 没有 任何 解释 ,不 合 情 理 的 一 项 . 
因此 ,凡是 在 “系统 ”的 “ 配 分 函数 ”Z, 前 有 乘 以 因子 ( 方 ) 的 写法 ,都 表示 “已 经 
不 再 有 Gibbs 伴 证 ”. 
(5)“ 巨 正则 系 综 的 巨 配 分 函数 ”2 由 于 结构 巧妙 ,最 后 可 化 为 较 简单 的 形式 ; 
= exp| 2)ziZ1 | 


zi = EXp(CBHi ) (2.53) 
|: 一 |exp(- Be, )dC2 


Nn 
此 式 也 表明 了 “ 巨 正 则 系 综 的 巨 配 分 函数 ”2 与 “正则 系 综 的 配 分 函数 ”Z 之 间 的 
关系 . 
(6)“ 正 则 配 分 函数 ”Z 与 “ 微 正则 配 分 函数 ”D 之 间 的 关系 如 下 : 


Z = (is) [expc- Be)D (e)de (2.54) 


式 中 DCe) = SA 为 “状态 数 密度 ”( 或 “ 态 密度 ”), 亦 即 “ 微 正则 系 综 配 分 函数 ”， 
(2.54) 式 有 时 候 也 可 以 被 写成 
Z = [Xiexp(- Be )D(e)de] (2.55) 


的 形式 .(2. 55) 式 这 一 形式 的 “正则 配 分 图 数 " 与 (2. 54) 式 之 间 的 区 别 在 于 , 此 
(2.55) 式 形式 中 的 e 是 每 个 “系统 ”的 Hamiltonian ,而 (2.54) 式 中 的 es 是 整个 “ 系 
综 ” 的 Hamiltonian. 关于 “状态 数 密度 ”D (e ) 的 概念 ,将 在 下 面 2.2 节 中 详 述 . 
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(7) 综合 以 上 两 条 可 以 看 出 ,“ 微 正则 配 分 函数 ”D、“ 正 则 配 分 函数 ”Z 和 “ 巨 正 


则 系 综 的 配 分 函数 ”2Z 之 间 有 着 确定 的 关系 . 因而 只 要 知道 “正则 配 分 函数 ”Z ,其余 
两 个 “ 配 分 函数 ”不 难 求 得 . 
关于 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正则 系 综 的 配 分 函数 见 表 2.1 和 表 2.2. 
表 2.1 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正则 系 综 的 配 分 函数 


Dce) = 
微 正则 系 综 的 。 | 当 每 个 系统 的 。 = 》\( 元- )pi 时 , 微 配 分 函数 即 状态 数 密度 是 
配 分 函数 _ I a 
A 欧 (其 他 情况 见 表 2.4) 
= 一 一 1))! 
> -1)! 
Ze) = | 遍 jepc- peydn | = [ms]erpe- Be peede | 


-dQ (e) 
正则 系 综 的 ( 式 中 DC(e)= 为 状态 数 密度 , 亦 即 微 正则 系 综 配 分 取 数 ) 
配 分 函数 正则 配 分 函数 Z 与 微 正则 配 分 函数 忆 之 间 的 关系 如 下 : 
Z = [| ep pe)D(e "de | 
( 式 中 e 是 每 个 “系统 ”的 Hamiltonian) 


Zee = DI (Komp )) [i pl Beyarce) | 


巨 正则 配 分 函数 Z 与 组 元 i 的 正则 配 分 函数 Z; 之 间 的 关系 如 下 : 
= exp| 2) (ZiZi ) | 其 中 Zi = |expc Be; 2 dn 


( 式 中 zi = exp(Bk; ) 为 组 元 i 的 易 逸 度 或 绝对 活 度 ) 
Bose 统计 和 Fermi 统计 中 的 配 分 函数 ,是 以 上 巨 配 分 函数 在 量子 统计 
中 的 具体 化 

~ | I\ 


巨 正 则 系 综 的 
巨 配 分 函数 


表 2.2 Maxwell 分 布 ,Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 统计 权重 和 巨 配 分 函数 


单 组 元 粒子 的 巨 配 分 函数 Z 
Z = > grexpC— Ber) 


大 


= > = [gLexp - Be» JD (Ce)de 
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续 表 
3 种 分 布 | 统计 权重 fe) 单 组 元 粒子 的 巨 配 分 函数 Z 


= = InZ =- yn(1-exp[- Ble -Ap)]) 
Je ln Z DInt expL Bb Ek +- J 


分 布 5= InZ =- |In{1- exp[- Ble — 1) J}DCe) de 


_ 8 
expLBCe -ww)]-1 


fle) = 5= In 过 = In{l+exp[— Bler — 1)]} 
大 


8 
Fermi expCa+ Be)+1 


分 布 5= InZ = |mtl+exp[- Be-p)])DKe)ds 


加 8 
~ exp[LBCe—-p1)]+1 


1. 巨 配 分 函数 在 有 些 书 上 用 马 表 示 . 
2. 在 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正则 系 综 中 ,能 量 。 是 对 每 个 系统 而 言 的 , 求 和 或 积分 是 对 系 综 而 言 的 . 


3. 在 统计 力学 中 ,使 用 B= EFA = 艺 是 方便 的 ,尤其 是 前 者 ,其 中 ks 为 Boltzmann 常数 ,为 Planck 
常数 .实际 上 ,“Boltzmann 常数 ”这 一 称呼 也 是 Planck 命名 的 . 


2.2 统计 权重 f(s) 和 状态 数 密度 D (se) 


系 综 的 “ 配 分 函数 ”中 的 “被 积 函 数 ” 由 两 部 分 的 乘积 组 成 :能 量 在 e>e + de 区 
间 的 “ 微 状态 数 ”"dQ(e ) 和 各 种 “分 布 ” 的 “统计 权重 ”f(e ). 为 了 计算 “ 配 分 函数 ”中 的 
“被 积 函数 ”, 必须 先 得 到 能 量 在 e->e + de 区 间 的 “ 微 状态 数 ”dQ (e) ,而 “ 微 状 态 数 ” 
dQ (e) 又 是 由 “状态 数 密度 ”( 或 “ 态 密度 ”)D (se ) 和 de 的 乘积 构成 ,因此 关键 就 在 于 
计算 “状态 数 密度 ”D (e ). 

在 附录 A 中 引入 了 统计 分 布 ”( 或 在 容积 V 内 ,能 量 在 e 一 e + de 区 间 的 “粒子 
数 ”) dN (e) 的 概念 , 在 前 面 也 引入 了 “统计 几率 ”( 或 “ 系 综 数 密度 ”) 


p= 过 exp(- Be) 或 p = 六 exp[A( 2 (AiNi )— e ) | 的 概念 ;在 附录 A 中 还 涉及 


“分 布 密度 "N' (e) = 6 .本 节 将 着 重 讨论 在 Boltzmann 分 布 .Bose 分 布 和 
Fermi 分 布 中 的 “统计 权重 ”让 (se) ,并 一 般 性 地 研究 “状态 数 密度 ”( 或 “ 态 密度 ”) 
D(e). 实 际 EsN' Ge) = ee = foe De). 


理由 是 简单 的 .统计 力学 中 粒子 按 “ 状 态 数 ”Q (e ) 的 “统计 分 布 ”( 或 “能 量 在 
ee + de 区 间 的 粒子 数 ”)dN (e ) 都 可 以 写成 如 下 简单 的 形式 : 
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dN(e)= f(e)dQ(e) (2.56) 
式 中 es( 在 “ 系 综 理论 ”里 ) 为 “系统 ”的 Hamiltonian. 铬 定义 
D(e) = 他 或 dQ(e)= D(e)de (2.57) 
则 (2.56) 式 就 是 
dN(e)= f(e)D(e)de (2.58) 


式 中 je) 是 “统计 权重 ”或 “几率 密度 ") ,而 D (e ) 被 称 为 “状态 数 密度 ”或 " 态 
密度 ”) 

“ 简 并 度 ”g 一 般 写 在 “统计 权重 ”六 (e ) 中 ,但 也 有 写 在 “ 态 密度 "De ) 中 的 情况 
(这 两 种 写法 都 有 各 自 的 理由 ). 必须 注意 的 是 ,无 论 是 写 在 “统计 权重 "六 (e ) 中 还 是 
写 在 “ 态 密度 ”"D(e) 中 ,“ 简 并 度 ”g 只 能 写 一 次 而 不 能 写 两 次 ， 

关于 “ 简 并 度 ”g 与 “ 自 旋 ”j 的 关系 ,一 般 情况 下 是 8 = 21 + 1. 于 是 ,“ 自 旋 ”j =0 
的 “经 典 粒 子 ”的 “ 简 并 度 "g =1;“ 自 旋 ”j = 去 的 “ 非 经 典 粒子 ”的 “ 简 并 度 ”g = 2.“ 光 
子 ”的 “ 自 施 ”j =1, 按 道理 “ 简 并 度 ”应 该 是 3, 但 一 般 的 教科 书 上 说 “电磁 场 存在 模 波 


条 件 , 满 足 一 个 约束 方程 ,所 以 光子 的 自 旋 简 并 度 g = 2”, 算 是 交代 过 去 了 .实际 上 ， 
L. de Broglie 早 在 1930 至 1940 年 代 曾 经 研究 过 “光子 ”的 问题 ,他 提出 一 种 称 之 为 


“聚合 "的 方法 , 即 一 种 将 “ 自 旋 数 "大 于 方 的 粒子 全 部 分 解 为 自 旋 广 粒子 的 组 合 的 广 
法 .他 认为 “光子 ”不 是 “一 个 ”粒子 ,而 是 “ 自 旋 ”j = 志 的 “两 个 "粒子 的 “复合 体 ”,“ 光 
子 ” 所 满足 的 方程 由 “两 个 “Dirac 方程 "聚合 而 成 ,de Broglie 发 现 用 这 种 “聚合 ” 广 
法 能 够 很 好 地 解释 光 的 中 性 理论 .1934 年 ,de Broglie 在 完全 “正统 ”的 诠释 下 建立 了 
复合 粒子 的 波动 方程 和 一 整套 数学 变换 . W. Heisenberg 很 赞同 de Broglie 的 这 一 
看 法 . 他 后 来 说 ;“ 根 据 1936 年 de Broglie 的 思想 ,光量 子 一 定 是 复合 实体 .作为 一 个 
重大 原理 , 它 所 带 来 的 难题 与 物质 波 发 现 所 引起 的 疑问 同等 重要 .” 重 温 de Broglie 
的 “聚合 理论 ,或 许 对 “光子 的 自 旋 简 并 度 g = 2? 就 比较 容易 理解 了 . 

此 外 ,由 量子 力学 ,s 维 “ 谐 振子 "第 i 能 级 的 “ 简 并 度 ”为 g= 全 1, 见 3.3 
节 中 (3.82) 式 ， 

有 了 “ 简 并 度 ”g 后 ,就 可 以 正确 地 讨论 “统计 权重 ”fe ) 或 “状态 数 密度 "D(e )， 
而 讨论 "统计 权重 ”f(s) 和 “状态 数 密度 ”D (e) 的 目的 ,是 为 了 计算 “能 量 在 -~ 
e+ de 区 间 的 粒子 数 "dN(es ) 或 系 综 的 “ 配 分 函数 "2 


2.2.1 统计 权重 f(g) 
平衡 态 统计 力学 中 最 常用 的 统计 权重 ,就 是 2.1 节 表 2.2 中 所 列 的 3 种 分 布 的 
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统计 权重 Fe ) : 
加 8 
1(e)= ogfBce TIT Bose 分 布 ， 
fle)= gexp(— Be) (Boltzmann 分 布 ) (2.59) 


fl(e)= ee (Fermi 分 布 ) 
其 中 Boltzmann a es nae ind Bose 分 布 和 Fermi 分 
布 的 统计 权重 是 由 “ 巨 正则 系 综 ” 得 到 的 . 式 中 Bx = - 
如 果 从 “ 巨 正 则 系 综 ” 推 导 , 则 Boltzmann 分 布 的 统计 权重 应 应 该 是 
f(se)= gexp[ Ble -4)] (Boltzmann 分 布 ) (2.60) 
由 (2.60) 式 可 以 看 出 , 某 些 统计 力学 教科 书 中 将 “ 巨 正则 系 综 ” 中 的 “Lagrange 未 定 
乘 数 ”a = - pw 与 “正则 系 综 ” 中 的 “Lagrange 未 定 乘 数 ”7 混用 ,原来 是 出 自 此 处 . 
Maxwell 分 布 律 可 视 为 Boltzmann 分 布 的 统计 权重 的 特例 . 
此 外 ,利用 “等 比 级 数 ” 的 求 和 公式 , (2.59) 式 中 的 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 还 可 
以 被 分 别 写成 如 下 形式 : 


oo 


T 9 +1l)igexp[- jp(p -es)] (ee<py) 
fle)=4 一 (2.61) 
3 (+1)igexp[— (j +1)B(e -Ap)] (e> 2) 


每 一 公式 的 上 排 为 i 分 布 ,下 排 为 Fermi 分 布 . 式 中 了 可 被 理解 为 是 数学 上 的 
“项 ” 数 . 
将 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 写成 (2.61) 式 的 形式 是 为 了 对 这 两 种 分 布 也 可 以 首 
先进 行 如 第 3 章 中 所 述 的 Laplace 变换 (而 将 求 和 运算 作为 第 二 步 ). (2.61) 式 个 中 
所 蕴含 的 物理 学 意义 也 值得 玩味 . 


2.2.2 状态 数 密度 D (e) 
状态 数 密度 D Ce) 又 被 称 为 “ 态 密度 ”. 由 于 D(e)= 弹 , 而 且 当 0 = 0《e) 时 


D(e) = 季 ,所 以 只 {要 知道 Q =Q(s) 就 可 以 得 到 D(s ) .与 此 同时 ,关于 2=C(Ce)， 


它 既 与 “ 相 体积 元 ”dm = [l aprdqr 有 关 , 又 与 具体 的 e (pn) 的 形式 有 关 , 因 此 


0 = 0(e) 因 问题 不 同 而 不 同 . 
1. 每 个 系统 “ 微 状态 数 " 的 动量 表象 


(1) 首先 ,必须 注意 的 是 : 由 dT = [dprdq 和 dQ = nd, 可知 
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dN (pr)= [di(CPk) (2.62) 
式 中 N 为 “系统 ”中 的 粒子 数 , 但 一 般 情 况 下 dQ (e) 关 [dQ1(e)]”. 
(2) 其 次 ,关于 “ 微 状态 数 ”. 因为 每 个 系统 的 “ 微 状态 数 ” 


dQ = 高 dT = 志 JTapide' 《2.63) 
由 (2.63) 式 可 知 (2.62) 式 是 对 的 .而 每 个 系统 的 “状态 数 ” 是 
Q1 = /TTap| Tlag. (2.64) 
由 于 (已 隐 含 “系统 ‘Hamiltonian’e 仅 与 系统 动量 p 有 关 ” 的 假设 ) 
[IIag =Vy (2.65) 
因此 每 个 系统 的 “状态 数 ” 成 为 
OQ1 = Elap. (2.66) 


式 中 Y 为 容积 式 中 . 
(3) 一 般 情况 下 ,可 在 (“4 相 空 间 ” 的 ) 动 量 空间 作 “ 球 坐标 ”变换 ， 人 
的 “状态 数 " 可 被 写成 


V | . 
Qi = |p pap js oud|ae = Pdp (2.67) 


即 其 “ 微 状 态 数 ” 是 


dl21 = (2.68) 


吏 RP dP 
如 采 不 是 3 维 动量 和 3 维 坐标 的 “ 相 空 间 ”, 而 是 1 维 动量 和 1 维 坐标 的 “ 相 线 ”， 
“ 相 线 ”长 为 Vo , 则 对 应 于 (2.68) 式 的 是 


= Va) 二 Vo 
a 
如 果 不 是 3 维 动量 和 3 维 兴 标 的 “ 相 空间 ”, 而 是 2 维 动量 和 2 维 坐 标的 “ 相 面 ” 


“ 相 面 "面积 为 Ye , 则 对 应 于 (2.68) 式 的 是 


dp (2.69) 


_ Vow 
综合 这 3 种 情况 ,可 知 do 与 dp 之 间 的 关系 是 
dDi = 一 dp (2.71) 


(4rh? )z (3 这 1)! 


式 中 s 为 “p 相 空间 ”的 “ 维 数 ”( 参 阅 (2.86) 式 ). 
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2. 每 个 系统 的 “ 微 状 态 数 "的 能 量 表象 

以 上 讨论 纯粹 是 “几何 学 ”的 .以 下 讨论 则 着 重 研 究 p 与 es 之 间 的 关系 , 即 “ 力 学 ” 
上 的 要 求 .统计 力学 之 所 以 是 “统计 力学 ”, 就 是 在 统计 中 加 入 了 力学 因素 .将 变量 由 
P 换 成 e 后 ,在 某 些 问题 尤其 是 粒子 之 间 存 在 相互 作用 的 问题 中 ,用 dQ (e ) 和 “ 态 密 
度 ”D(e ) 讨 论 和 计算 都 十 分 方便 . 

以 下 一 般 地 讨论 3 维 动量 和 3 维 坐 标的 “ 相 空 间 ”(y 空间 ) .为 了 讨论 的 方便 , 假 
设 粒 子 ( 气 体 分 子 ) 的 “Hamiltonian”e 仅仅 与 其 动量 p 有 关 . 这 一 忽略 “势能 ”的 假 
定 , 或 许可 以 由 经 典 力 学 中 的 “化 动量 正则 变换 ”或 “化 动能 正则 变换 ”得 到 , 至 于 不 
能 忽略 “势能 ”的 情况 ,可 以 另 作 考虑 ( 详 见 2.6 节 ). 如 果 系 统 ( 粒 子 ) 的 
“Hamiltonian”e 中 不 含 “ 转 动 动能 ”和 “振动 动能 ”, 则 此 系统 是 “ 单 原子 分 子 ”. 在 本 
章 中 ,以 “ 单 原子 分 子 ”理想 气体 作为 研究 的 重心 . 

(1) 首先 ,在 “ 非 相 对 论 ” 条 件 下 ， 


e = 7 2 (2.72) 
将 (2.72) 式 代入 (2.68) 式 后 得 到 
df21 = 2 (和 
开 
(2) 其 次 ,在 “相对 论 ”( 光 子 ) 条 件 下 ， 
e= cp (2.74) 
( 式 中 ec 为 光速 ) 将 (2.74) 式 代 人 (2.68) 式 后 得 到 
dQ = jr hse de (2.75) 
(3) 第 三 ,在 另 一 种 “相对论 ? 条 件 下 ， 
ee = CVD2z+(moc)2 (2.76) 
( 式 中 mo 为 静 质 量 ) 将 (2.76) 式 代 人 (2.68) 式 后 得 到 


dQ1 = Fe VET — (moci)ide (2.77) 
此 外 ,在 较 一 般 的 条 件 下 (i 次 ss 维 ), 同 样 ,为 了 讨论 的 方便 ,假设 粒子 的 
“Hamiltonian”e 仅仅 与 其 动量 有 关 , 至 于 不 能 忽略 “势能 ”的 情况 , 则 另 作 考虑 , 详 
见 2.6 节 . 而且, 系统 同样 是 “ 单 原子 分 子 ”理想 气体 . 
E = CD' = a [p+ + p:] (ZB 
( 式 中 a 为 任意 常 速度 ,1 和 sx 为 一 正 整数 ) 将 (2.78) 式 代 人 (2.71) 式 后 得 到 


oe 
2j* 
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+ 
Bm 


式 中 Yo。 = [1ag. 


除了 第 3 种 情况 (2.76) 式 的 e=c Vp?+ 《moc 六 之 外 ,“ 微 状态 数 ” 的 “能 量 表 
象 "dQ21(e ) 都 可 以 被 包含 在 (2.79) 式 之 内 ,其 中 1 次 s 维 可 以 被 取 为 任意 正 整 数 (在 
第 一 种 情况 中 1!=2,s=3; 在 第 2 种 情况 中 !=1,s=3). 以 下 的 讨论 将 主要 集中 在 这 
两 类 情况 中 . 

可 以 将 根据 以 上 讨论 得 到 的 “ 态 密度 "DCe) 汇 集 在 表 2.3 中 . 


表 2.3 常用 的 3 由 3 维 相 空间 中 的 “ 态 密度 "D(s)( 通 常 统计 方案 ) 


P 与 之 间 的 关系 “ 态 密度 ”D (e)》 
、 Ro _V/2m 加 1 
非 相对 论 条 件 Fe = 7 De)=45( 各) E32 
5 V 

相对 论 ( 光 子 ) 条 件 下 e=cp Dle) = a hcyse 

V - 

相对 论 条 件 下 ese=c Vp*+ 《moc)? DCe)?=72C 有 75e WE2 一 (1120C2 )2 

ET 
e=ap'=a Cp? + + p23 CA4nrh?)31 a ( 志 -1)! 


3. 系 综 " 微 状态 数 " 的 能 量 表象 
以 上 讨论 可 以 方便 地 推广 到 3N 由 3N 相 空 间 (TT 空间 ) 中 .在 3NO3N 相 空 间 
中 ,代替 (2.63) 式 的 是 


3N 
d0 = nw [| dpr dq: (2.80) 
于 是 ,代替 (2.66) 式 的 是 
3N 
f= zl ll dprdq. (2.81) 
由 于 (已 隐 伟 “系统 ‘Hamiltonian’e 仅 与 系统 动量 有 关 ” 的 假设 )， 
True = VAN (2.82) 
k=1 


因而 
oa = |llap, (2.83) 
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式 中 | 了 dpx 是 半径 为 动量 p 的 球 的 体积 VCp). 


利用 数学 公式 (被 称 为 “推广 的 Dirichlet 积分 ”) :半径 为 R 的 1 次 sN 维 球 的 体 
积 是 


| 
Vem (CR)= 全 : m 由 . 和 (2.84) 
人 -2 
(顺便 指出 :J.E.Mayer 和 M.G.Mayer 的 《统计 力学 ) 一 书 附录 III 中 的 有 关公 式 是 
统一 的 “推广 的 Dirichlet 积分 ”(2. 84) 式 的 两 种 特殊 情况 .然而 J. E.Mayer 和 
M.G. Mayer 却 错过 了 此 统一 的 “推广 的 Dirichlet 积分 ”(2. 84) 式 !) 由 此 得 到 代替 
(2.67) 式 的 是 


下 SN 
2 


DO = Vn [人 eT (2.85) 
2 )! 
而 代替 (2.68) 式 的 则 是 
四 
dQ = 2V* (or) 三 -1 (2.86) 
本 


青 考虑 p 与 之 间 的 关系 .注意 :为 了 讨论 的 方便 ,假设 粒子 的 ”Hamiltonian e 
仅仅 与 其 动量 p 有 关 , 至 于 不 能 忽略 "势能 "的 情况 , 则 另 作 考虑 ( 详 见 2.6 节 ). 而且， 
系统 同样 是 “ 单 原 子 分 子 ”理想 气体 . 

(1) 首先 是 (2.72) 式 ,可 得 


3N pi | 
dn = [ 守 (2) ] 7 (2.87) 
(=) 
(2) 其 次 是 (2.74) 式 ,可 得 
eV N E3N-1 
dn = Fry (3N — Yh 人 
(3) 第 三 是 (2.76) 式 ,可 得 
Ee 6 k e [ez — (moc?)* 1] 
dn = 2 人 ) ] ( 汶 - 1)! (2.89) 
2 . 
此 外 ,对 较 一 般 条 件 下 (1 次 s 维 ) 的 (2.78) 式 ,可 得 
AY 
I’ 1 el 


2eV.,  ， (2) 
a 


四 de (2.90) 
(4nrh’ )> NI 


d0 = 
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除了 较为 特殊 的 (2. 89) 式 外 ,较为 一 般 的 (2.90) 式 是 统计 力学 关注 的 重点 . 
(2.87) 式 和 (2.88) 式 实际 上 是 (2.90) 式 的 特例 (对 (2.87) 式 是 1=2,s=3; 对 (2.88) 
式 是 1=1,s=3). 


将 这 些 结果 写成 * 态 密度 "De ) = 如 的 形式 并 归纳 成 表 2.4. 
表 2.4 常用 的 3NG3N 维 相 室 间 中 的 " 态 密度 "D (g) 


P 与 之 间 的 关系 “ 态 密度 ”>D(e) 
3 2N _ 
ee eV m 2 N E 2 1 
非 相对 论 条 件 下 =-p? pc = | ( 肥 ) | 3N 
i (7 
相对 论 ( 光 子 ) 条 件 下 DC eV N . e3N-1 
e=cp nNChc)s CN-—1)1 
相对 论 条 件 下 D(Cey=2 | 1 ) Ne[ez 一 (moc2z)2] 次 -1 
_ 一 一 一 一 一 -于 N \4rChe)’ 3N 
ECVDp + (moc) (i 
Y N 
一 般 情况 下 (1 次 s 维 ) peey= |— 2 ED Ga dh 学-1 
e=ap!=aLp? + + p? 3 . CA4rnh* ) 二 NI “a 


(去 -1)! ( 衬 -1)! 


2.2.3 关于 状态 数 密度 D(e ) 的 讨论 


(1) 类 似 的 条 件 也 可 在 (2.69) 式 和 (2.70) 式 下 的 “ 相 线 ”和 “ 相 面 "中 讨论 . 

(2) 在 态 密度 DCe) 前 除 以 N! = ( 疼 ) ,是 由 于 考虑 了 粒子 之 间 的 可 交换 性 . 

(3) 态 密 度 D(e ) 中 V* 因子 的 出 现 , 表 明 计 算是 在 “TT 相 空 间 ” 中 进行 的 ; 反 过 
来 也 说 明 用 “ 系 综 理 论 ” 讨 论 问 题 ,必然 出 现 VW 因子 . 

(4) 态 密度 D(e ) 实 际 上 就 是 “ 微 正 则 系 综 ” 的 配 分 负数 . 

(5) 由 表 2.3 和 表 2.4 可 以 看 出 ,一 般 情况 下 Q = (0Q21)*; 但 是 一 般 情 况 下 
do2(e) 天 [dCl(e) 1". 

(6) 对 于 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 来 说 ,“ 巨 配 分 函数 ”的 对 数 可 以 被 化 为 用 “ 统 
计 权 重 ” 

fle)= 


8 
exp[LAe — £1) 二 1 (2.91) 


表示 的 形式 : 
b= I Zi = | nt exp[— Ble -AAA)])DCe)de 


也 
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i D(e)de | 2 
| 二 ne) 


其 好 处 是 可 以 利用 “级 数 求 和 公式 ”将 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 中 的 “统计 权重 ”化 为 
“Boltzmann 分 布 “ 统 计 权重 ”的 求 和 形式 ,以 便 应 用 “Laplace 变换 ”, 但 “ 态 密度 ”将 


有 所 变化 .这 种 变化 了 的 “ 态 密 度 ”D (e ) 常 被 称 为 “统计 密度 ”. 例如，: 
em 1 2 人 A 人 ?9 网 [11 好 V 2m i 
(GD 对 e = zp? 的 “ 非 相 对 论 ”理想 气体 ,其 “ 态 密度 "是 D(e) = 45 (5 本) 时 ， 
因而 其 对 应 于 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 中 “ 巨 正则 系 综 ” 的 “ 巨 配 分 函数 ”是 
,A + [In{1 F exp[— PCe ~ AYTIDCe Yde 


= el TT exp[— P(e — 4) ]}de 


--[ 才 (名) ] ($0) a 99) 
(在 运算 过 程 中 使 用 了 “分 部 积分 法 ”. ) 
(2) 对 s = cp 的 “光子 气体 ”, 其 “ 态 密度 "是 D(e) = abse2, 因 而 其 对 应 
于 Bose 分 布 中 “ 巨 正则 系 综 ” 的 “ 巨 配 分 函数 ”是 
5= im 元 =- |In[1 ~ exp(- pe)]D(e)de 


pz | en[l ~ exp(— Be) Jde 


| A ede _ 
[zeneys| (3 | RE 1 (2.94) 
(在 运算 过 程 中 使 用 了 “分 部 积分 法 ”.) 
(3) 对 e=c Vp?”+ (moc)*( 式 中 mo 为 静 质 量 ) 的 “相对 论 气体 ”, 其 “ 态 密 度 ” 


是 D(e)= Fyfeyse vs 一 《moc”*)*, 因 而 其 对 应 于 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 中 
“ 巨 正则 系 综 ” 的 “ 巨 配 分 函数 ”是 
Fs + In(1 fexp[- Bl(e - 1)]}D(e)de 
nn 

a V 有 二 2\2 一 

二 | VE (moc” )“ln{l 于 eXpL — Ble 4) ]}de 

-_[ YY _ 1.1186Nf[ez- (mocz)2]ide 

站 | (38)] \2.95) 


exp[ P(e — 14) |+F1 
(在 运算 过 程 中 使 用 了 “分 部 积分 法 ”.) 
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(4) 对 e=ap!'!=a[p?+…+p?]i( 式 中 a 为 任意 常 速度 ,1、s 均 为 一 正 整数 ) 


2V ja 
‘ft ， “ 态 ”月 a (8) 1 一 1 ， 生态 
的 一般 "气体 ,其 " 态 密度 "是 DCe) = iF7 (有 ) es 因而 其 对 应 


于 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 中 “ 巨 正则 系 综 ”的 “ 巨 配 分 函数 ”是 
5= ln = + |In{1 Fexp[— Be - 1)]}D(e)de 
了 


= + 2 (+) < 
(4nrh?2)21\a (位 -1)! 


| entl + exp[— Ble — 4) |]}de 


Voy -LA 1 | i 
-| (| We 


(在 运算 过 程 中 使 用 了 “分 部 积分 法 ”. ) 在 (2.96) 式 中 已 经 包括 了 (2.93) 式 和 (2. 94) 
式 的 结果 . 

可 以 看 出 ,在 (2.93) 式 至 (2.96) 式 中 后 面 的 积分 内 , “统计 权 重 ” 现 在 化 成 了 

1 
f(e)= exp[L P(e — 4) J+1 di 

但 这 时 的 “ 态 密 度 " 已 不 青 是 原来 的 D(e) 了 .变化 了 的 “ 态 密度 ”现在 已 用 “统计 密 
度 ”"D(e ) 表 示 . 这 一 点 必须 格外 注意 ,否则 将 导致 错误 的 结果 . 

“统计 密度 ”D(e ) 汇 集 在 表 2.5 中 . 

表 2.5 常用 的 3 中 3 维 相 空间 中 的 “统计 密度 "万 (sg)( 用 统计 权重 f(g) 的 统计 方案 ) 


P 与 6 之 间 的 关系 “统计 密度 ”D (e) 
立 
非 相对 论 条 件 下 = zp Doe =a (GP) Bes 
相对 论 ( 光 子 ) 条 件 下 e= cp Dee) = grepessPe 


相对 论 条 件 下 e=c Vp? + Cmoc)? De) = 和 espCe -cm oD: 


天 2 2V's : 1 
e=ap!=aLpi+."+ p?]z ee yr ~ 
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2.3 系 综 理论 中 “ 配 分 函数 ”和 热力 学 量 的 统计 
表达 式 之 间 的 关系 


2.3.1 正则 系 综 配 分 函数 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关系 
(1) 首先 ,关于 能 量 的 平均 值 ,因为 
- | sexp(- Be)d0 


E= (le》 = exp(— Be)dn 
|expc- pe)d0 -|(- 38) 
A _ 
| )In|exp Beydn (2.98) 
所 以 
了 
E =- (2.99) 


其 中 Z = |exp(- pe)d0 是 “正则 系 综 ” 的 配 分 函数 . 
(2) 其 次 ,关于 广义 力 的 平均 值 ,因为 由 Hamilton i 
| 
的 = 30， 0 
(其 中 xx 为 广义 坐标 , Yx 为 广义 力 . 注意 这 里 的 广义 力 Yi 与 热力 学 中 的 广义 力 
X 符号 相反 ) 所 以 有 


国有 exp(~ pe)d0 


(2.100) 


1/1 3 
(Yi)= 一 = 三 (太一 jlexp(~ pe)d0 
[epc-， Be)dn -2(8 5 
记 ;In| exp(- Be)d0 (2.101) 
因而 
1 oln Z 

C7) = 布 2 (2.102) 

特别 对 广义 坐标 是 系统 的 容积 VY, 广义 力 是 压强 已 时 的 热力 学 第 一 定律 ,有 

和 | 

一 B In 2 2 103) 


(3) 第 三 ,关于 灶 , 可 以 直接 引用 (1.10) 式 中 的 第 一 式 , 即 
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$= ks(InZ - 82 ) (2.104) 
根据 (2.99) 式 (2.102) 式 和 (2.104) 式 , 即 

E a -2 

| y, = 广汉 (2.105) 

S$ = ks(InZ- pa) 


立即 可 以 得 到 热力 学 第 一 定律 和 其 他 热力 学 量 .换言之 ,热力 学 第 一 定律 可 以 从 “ 系 
综 理论 ”的 统计 力学 中 被 推导 出 来 . 
反 过 来 ,如 果 热力 学 第 一 定律 是 已 知 的 , 则 也 可 以 导出 某 些 热力 学 量 . 
例如 ,由 热力 学 第 一 定律 dE = Tds - SYrdxn (热力 学 中 的 U ,在 统计 力学 中 
换 写 成 ) 有 
TdS = dE + S\Yidx. =-— d (2 


或 用 有 乘 以 上 式 ,得 


2 )+ Bd x (2.106) 


BP(dE + DYidxs)=— pd)+ 3 Edx (2.107) 
因为 In Z(B,xi ) 的 全 微分 是 
dinZ = ap F 0 (2.108) 
所 以 (2.107) 式 成 为 
B(dE + 27Yxdxe) = df(mZ -622) (2.109) 
上 式 指出 8 也 是 Td5 的 积分 因子 ， | 
B = (2.110) 
将 (2.109) 和 (2.110) 两 式 代 入 (2.106) 式 ,得 到 


dS = kad(InZ - pom) 


或 积分 后 有 
aln Z 
S = ks (InZ ps 
此 即 (2.104) 式 .由 此 可 知 , 从 (2.105) 式 可 以 导出 热力 学 第 一 定律 dE = Tds - 
六/ 了 udxix: 
天 
《2.104) 式 中 的 正则 系 综 配 分 函数 Z 等 于 
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A (S21 ) (2.111) 


其 中 Z; 是 一 个 系统 的 配 分 函数 .如 果 系 统 是 “可 分 辨 的 ”, 则 系数 ( 坟 ) 可 以 不 写 . 


(4) 第 四 ,由 Helmholtz(H.L.F.von Helmholtz,1821 一 1894) 自由 能 下 与 内 能 
E 的 关系 


F=E-TS (2.112) 
可 得 
F =- In2 =- ksTInZ (2.113) 
或 
过 全 |expc- Be)dQ = exp(- BF) (2.114) 


同样 须 注 意 : (2.114) 式 的 形式 比较 特殊 .而 且 , 对 “不 可 分 的 ”系统 来 说 ,正则 系 
综 配 分 函数 Z 取 (2.111) 式 的 形式 . 
因为 系 综 数 密度 可 以 被 写成 (对 系统 而 言 可 以 将 e 写成 五) 


_ exp(- bE) _ exp(— BE) 
fT ZZ exp(- Pr) Se 
因而 ,有 
Pp = expLP(F — E)] (2.116) 
(5) 第 五 ,由 Gibbs 自由 能 G 与 Helmholtz 自由 能 下 之 间 的 关系 式 
G = FF- > (2.117) 
大 
可 得 (以 下 推导 略 去 求 和 符号 2 , 重复 角 标 按 Einstein 约定 求 和 ) 
1 oln Z 
G =- 了 [InZ+ (让 | (2.118) 
当 广 义 坐 标 是 体积 V 时 , (2.118) 式 就 是 
医 志 = ksT|InZ - (十 多 | (2.119) 


注意 用 已 来 代替 广义 力 Yt 时 , (2. 118) 式 等 号 右边 第 二 项 要 变 号 (因为 
G=F+PV). 
(6) 第 六 ,由 烩 互 与 Helmholtz 自由 能 正之 间 的 关系 式 
H= E- OxxYe (2. 120) 


可 得 


aln Z 太 ( 人) (a (| 


aB B\alnxi/)s alnB I (2.121) 


0 
当 广义 坐标 是 体积 VY 时 ,(2.121) 式 就 是 
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H = ko (3m6), + (mY),| a 
(7) 第 七 ,由 等 容 热 容量 Crv 的 定义 
ES ( 夭 ) =- kopr (36), (2.123) 


以 及 内 能 的 表达 式 , 可 得 (注意 1n Z(B8,x ) 中 的 自 变 量 , 此 处 广义 坐标 xx 是 体积 了) 
a kap( 22 8 ) = kaT[T(22) +2(2) | (2.124) 


ap2 aT? aT 
(8) 最 后 ,还 可 以 利用 等 压 热 容量 Cp 的 定义 
Cp = (二 = = kB(55 )， (2.125) 


以 及 熔 的 表达 式 ( 注 意 用 P 来 代替 广义 力 Y 时 , (2.121) 式 等 号 右边 第 二 项 要 变 号 ， 
因为 H=E+ PV) 来 计算 用 “粒子 配 分 函数 ”表示 的 等 “广义 力 ” 热 容量 .计算 结果 是 


c=- 68 总).+( 站 2),]) 
cop (EE): (2 (m2 ~ pF),)), 


= kaPr (Tie)+ ( es (2.126) 
当 广 义 坐 标 是 体积 了 时 ,(2.126) 式 就 是 
ee kaT[ 7 (外) +o) | (Sr (2.127) 


2.3.2 巨 正则 系 综 配 分 函数 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关系 
1. 巨 正则 系 综 中 的 粒子 数 平均 值 (N 和 内 能 巨 =〈z 和 类 S 


巨 正则 系 综 配 分 函数 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 , 也 可 以 仿照 上 述 方法 求 得 . 
但 这 里 换 一 种 方法 ,现在 从 (2.18) 式 出 发 
exp(B op Ni ) 
Tn 一 [eec pe)d0 


i 


= 入 Tv TI pL- DaiN' - Be |dn 


Set 
~N 


el (和 总) Jexp[- DaiN; - pe]dn (2.128) 


式 中 
= 一 Hi (2.129) 
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而 巨 配 分 函数 Z 与 组 元 i 的 正则 配 分 函数 Z; 之 间 的 关系 如 下 : 
Z = expL 2) (z12,) | (2.130) 
并 且 z; =exp(Bp, ) 为 组 元 ; 的 易 逸 度 或 绝对 活 度 . 
对 (2. A 有 


dz = > is SNida, - edp ~ Bde)exp[ ~ DaiN, ~ Be Jdn 


(2.131) 
0 
如 果 力 场 是 保守 的 , 则 有 (注意 : yx = - jx ) 
de = >， dx > dv (2.132) 
EE OXk k 
将 (2.132) 式 代 人 (2.131) 式 ,得 到 
d In 多 = 32 1% ls SNida, ~ edB + BS) Yrdx.) 
i Dow - Be jdn (2.133) 
元 aln Z aln Z aln Z 
dlnZ = 2 Be dart dB + > gx dx (2.134) 
于 是 将 (2.133) 式 与 (2.134) 式 比较 ,得 到 (利用 (2. 129) 式 ) 
__anZ_ 1an2Z 1anzZ 
‘Ne = gai Hi 38 “万 9 
加 glnzZ 
:i (2.135) 
_ 1 3n2Z 
《Yr 有 Oxk 
再 利用 玉 ,F,G ,HH 之 间 的 “Legendre 变换 ”关系 式 
E=F+TS=G+TS+ OxY. = H+ WE 
大 k 
F= G+OxY: = H-TS+ OxY. =E-TS 
(2.136) 


G=H-TS=E-7s- DxrYh =F- DrYs 
H=E- DxrYs = 下 +TS- DxYs =G+TS 
就 可 以 得 到 其 他 的 热力 学 量 的 统计 表达 式 ， 其 中 最 重要 的 是 粒子 数 平均 值 CN 》、 内 
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能 = (e) 和 焙 5S. 即 


2 dalnZ 
Ada; 
E = (ee?) = 2 


S = ks (InZ- pa - Do i 


9ai 


1 anZ, 1 anZ 


a 
_ 39lnZ 
E = (e) =- 2 (2.137) 


9Ni 

其 中 , 炉 5 的 表达 式 可 以 直接 引用 (1.10) 式 的 第 二 式 而 从 “ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 得 
到 .然后 由 此 得 到 热力 学 第 一 定律 .如 果 认 为 热力 学 第 一 定律 是 已 知 的 , 则 焙 和 其 余 
的 热力 学 量 都 可 以 据 此 定律 推导 出 来 . 

2. 巨 正则 系 综 中 的 热力 学 巨 势 J 

在 巨 正则 系 综 中 ,还 有 一 个 较为 特殊 的 热力 学 量 :热力 学 巨 势 J. 

热力 学 巨 势 / 由 下 式 定 义 ; 

J=-PVY= 巨 -TS- 2 Ni (2.138) 


S = ks(InZ - 2p on - 5 2Z) 


根据 (2.138) 式 和 (2.137) 式 和 kpT = 方 以 及 Bi = = 一 aj, 有 


__anZ_1 by ne alnZ 
:y(n i ey )+ Dr 3 


三 这 nF (2.139) 


换言之 , 巨 正 则 系 综 中 热力 学 巨 势 J 的 表达 式 有 点 类 似 于 正则 系 综 中 Helmholtz 自 
由 能 下 的 表达 式 . (2.139) 式 的 形式 也 很 特别 ,因为 
Z = exp(— BR)= exp(BPV) (2.140) 
由 系 绿 的 Helmholtz 自由 能 的 统计 表达 式 , 可 以 得 到 


= p>》 Tv Aijexp[- ble > > iN') Jan 二 exp[ 2 (zz 


= exp(— BI)= exp(BPV) (2.141) 
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从 而 也 有 
2 (zi21)= BPV =- (2.142) 
所 有 “ 配 分 函数 ”和 “ 巨 配 分 函数 ”与 热力 学 量 的 统计 表达 式 总 结 成 表 2. 6. 
表 2.6， 系 综 理论 中 " 配 分 函数 "和 "“ 巨 配 分 函数 "与 热力 学 量 的 统计 表达 式 


系 综 “ 配 分 函数 ”Z 与 热力 学 量 系 综 “ 巨 配 分 函数 ”Z 与 热力 学 量 


系 综 平均 _ainZ 
粒子 数 (N;》 sp 


系 综 的 
内 能 E 


系 综 的 
Helmholtz 


自由 能 FF 


系 综 的 
Gibbs 
自由 能 G 


-nz+ D(A ),) 


系 综 编 S |ks(InZ-B 3 ) k(n2 -8 Be 


(1 
系 综 的 等 容 kapr (2) kup (lB ) 
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2.3.3 关于 系 综 配 分 函数 Z 及 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 关 系 的 
讨论 

(1) 在 推导 系 综 巨 配 分 函数 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 关 系 的 时 候 ,要 用 
到 热力 学 第 一 定律 . 李 政 道 在 《统计 力学 ) 一 书 中 说 :“ 对 统计 力学 ,本 身 完全 可 以 自 
成 体系 的 ,我 们 引入 热力 学 公式 是 说 明 可 以 从 巨 正则 系 综 导出 这 些 热力 学 公式 来 .” 
但 值得 注意 的 是 ,在 统计 力学 中 所 使 用 的 热力 学 公式 与 通常 的 热力 学 公式 之 间 是 有 
微小 差别 的 :在 通常 的 热力 学 公式 中 ,热力 学 第 一 定律 是 

dE = TdS + > Xidxk + Dypidn, 


dF =— SdT + OXidxx + Dridn; 
k i 


(2.143) 
dG =— SdT — >)xkxdXk + Dridn; 
天 i 
dH = TdS - DxxdXi + Dpidn; 
类 i 
而 在 统计 力学 中 所 使 用 的 热力 学 第 一 定律 是 
dE = TdS - OYidxe + DHidN; 
天 i 
dF =- SdT — DO 7kdxk + DruidN, 
E | (2.144) 


dG =— SdT + DxidYr + DAidN; 
k i 


dH = TdS + DxidYr + DAidN, 
大 i 


二 者 之 间 的 差别 在 于 ,通常 的 热力 学 中 的 “mol 数 ”n; 在 统计 力学 中 被 "粒子 数 ”N， 
所 取代 ,因而 统计 力学 中 的 上 并 非 热 力学 中 的 “化 学 势 ”. 在 统计 力学 中 ,“ 化 学 势 ” 
是 NApi ,其 中 NA 是 Avogadro 常数 (上 L.R.A.C.Avogadro,1776 一 1856) .统计 力学 
中 的 &; ,实际 上 是 单 粒 子 ( 对 系统 理论 而 言 ) 或 一 个 系统 (对 系 综 理 论 而 言 ) 的 化 
学 势 

(2) 另外 值得 注意 的 是 ,在 用 “ 配 分 函数 ”Z 或 “ 巨 配 分 函数 ”Z 表示 的 热力 学 量 
的 统计 表达 式 中 ,“ 内 能 ”E 和 ”* 烩 ” 刻 的 形式 有 点 类 似 ,因而 “等 容 热 容量 ”Cv 和 “等 
压 热 容 量 ”Cp 的 形式 也 有 点 类 似 .但 “Helmholtz 自由 能 ”FF 和 “Gibbs 自由 能 ”G 的 
形式 则 有 一 项 之 差 , 原 因 是 “ 焙 "S 的 形式 也 有 一 项 之 差 . 


(3) 因为 a; = -Byi, 所 以 3 = i Se A 


六 亲友 3. 于 是 热力 学 量 的 统计 表达 式 
中 的 对 a; 的 偏 导数 可 以 被 换 成 对 8 的 偏 导数 和 对 4; 的 偏 导数 来 表示 . 由 于 在 “ 开 


系 ” 中 的 热力 学 第 一 定律 中 通常 出 现 的 是 4; ,因而 这 种 变换 是 必需 的 . 
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(4)“ 系 统 理论 ”中 的 配 分 函数 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 , 与 在 “ 系 综 理论 ”中 正 
则 系 综 配 分 函数 Z 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 是 相同 的 ,但 是 二 者 的 物理 意义 完全 不 
同 .“ 系 综 理 论 ” 中 的 统计 对 象 是 “系统 ”, 而 “系统 理论 ”中 的 统计 对 象 是 “粒子 ”. 由 于 
“粒子 ”之 间 是 没有 ( 显 关 联 ) 相 互 作用 的 ,因而 它 实际 上 只 能 被 用 于 “理想 气体 ”的 模 
型 .例如 ,对 Boltzmann 分 布 
dN = 8exp(- 7- pe)d0 (2.145) 
(这 实际 上 就 是 分 立 形式 ax = giexp( 一 7 pex) 的 微分 对 应 ) 而 言 , 有 


N = |an = exp(— 7) | gexp( - pe)d0 
E= | saw = exp( 一 7) | geexp(- ps)d0 (2.146) 


= exp(— 7)(- 罗 )| gexp(- pe )d0 
若 定义 每 个 “系统 ”的 “ 配 分 函数 "Z1 为 
2 | gexp( pe)d0 (2.147) 
则 (2.146) 式 成 为 


6 = Ziexp(— 7) 


E = exp(- D(- 加 )= 才 (- 驼 )=- NN 加 多 (2.148) 


综合 每 个 “系统 ”的 “ 配 分 函数 ”Zl 和 “ 系 综 ” 的 “ 配 分 函数 ”2Z 与 各 热力 学 量 之 间 
的 关系 式 , 可 以 整理 成 表 2.7: 


表 2.7 Boltzmann 分 布 的 配 分 函数 和 热力 学 量 的 统计 表达 式 


用 每 个 系统 的 配 分 函数 Z1 表示 用 系 综 配 分 函数 Z = Z? 表示 
总 粕 子 数 N 


9ln Zi dln Z 
系统 的 内 能 -NaB -a 
系统 的 
Helmholtz | -分 
自由 能 FF 
系统 的 Gibbs N 9ln zi 1 9ln Z 
自由 能 G -Blnmz+ > Er 网 ~ 6 nz+ > 


wo 
[mm r | 


系统 的 给 刀 | 会 [ (各 全 )，+ 忆 (强健 ),] |- 南 [( 强 人) + 于 (于 二 ) 


Xk 3 
系统 广义 力 Naln Z， 1anZ 
了 B AXk B QOXk 
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续 表 


用 每 个 系统 的 配 分 函数 Zi 表示 用 系 综 配 分 函数 Z = Z1 表示 


系统 炉 5 Nks| In 2 -BoB | (nz-p3P) 


系统 的 等 容 热 z 1 
符 量 C， | Nt (3) bp (3 有) 
er | Mp (Me ) + A( ep (BE) + (sp), 


这 些 公式 也 适用 于 满足 经 典 极限 条 件 的 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 . 
在 以 上 这 些 由 “ 配 分 清 数 ”导出 的 热力 学 量 的 统计 表达 式 中 ,只 有 粒子 数 N ,内 
能 E 和 炉 S 的 统计 表达 式 是 最 基本 的 ,其 他 的 统计 表达 式 都 是 衍生 的 .只 要 得 到 了 
粒子 数 N、 内 能 E 和 炉 5, 其 他 热力 学 量 都 可 以 被 推导 出 来 .为 此 ,有 必要 将 这 3 个 统 
计 表 达 式 重新 写 一 遍 : 
N = ZIeXP( 一 了 ) 


9ln Zi 
2 = 一 有 (2.149) 


5 = Nks(In 2 ~ poBF:) 
(5) 为 了 能 避免 出 现 Gibbs 伴 刻 ”, 炉 $ 的 计算 公式 应 改 为 


$= Nks(In Z1 -82 全)- kalnN! 


号 Nka (In Z， 一 829 参 )- Nks(lInN— 1) 
= Nks[InZ1 - POD: + In()] 
- Nke| In( 况 21)- 8 双 ( 记 2 (2.150) 


即 必须 应 用 (2.111) 式 的 定义 .在 新 的 定义 Z1 = XZ: 下 , 粹 S 中 不 再 出 现 “Gibbs 伴 


雇 "因而 它 是 “绝对 炉 ” 即 (2.149) 式 的 第 3 式 ) .一 般 来 说 : 

J 对 “系统 理论 "来 说 ,名 粒子 是 “可 分 辨 的 ”, 则 “粒子 配 分 函数 ”是 Zi ,而 “系统 
配 分 函数 "是 Z= (2Z1)”; 若 粒子 是 “不 可 分 辨 的 ”, 则 “粒子 配 分 函数 ”是 Z1,“ 系 统 配 
分 明 数 ”是 Z = (2Z1)”. 

@ 对 “ 系 综 理 论 ”" 来 说 ,其 中 的 “系统 ”都 是 “不 可 分 辨 的 ”, 因 而 配 分 函数 都 是 
Z= (21)". 

热力 学 量 用 “ 配 分 水 数 ”是 Zi 表示 ,还 是 用 “ 配 分 泪 数 ”是 Z1 表示 ,只 对 焙 S$ 和 


96 统计 力学 


Helmholtz 自由 能 严 及 Gibbs 自由 能 G 有 影响 ;但 是 对 其 他 热力 学 量 是 毫 无 影响 
的 ,因为 ( 方 }) 对 (8,xx ) 的 导数 等 于 零 . 


(6)“ 系 统 理论 "或 “ 系 综 理 论 ” 中 的 Helmholtz 自由 能 和“ 系 综 理论 ”中 的 热 
力学 势 /具有 比较 特殊 、 比 较 简 单 的 形式 .它们 分 别 是 
下 = 一 三 In Z 
(25151) 
=— 三 In Z 


注意 Z 是 “系统 理论 ”中 的 “系统 的 配 分 函数 ”或 “ 系 综 理 论 ” 中 的 “正则 系 综 的 配 分 函 
数 ”, 而 Z 仅仅 是 “ 系 综 理 论 ” 中 的 “ 巨 正则 系 综 的 巨 配 分 函数 ”. 实际 上 ,所 有 其 他 的 
热力 学 量 , 都 可 以 从 (2.151) 式 和 热力 学 第 一 定律 (2.144) 式 中 推导 出 来 . 反 过 来 ,由 
(2.151) 式 和 热力 学 量 " 烂 ”S、“ 广 义 力 ”Yk 和 “粒子 数 ”(Ni 的 表达 式 , 也 可 以 推导 
出 热力 学 第 一 定律 . 

《7) 由 此 可 见 , 在 “系统 理论 ”中 只 要 知道 了 “粒子 配 分 函数 ”ZI 或 “系统 配 分 函 
数 ”Z ,在 “ 系 综 理 论 ” 中 只 要 知道 了 “每 个 系统 配 分 函数 ”Zl 和 系 综 的 “ 配 分 函数 ”Z 


或 “ 巨 配 分 函数 ”Z( 当 然 Z 和 2 之 间 有 一 定 关系 ) ,其 他 任何 热力 学 量 都 可 被 求 出 . 


所 以 ,“ 配 分 函数 ”Z 和 2Z 是 统计 力学 中 的 关键 .有 了 “ 配 分 函数 ”Z 和 Z 后 ,统计 力学 
的 计算 完全 进入 程式 化 的 阶段 .从 这 一 意义 上 来 说 ， 配 分 函数 "的 对 数 在 统计 力学 
中 的 地 位 相当 “ 波 函 数 ” 在 量子 力学 中 的 地 位 . 

9 


__alnZ __alnZ _ 
(8) 考虑 到 = -3 和 (Ni) = - ,或 者 , 反 过 来 考虑 到 B= 后 ( 渤 ) 和 


ci = 站 (于 88- ) ,可 以 看 出 (2.105) 式 和 (2.137) 式 中 5 的 计算 公式 ,实际 上 就 是 


7=InZ 或 5=lnZ 与 焙 $ 之 间 的 Legendre 变换 . 


【 例 2.1】 已 知 :气体 由 两 种 理想 气体 混合 而 成 . 
求证 : Dalton(J. Dalton,1766 一 1844) 定 律 正确 . 
证 : 设 混合 气体 由 第 一 种 气体 的 Ni 个 分 子 和 第 二 种 气体 的 N; 个 分 子 组 成 . 其 配 分 函数 为 


b N N]1 N 
2 = 和 < = | 部 hs) 曾 “ (zs) | 
因此 它 的 Helmholtz 自 pg 
F=—-ksTINZ= Fi+h, 
从 而 混合 气体 的 压强 为 


P =- (和 ) =- (SW) - (SB), = P+ P= N+ Ne) KT 


此 即 Dalton 定律 . 


第 2 章 统计 力学 的 Euler 描述 : 系 综 理 论 97 


【 例 2.2】 已 知 :复合 系统 由 A 和 B 两 个 子 系统 组 成 ,复合 系统 的 能 量 等 于 两 子 系统 的 能 量 
之 和 , 即 e=s4+s2， 
求证 :复合 系统 的 配 分 郴 数 和 Helmholtz 自由 能 分 别 满足 
光 呈 人 
下 = F4 + Fa 
证 :复合 系统 的 配 分 阴 数 为 
Z= Dexp Ber ) = PL- Bl(ef + ef)] 


= (DexpC— Bef ) ) 。 (Dope- Be 7 )= 24 .2 


而 复合 系统 的 Helmholtz 自由 能 为 
F=- ksTlInZ =—- ksT(InZ* +1In2s)= F4 + 下 


2.4 一 些 凋 用 的 配 分 困 数 和 下 配 分 函数 


2.4.1 Boltzmann 统计 中 几 个 重要 的 配 分 函数 


1. 非 相 对 论 气体 
在 非 相 对 论 气体 中 , 单 原 子 分 子 “ 系 统 ” 的 态 密度 是 


D(e)= 7 ma (2.152) 


因此 由 2Z = TCD = i Be )D(e)de] 可 得 其 配 分 函数 为 


福 志 jas( (BE) fetexpc- pe)de] 
N 从 N 六 
-= 人 (er) 
= (55) (2.153) 
其 中 
二 人 (2.154) 
被 称 为 “ 热 波 长 ”. 


2. 相对 论 ( 光 子 ) 气 体 
在 相对 论 ( 光 子 ) 气 体 中 “系统 ”的 态 密度 是 


D(e)= (2. 195) 


Vv 
272 (hc) 

> 和 1 了 < 一， 1 N ZZ 
因此 由 2Z = 动 (Z1)* = 去 [|exp(- pe)D(e)de | 可 得 其 配 分 函数 为 
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Z= 直 [jexp 人 - pe)D(e)de] = 二 [anG)] 
= [ne) ] = [Sy (zc) ] = (Sr) (2.156) 
于 其 中 
A= ni (Bhc) (2.157) 
是 “光子 气体 的 热 波长 ”. 
3. 相对 论 气 体 
在 相对 论 气体 中 , 单 原子 分 子 “ 系 统 ”的 态 密度 是 
D(e)= FF7h VE (mocr)™ (2.158) 
x (hc) 
因此 由 Z = 填 [(Z" = 南 [|exp(- BeYD(e)de | 可 得 其 配 分 函数 为 


= 而 ( 斤 ) ||expc- pe)dpidpsdps] 


= (ek) [Jeep pe vr mand] 


了 。 mac) sinh? cosh éexp(— 7cosh 5)d6] 
27 Nh | 


[sn | 7 Jsinh 2e)sinh éexp(— 7cosh 6)dé | 
eV_\” ,fmoc). | ss ~ 
= | | 7 下 soshC26exp 7cosh 5)de | (2.159) 
式 中 
= mocsinh 《 
四 = moccosh §dé 
2 (2.160) 
| 1+ (二 = cosh é€ 
0 


|» 二 Bmoc’ 
根据 L. Schlifli 于 1873 年 得 到 的 数学 公式 


|coshcvs)exp(- ncosh 56)d6 = K,(7) (2.161) 
0 
式 中 K, (7) 是 虚 宗 量 的 第 二 类 Bessel 函数 (F. W. Bessel,1784 一 1846) ;于 是 得 到 
_ [fev moc 2 
Z = 局 (238%5 Kz (Bmoc ) | (2. 162) 
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此 结果 是 F.Juttner 于 1911 年 得 到 的 .然而 必须 提醒 注意 的 是 ,这 种 “相对 论 ” 
气体 的 配 分 函数 ,其 "相对 论 性 ”只 是 形式 上 的 ,实质 上 并 非 “ 彻 底 2” 相 对 论 的 (被 统计 
的 每 个 “系统 ”的 Hamiltonian 可 能 是 “相对 论 的 ”, 但 统计 力学 并 非 “ 相 对 论 的 ”) . 因 
为 “统计 权重 ”并 非 “ 相 对 论 的 ”, 而 导出 此 “统计 权重 ”的 Liouville 方程 也 并 非 ^ 相 对 
论 的 ”. 即使 对 于 “相对 论 性 ”的 Liouville 方程 ,也 还 存在 着 “ 隐 关 联 ” 的 “ 非 相 对 论 性 ” 
的 问题 .这 里 的 问题 ,仿佛 量子 力学 中 的 Klein-Gordon 方程 或 Dirac 方程 中 的 问题 : 
Klein-Gordon 方程 或 Dirac 方程 所 表现 出 来 的 “相对 论 性 ”只 是 形式 上 的 ,实质 上 并 
非 “ 彻 底 ” 相 对 论 的 ,它们 之 中 仍然 存在 “ 非 相 对 论 性 ”的 “ 非 局 域 ” 关 联 . 当然 , 话 还 得 
说 回来 : “相对论 ”气体 的 配 分 函数 (2.162) 式 ,总 要 比 “ 非 相对 论 ” 气 体 的 配 分 函数 
(2.153) 式 前 进 了 一 大 步 . 

设 K, (7) = 和, 有 递 推 关系 


K’,(7)=— K,1(7)-— vwK.(7) 


(2.163) 
K’,(7)=— Ku (7)+ 7 Ks (7) 
由 此 可 以 计算 各 种 热力 学 量 . 
讨论 : 
(1) 特别 地 , 当 低 温 Bmc? 污 1 时 (今后 略 去 mo 的 下 标 0) ,有 
_ /eV\"/ m 空 
Z = [> 人 exp(— NBmcz2 ) (2. 164) 
而 在 高 温 Brc2< 和 1 时 ,有 
z = (总) (a) 69 


(2) 关于 此 相对 论 气 体 配 分 函数 的 计算 ,还 可 以 应 用 Dirac 的 Hamiltonian 来 
进行 : 
EeE=17.p "+moc (a = 1,2,3,4) 
( 式 中 y。 为 Dirac 矩阵 . ) 或 者 将 Ve: - (moc2)2 写成 oze + icl (moc2) 来 进行 
(olyca 为 Pauli 矩阵 ). 
4. 一 般 条 件 下 的 气体 
一 般 条 件 下 的 气体 的 能 量 与 动量 之 间 的 关系 是 1 次 的 ,其 相 空 间 是 s 维 的 ， 


e = ap! = a[pf + + p:] (2.166) 
而 “系统 ”的 态 密 度 为 
2V /Lf 1 
D 一 3 二 _ + 1 
(e) ts e (2.167) 


Ey) 
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计算 系 综 的 配 分 函数 (分 子 数 N 在 系 综 理 论 中 就 是 “系统 ” 数 ) 最 简单 的 方法 是 


利用 Z = 由 (ZD7 = 南 [|exp(- Be)DCeyde | 和 数学 公式 
| exp(- x)dx = (no-1)1 (2.168) 
0 

于 是 


2V,) |Q i 
[ao (1 
z- 出 (4r 声 2 ) 1 (3 | 


网 ZeYc  ， 出) 
(4xnh2 ) 去 NI \Pa 


eV/ m \ 生 1 a 
可 见 , 非 相对 论 气体 的 配 分 函数 Z = | 全 ( 却 如 jz ) | 和 相对 论 (光子 ) 气 体 的 


ya lexp(— oh 
0 


和 a 


~、 
村 ~ 


| 


| 
| (2.169) 


配 分 函数 Z = | -SK (下 二 | 都 包含 在 (2.169) 式 之 中 .对 于 前 者 ,1 = 2,s = 3， 


你 一 5 对 于 后 者 ,1 =1,s=3,a=c¢. 
特别 地 ,一 个 很 重要 的 情况 是 ,名 ! 未 定 而 s =3, 此 时 系 综 的 配 分 函数 是 


[zm () (了 本 1)!] (2.170) 
只 有 第 三 种 情况 的 相对 论 气体 的 配 分 函数 (2. 162) 式 未 包含 在 其 中 . 这 一 配 分 


函数 比较 特殊 
Boltzmann 统计 中 几 个 重要 的 配 分 图 数 可 列 于 表 2.8 中 . 


表 2.8 Boltzmann 统计 中 几 个 重要 的 配 分 函数 


. 与 s 之 间 的 关系 正则 系 综 配 分 函数 Z 
PE 人 (zB ) A 上 
人 Ma | =[ ER | 

ee e=c Vp + Cme)Y I 0 )K came | 
一 般 情况 下 | 2eV',, 了 人 -1)! 


1 
e=ap! =aLp? + + p28 ey 1)! 
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OD ,在 以 上 计算 正则 配 分 函数 时 ,用 到 了 关系 式 
2 = (2.171) 
当然 也 与 前 面 的 讨论 一 样 ,有 了 时候 也 可 以 利用 Stirling 近似 公 公式 将 Ni 写成 
部 = SY (2.172) 
从 而 可 以 得 到 经 过 改写 的 正则 系 综 配 分 图 数 和 相同 的 关系 式 
和 三 (六 2 二 (2.173) 


式 中 e=2.71828… 是 自然 对 数 的 底 ， (NZ:) 和 


(2) 对 mol 气体 ,所 有 公式 中 的 N 均 换 成 Avogadro 常数 NA， 

(3) 必须 强调 的 是 ,由 于 动量 一 能 量 关 系 e = e(p) 一 般 都 可 以 Taylor 级 数 形式 
展开 成 动量 p 的 攻 级 数 , 因 而 ”一 般 气体 ?的 动量 一 能 量 关 系 e = ap' 及 其 配 分 函数 
有 具有 更 为 广泛 的 实用 意义 :它们 实际 上 可 被 应 用 于 几乎 所 有 (有 不 同 动量 一 能 量 关 
系 ) 的 物理 对 象 . 


2.4.2 Boltzmann 统计 中 的 热力 学 量 
对 一 般 气 体 而 言 ,e = ap' = af pf+…+ p21 次 s 维 ), 其 正则 系 综 的 配 分 图 


数 是 ( 见 表 2.8) 
5 
2eV.s 
rl) a | .100 
2 


-一 


由 表 2.7, 可 得 此 气体 的 内 能 巨 ,Helmholtz 自由 能 下 , 炉 $ ,压强 Ps 为 


__ glnZ _ SN 
9 有 
7 
F=-n2- -Ni, 2eV'iy 1f 天 AN、 
B B | 4rh’yiNI (Ba) | 
(4rh?) (3 1)!| 


= ks(In2- Be (2.175) 


= Nk Ca ZeVo . lr 
人 n (4 月 2 i NI fo 全 


Pp -1o9n2Z_- AN 
PB DY BV',, 
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由 此 可 得 该 气体 的 状态 方程 为 
Po Vi,, 分 二 (2.176) 
此 外 ,由 表 2.7, 等 容 热 容量 Cy 是 
2 
a kop () = Nks (2.177) 
而 Cp 一 Cy 是 
用 9s a DJ Wat ln Y = 
ey oi (3 7 上 V (3 ) = NkaVo “3 = Nks (2.178) 
于 是 
Cp = Nks — TNks - (1 + 了 )Nks (2.179) 
从 而 比 热 比 yY 是 
1+ 字 
y=— = tts (2.180) 
5 5 
1 
讨论 : 


(1) (2.176) 式 和 (2.180) 式 的 结果 与 实验 数据 之 间 的 对 比 , 提 供 了 “空间 是 3 维 
的 "和 “ 非 相 对 论 气体 Hamiltonian 是 动量 的 二 次 齐 次 式 ” 的 有 力 证 据 . 
(2) 由 (2.175) 式 的 第 一 式 , 可 以 得 到 一 人 Ce 


为 T 的 热平衡 状态 的 每 个 “分 子 ”, 其 每 个 自由 度 中 的 能 量 平均 值 是 元 B= Tks T( 式 


中 1 是 广义 动量 p 的 次 数 ). 
(3) 对 这 种 “一 般 气 体 ” 而 言 ,其 “等 炉 压 缩 系数 ”和 “等 焙 弹 性 模 量 ”分 别 是 


xs = 市 和 ks= YP, 式 中 y= 下 . 即 xs 和 ks 与 空间 的 “ 维 数 " 和 “气体 分 子 是 否 相 
对 论 的 "有 关 、 
2.4.3 非 相 对 论 Bose 气体 和 Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 

Bose 气体 和 Fermi 气体 的 “统计 权重 "是 


[ 8 
一 一 一 一 -一 一 一 (Bose 分布) 
apr 
oe A (2.181) 


8 忆 
ee (Fermi 分 布 ) 


(“一 ”号 Bose 分 布 ,“+” 号 Fermi 分 布 ) 
(2. 182) 


_ 8 
1(e) sp[ECe AT 
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其 “" 巨 配 分 函数 的 对 数 ” 的 一 般 形 式 是 
[= |gmtl 一 exp[ 一 B(e 一 4)]}df2 (Bose 分 布 ) 
E=InZ=+ ? 
[le fe (Fermi 分 布 ) 
nl 


(2.183) 


渎 


5= InZ = + |gin{(1F exp[- BLe - #1]}dn 


(一 ”号 Bose 分 布 +” 号 Fermi 分 布 ) (2.184) 
注意 在 使 用 “统计 权重 ”2.181) 式 做 统计 力学 (此 时 可 以 利用 “等 比 级 数 求 和 公式 ”) 时 ， 
和 在 使 用 “ 巨 配 分 函数 的 对 数 ”(2. 184) 式 做 统计 力学 时 不 同 . 在 使 用 “统计 权重 ” 
(2.181) 式 做 统计 力学 时 (以 便利 用 Boltzmann 统计 ),“ 态 密度 ”必须 改 为 “统计 密度 ”. 

1. 非 相对 论 Bose 气体 的 配 分 函数 

首先 ,由 于 Bose 系统 不 受 Pauli 不 相 容 原 理 的 限制 , 当 温度 趋 近 于 0K 时 ,所 有 气 
体 分 子 将 迅速 聚集 到 "能量 基态 ”, 这 一 现象 被 称 为 "Bose-Einstein 凝聚 ”. 为 了 考虑 
Bose-Einstein 凝聚 ,必须 在 “系统 ”的 巨 配 分 函数 的 对 数 中 分 离 出 p=0 的 一 项 , 即 有 


Y 
A 把 (经 ) [Vent -ee ~ 1)de -sm -empcbo] 


Vf 
zs | pzntl ~ exp[B(p ~ e)]}dp - gln[1 -exp(Bu)] 


本 二 | Pain 人 1 — exp| B(p 过 2 ) |)ap — gln[ 1 - exp(Br) | (2.185) 


Bt exp| B(p ) Jap = ( = (学 ) ) fx ln[1 - exp(AA = x dx 


2m 0 


-- (2 De Te 


_ pe P|y ee -下 ( 轩 ) JS (exp(Bp)) 


j 
(2.186) 
所 以 
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= = gV (2 i) Js (exp(Bu))— gln[1 - exp(Bp)] (2.187) 
式 中 ,对 Bose 分 布 而 言 
es (2.188) 


2. 非 相 对 论 Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 
首先 ,对 Fermi 气体 而 言 ,没有 “零点 能 量 ” 的 问题 ,因而 可 以 写 出 “系统 ”的 巨 配 
分 图 数 的 对 数 为 


V 
5= n= 后 ( 生 ) vi 1+ exp[B(p - e)]}de 
0 
- 汪 jn re -区 
= a]7 ml1 + exp p(n 可 | Jap (2.189) 
其 次 ,注意 到 在 Pp 一 wo 处 ,有 
p” p” 
In(1+ exp| B(p -过 )|} =exp| Bp(4 - 2)| ~。 (2.190) 
因此 
2 
gV 『 Bp’ exp| 8(p -大 )] 
5= InZi = 一 | 二 dP 
6z2 天 0 m 1+exp| p(x- 2 )| 
kb 2m" J 
ei de 
67 gi my | ate -£2)]+1 
= gV (2 rs ws) fs (exp( Br)) (2.191) 
式 中 
< 有 
J ri Ziexpt rr i (2. 192) 
而 且 当 <0 时 ,f,(z) 就 是 对 Fermi 分 布 而 言 的 J (z): 
f.(z)= Dt (2.193) 
j=1 


而 J,(z) 可 以 从 新 定义 为 


a (+ 号 Bose 分 布 , - 号 Fermi 分布 ) (2.194) 


j=1 


结论 : 可 以 看 出 , 非 相 对 论 Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 , 就 等 于 非 相 对 论 
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Boltzmann 气体 的 正则 配 分 函数 网 二 二 me) 乘 以 一 个 因子 f3 (exp(Bx)) ;而 非 相 
对 论 Bose ON 则 等 于 非 相 对 论 Boltzmann 气体 的 正则 配 分 函数 


A 乘 以 一 个 因子 /3 (exp( Bk) ) 后 再 减 去 一 项 In[1- exp(pBu )] 


2.4.4 相对 论 Bose 气体 (光子 气体 ) 的 巨 配 分 函数 


相对 论 ( 光 子 ) 气 体 的 自 旋 量子 数 为 1,g =2, 服 从 Bose 统计 .光子 总 数 不 定 ,而 
且 其 化 学 势 <&=0. 相 对 论 ( 光 子 ) 气 体 的 能 量 与 动量 之 间 的 关系 是 s = cp. 
所 以 ,相对 论 ( 光 子 ) 气 体 的 巨 配 分 函数 的 对 数 是 


ln Zi =- |gin[1 — exp(— Phw) Dw)dw 
0 


TC 


V oO 
= 一 | weln[1 — exp(— Bhw) ]dw 
0 


nV 
= hey (2.195) 
Bose 统计 和 Fermi 统计 中 几 个 重要 的 配 分 函数 可 以 被 综合 在 表 2.9 中 ( 表 2.9 
是 表 2.8 的 续 表 ). 
表 2.9 Bose 统计 和 Fermi 统计 中 几 个 重要 的 配 分 函数 


P 与 6 之 间 关系 | Bose 分 布 巨 配 分 函数 的 对 数 In Z， Fermi 分 布 巨 配 分 函数 对 数 In Z， 


3 
m_\¥. 
V( 20) JS CexpC Pp) ) 


号 
pb V 区 “» 5 (expl Bx) ) 
ET 2m -ln[Ll~ expCBp) J (8 | 
光子 xwV 无 
e=cp 45CBhc)’ 
( 当 e>A 时 , 见 例 2.3) ( 当 ee 二 4 时 , 见 例 2.3) 
Bmc’: Sl1 or Bmc’ Sl 时 ， 


也 
V(r) 3¥ CexpL PCp— me?) J) Von) 胡 CexpLBCH— mc? ) J ) 
相对 论 -lnL1-exp(CBCwx 一 mc2))]] Bmc?<&1 时 : 
Bmc?<&1 时 : V/ly 
Vy ] \3 (Bhc) fa (exp Bu)) 
(Bhe) J Cexp Bu) 若 4 之 e, 则 在 上 式 中 作 B=> - 8 的 代 换 
一 InL1~expCpu )]] 即 可 


者 4 之 e, 则 在 上 式 中 作 8 一 -8 的 代 换 
并 在 前 面 取 负 值 即 可 
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Bose 分 布 巨 配 分 函数 的 对 数 ln Z， 


( 当 e 二 A 时 , 见 例 3.9) 


-Ad 《1 上 


续 表 
Fermi 分 布 巨 配 分 画 数 对 数 In Z， 
( 当 ee 全 4 时 , 见 例 3.9) 


_ 2Vw (1 cd 


P 与 e 之 间 关 系 


一 般 情况 2 ) 乞 2 ) 乞 
ge Cdr h” ?二 1 (过 -1)! (C4r h” 21 pa | 
(1 次 s 维 ) * JirLexpCBp) ] -InLl- exp(Bp)] * f¥+1LexpCBp) 
若 4 之 e, 则 在 上 式 中 作 8=> -有 8 的 代 换 | 若 x 二 , 则 在 上 式 中 作 8=> - 8 的 代 换 


并 在 前 面 取 负 值 即 可 即 可 


关于 “一 般 气 体 ” 系 综 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 配 分 函数 及 一 些 热力 学 量 的 计 
算 可 参阅 例 3.9. 
【 例 2.3】 已 知 : 当 es 二 Ap 时 ,Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 “统计 权重 ”可 以 被 写成 求 和 形式 
fle)= 3 《 土 1)igexp[ 一 《jj+1)BCe 一)] (公式 的 上 排 为 Bose 分 布 ,下 排 为 Fermi 分 布 ) 
j=0 


相对 论 气体 的 Hamiltonian 与 动量 之 间 的 关系 是 e=c wpz + mic?. 
求 :此 相对 论 Bose 气体 的 配 分 函数 和 相对 论 Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 ( 设 g = 1). 
解 :在 此 相对 论 气 体 中 “系统 ”的 态 密 度 是 
DCs)= Fe E2 一 《1710C2 )2 
由 于 4 之 e 时 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 “统计 权重 ”是 


fle)= > (+1)igexp[L— Cj +1)8Ce -Am) 
j=0 


yt 1)i8expL- Cj +1)Be+ (j+1)Bnu] 
j=0 
而 对 “统计 权重 ”exp[ 一 (j++1) Be ] 来 说 , “系统” 的 配 分 函数 是 


WN 本 _ 
21 = 人 条 )] prexp[- Cj + 1B Vp: + Cmc)’ jdp ~ [lnLl - expC- Brnc27]j 


2 
一 上 + 1)Bme?) J- 【InL1- expC- Bracz J 


式 中 K; 是 虚 宗 量 的 第 二 类 Bessel 函数 .【lnL1- exp(- Brrcz )]】 是 考虑 Bose-Einstein 凝聚 时 在 
“系统 ”的 巨 配 分 函数 的 对 数 中 分 离 出 来 P= 0 的 这 一 项 (因为 e=c vpz+(Cmc)z 在 忆 =0 时 是 


e= mc’). 
男 外 ,4 之 e 时 此 相对 论 Bose 气体 的 配 分 函数 是 (第 一 行 是 低温 Bmc? 污 1, 第 二 行 是 高 温 

Bmc’ <&1) 

> i) -InL1-expCBCA = me ))] 

二 一 In Z， 一 


y\ Lexp BI (VY Y 
二 ep (三 ) (7 和) — InL1— expCBCpr— mec? ) ) ] 
) = 
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3 
—m _\? a a _ _ 2 
V (pan) J3 CexpLBC1— mc )])- InLl— expCB Cp— mc )) 


Sy( L )J Cexp Bu))— ln[1 - exp Bu) J 
rm ‘Bhc/ 3 


式 中 考虑 Bose-Einstein 凝聚 时 的 那 一 项 现在 是 [InL1- exp(CB(CA- mc*)) ]】, 因 为“ 巨 正则 系 综 ” 
的 “统计 权重 ”现在 是 
exp[ ~ Ble— 4)J]= exp[ -Ble Vpi + Cme)’ — 1) |~ expLB Cp — mc?)J(p ~ 0 时 ); 
此 外 , 当 Brnrc2z<1 时 ,[lnL1l-expC8Cx -mc2))]) 简 化 为 [lnL1-expC8ux 7)]). 
而 As 时 此 相对 论 Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 是 (第 一 行 是 低温 Bmc? 污 1, 第 二 行 是 高 温 
Bmc’ <1) 


9, 1、; CexpCBu) expC— Bme? ) i m 3 
zx- InZ, = 各 人 Cj +1) v (pas) 
= | = 
Yh ,| CexpCBO ON/VA/ 1 YY 
3 A (Cj + 1)3 (3) (phe) 


纪 
Mm _\z? 2 
Vv (nar) fa Cexp Bp - mc) )) 


3 
(Bhc) fCexpc Br)) 


讨论 : 若 A 二, 则 在 4 二 时 的 相对 论 Bose 气体 的 配 分 函数 中 作 8 一 - 8 的 代 换 并 在 前 面 取 
负 值 即 可 ,而 在 ww>e 时 的 相对 论 Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 中 仅 作 8 一 - 8 的 代 换 即 可 . 


【 例 2.4】〗 已 知 :相对 论 气体 分 子 的 动能 与 动量 的 关系 为 es= c Tm. 
求 :相对 论 气 体 分 子 的 热力 学 函数 ， 
解 :理想 气体 的 系 综 配 分 函数 为 


z= (8 ) [fame rapapap] 
N 0 
(Fh [|prexpC- Re vp’ + mer)dp| 
0 
式 中 Ks 是 虚 宗 量 的 第 二 类 Bessel 函数 . 
利用 递 推 关系 
K' (7) = - 开 ， 1 CD- TK 
K’, C7)=— KC7)+ KC7) 
可 算得 


Fe =- Fn 
S= ks (In2Z - pH ) 


ln Z N，/( eVnzc \_N 2 
(zak) B In Kz CBnc ) 


9 
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1| 
六 


V CBmce’ )? Ki CBmc’ ) 
s| In (zoN ss )+ In Ks CAne’ > + 4 + 3C me’ ?7K C foncs | 


ee ee fe "es | 
E=— "8 = N| 号 + mc? Re) 


_3N NN Ki CBmc’ ) 
二 8 + 再 (CRnc YR Cncsy 

Cv = Nka (3+ CBme’)? — Bme’ Kr Cea? | 3 + Bme’ ?| 
亦 可 分 类 考虑 .根据 第 二 类 Bessel 函数 的 取 值 ( 并 忽略 Bose-Einstein 凝聚 , 且 4 =0), 有 


eV m EP 2 2 
(as | expC— NBmc ) CBmc’ > 1) 


(Gy one < 


例如 由 第 二 行 结果 可 得 


F= FinZ = Bin( 了 六 mVY+ :全 mp) 
到 9F _ 3N 
E=F+ph33= 


讨论 :(1) 对 极端 相对 论 气体 有 P= 


(2) 而 对 非 相 对 论 气体 有 P = 
以 上 结论 亦 可 由 (2.176) 式 得 到 . 


【 例 2.5】 已 知 :系统 由 N 个 无 相互 作用 的 分 子 组 成 ,分 子 的 动能 与 动量 的 关系 为 e = ap( 极 
端 相对 论 情况 ). 

求 :此 系 综 的 热力 学 函数 . 

解 : 系 综 的 配 分 函数 和 Helmholtz 自由 能 分 别 为 


1 dl 了 N 
Z= ji | exp- Bap) lapraas = Mn|reme pap?dp | 
[人 1 ) 上 
m2N “Bha 


于 是 
E=F+p( 了 5) = [名 (Br)] = 3N n> = 3NksT 
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5 ) 一 4NKB 


Cv = 人 ， 5 人 ) 


,= 3Nke 和 Ce = (37),, 
【 例 2.6】 已 知 :系统 由 N 个 无 相互 作用 的 分 子 组 成 ,分 子 的 动能 与 动量 的 关系 为 
e= ap’. 
求 :系统 的 压强 ,体积 和 能 量 之 间 的 关系 . 
解 : 系 综 的 配 分 函数 


= 四 1 | 2 3 
Z= rv | exp Bap’) [| dpr da = NI ps pexpC Bap ?dp | 


加 eV 四 
四 (NB ) 
于 是 ,系统 的 内 能 是 
E=- mE= N= NksT 
aB 有 
系统 的 Helmholtz 自由 能 是 
Se eV 
i $in| (Bria) | 
从 而 可 得 压强 为 


即 
PV=E 


【 例 2.7】 已 知 :(1) 非 相对 论 Bose I 
In ,= BV (2 Fs wy JS CexpCBu) )— gln[1 - expCBp) ] 
(2) 非 相 对 论 Fermi 人 
In Z, = BV (Bs sy fs CexpC Bp) ) 


求 :这 两 种 气体 的 平均 粒子 数 (N) .内 能 E 和 和 灶 S. 
解 :(1) 对 非 相对 论 Bose 气体 (注意 a= - i 


_alnZ _ gexp PH) 
‘N) = aa - sv (zr) 及 Cexpl Py + TE CH 
__an2Z _38V/ mm 2 > 
E = aB 一 285 (zm) J3 Cexp Bu) ) 
S = ks(InZ- pa - a p<) 


= = ks (8V (zi57 ) Em Cexp(CB1 )— BuJ3 Cexpl Pr) 7 


8BHpexp(Cpn ) 
gln[1 — exp (Bux) ] nt 


(2) 对 非 相 对 论 Fermi 气体 (注意 a = -Bx) 
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) 及 Cexp(CpB1 ) ) 


m 
2rB he 


__an2Z -_ 
(N) =- -总 = gV( 


__nZ._38V/ mm \i 
E=- NW ~ 2 (mm) expeBr)) 


5 = ks(InZ-p -a 


也 
m 2 | 5 _ 
= kagV{( 3555 [3 fs CexpCBp) )— Buf CexpCBu 7 ) | 


2.5 等 温 -等 压 系 综 和 了- 己 分 布 


2.5.1 等 温 -等 压 系 综 的 配 分 函数 


1. 等 温 - 等 压 系 综 

大 量 与 “热源 ”及 “ 恒 压 强 源 ” 交 换 能 量 并 达到 平衡 ,性 质 结构 相同 ,彼此 独立 ,各 处 
于 不 同 微观 状态 的 系统 的 集合 ,被 称 为 “等 温 - 等 压 系 综 ”, 或 -PP 系 综 (或 B-P 系 综 ). 

2. 等 温 - 等 压 系 综 的 配 分 函数 

等 温 - 等 压 系 综 的 配 分 函数 用 Z 表示 (有 些 统计 力学 教科 书 上 用 Y 表示 ).Z 的 
定义 式 是 


Z'(B,P,N)= |Z(B,V,N)exp(- BPV)dV (2.196) 
0 


由 于 在 系 综 理论 中 ,每 个 “系统 ”的 “Hamiltonian”e 有 时 候 也 可 以 被 写成 E( 只 
要 约定 积分 号 下 的 热力 学 量 是 每 个 “系统 ”的 即 可 ) ,因此 (2.11) 式 可 以 被 写成 


元 过 |exzpC- BE)dn (2.197) 


0 


于 是 


Z' (B,P,N) = ||expe- BE). exp(— BPV)dNdV 
0 
= ||exp[- BCE + PV)Jdndv 
0n 


= ||expc- BH)dQdV (2. 198) 
0 


n 


男 外 ,由 于 (2.114) 式 , 即 
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Z = |exp(- BE)dQ = exp(- BF)) (2.199) 
了 
因此 等 温 - 等 压 系 综 的 配 分 函数 用 Z 又 可 被 写成 


oo 


Z'(B,P,N) = |exp(- BF)). exp(- BPV)dV 


0 


wD 


= exp(— BLF)). |exp(- BPV)dV 


0 


= Cexp(— BCG)) 


注意 :积分 号 下 的 热力 学 量 是 每 个 “系统 ”的 ,而 积分 出 来 的 热力 学 量 则 是 “ 系 
综 ” 的 ,在 这 一 约定 下 ,平均 值 符号 () 可 以 省 上 略 .因而 上 式 也 可 以 被 直接 写成 


= Cexp(— B(F)). exp(— BP(V))= Cexp[- B((F)» + PlV))!] 


Z = Cexp(- BG) (2.200) 
其 中 C 为 积分 常数 . 
于 是 ,等 温 -等 压 系 综 的 配 分 函数 Z 或 可 写成 
Z' (8,P,N)= exp(- BG) = 二 ||exp- BH)dNdVv (2.201) 


2.5.2 ”等温 -等 压 系 综 中 的 热力 学 量 
1. 等 温 - 等 压 系 综 中 的 “ 系 综 数 密度 ” 

在 有 了 “等 温 - 等 压 系 综 ” 的 概念 后 ,原来 的 (2.14) 式 中 的 “ 系 综 数 密度 ”Pp 严格 说 
来 应 该 是 cp , 即 


pp = 广 exp(- PE) = exp[ BP(F - E)] (C2. 202) 
于 是 ,在 等 温 - 等 压 系 综 中 的 “ 系 综 数 密度 ”就 是 py , 即 


pv = 才 exp(- BH) = exp[LB(G - H)] (2.203) 
2. 等 温 - 等 压 系 综 中 的 “热力 学 量 ” 
由 (2.200) 式 ,可 得 


G =- nZ (2.204) 
因此 
5 =- ( 强 ), = ks[Inz -8(29 了 ),] 
(Y) = (天 ) =- 广 (富生 )， (2.205) 
oo = ( 强 )- -到 (全 


112 统 计 力 学 


其 他 热力 学 量 也 可 相应 地 导出 . 
正则 系 综 和 了 工 - 已 系 综 中 有 关 的 配 分 函数 和 热力 学 量 的 对 照 见 表 2.10. 


表 2.10 正则 系 综 和 T-P 系 综 对 照 表 


正则 系 综 T-P 系 综 
9 pp = 去 expC BE)=expLBCF-E)] |pv= 办 expc -BH)=expLBCG-H)] 
Z = exp(- BF) 2 二 
分 盟 数 = [expc- BE)dn = 二 exp(- BHYdQdV 
E= (号 全 (强生 )] -( 强 第 ),] 

mole | -nz ps) ] z - (2 ) ] 
人 =- 和 去 | m2- 2 8 
痊 > ( 攻 w),] 
炳 5= 避 |nZz-p(2o2) | S=ks| mZ'- pan ) | 
广义 力 |Y= 寺 (加 2)， 7 / 
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2.5.3 有 关 T-P 系 综 的 讨论 


(1)“T-P 系 综 ” 与 “正则 系 综 ” 之 间 是 完全 对 称 的 关系 .从 这 两 种 系 综 的 配 分 殴 
数 所 导出 的 热力 学 量 可 以 看 出 ,这 些 热力 学 量 的 表达 式 是 相互 “ 共 轿 ”的 或 “互补 ” 
的 .这 有 点 类 似 于 量子 力学 中 的 “位 形 表象 ”与 “动量 表象 ”之 间 的 关系 .在 正则 系 综 
中 ,可 以 称 之 为 “统计 力学 的 V 表象 ”; 而 在 T-P 系 综 中 ,可 以 称 之 为 “统计 力学 的 
P 表象 ”. 

(2) 了 -已 系 综 中 的 配 分 函数 QZ 与 正则 系 综 中 的 配 分 函数 Z 之 间 的 关系 满足 
(2.196) 式 : 


2'(B,P,N) = |zc8, y,NJexp(- BPV)dV 
0 


(3) 正则 系 综 中 的 配 分 函数 Z 等 于 
Z = exp(- BF)= |exp(- BE)dn 
而 了 -已 系 综 中 的 配 分 函数 Z 等 于 
Z' = exp(- BG) = 上 expc- Br1)dody 
值得 注意 的 是 ,以 上 两 式 中 的 内 能 已 和 烩 五 是 对 系 综 中 的 “系统 ”而 言 的 , 而 


Helmholtz 自由 能 下 和 Gibbs 自由 能 G 是 对 整个 系 综 而 言 的 . 
(4) 正则 系 综 中 的 “ 系 综 数 密度 ”op 等 于 


Op = 声 exp(- BE)= exp[LB(F - E)] 
而 了 -P 系 综 的 “ 系 综 数 密度 "pv 等 于 


ov = exp(- BH) = expL PB(G — H)] 


同样 值得 注意 的 是 ,以 上 两 式 中 的 内 能 E 和 灼 玉 是 对 系 综 中 的 “系统 ”而 言 的 ,而 
Helmholtz 自由 能 下 和 Gibbs 自由 能 G 是 对 整个 系 综 而 言 的 . 
(5) 在 正则 系 综 中 有 一 个 “特殊 的 热力 学 量 ” 的 表达 式 是 Helmholtz 自由 能 F: 


和 jn Z 
匡 济 

而 在 了 -已 系 综 中 有 一 个 “特殊 的 热力 学 量 ” 的 表达 式 是 Gibbs 自由 能 G: 
i 


这 两 个 “特殊 的 热力 学 量 ” 的 表达 式 是 导出 其 余热 力学 量 的 关键 . 
(6) 8 在 正则 系 综 中 和 在 T-P 系 综 中 有 大 致 相仿 的 形式 ,然而 其 细微 之 处 是 
不 同 的 .同时 ,可 以 得 到 (在 同一 个 问题 中 ) 
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InZ-— p(B ), = inZ'- p( 瑟 和 )， 


【 例 2.8】 已 知 :(1) 正则 系 综 的 配 分 函数 为 
Z = exp(- BF)= |expc- BPE) dn 


式 中 下 为 系统 的 Helmholtz 自由 能 ; 
(2) 了 -已 系 综 的 配 分 函数 为 


Z' cB,P,N) = expC- PG) = 去 | expC— BH) dQdV 
0 


求证 :(1) (AE。 AP) = (号 所) 
(2) (AU AV)= (SY ). 
证 ,(1) 因为 
| 
3 =- | Eexpc- BEy dO =—- ZE) =— (Eexp(~ BF) 
计算 中 已 代 人 了 
E=(E)=- J 
由 于 
让 2 a 
3V 38 = PEDexp PF) exp(— BAF) 3V 
= BF)z39F _794E) - py ee 
= B(E)Z 0 -ZH = BIE 3bexpc- BEydn - | BexpC- BEYdN 
= Z(BE35)-( 品 )) 
即 (由 第 二 个 等 号 和 最 后 一 个 等 号 ) 
dp， 1.9E, _ ipo, 1 a(E) 
(37)- 方 ( 强 ) = 《E)( 纱 )- 方 妆 


或 
aF、 gaF、_ 1,a5E、 1 a(E) 
全套 二 人 作坊 
所 以 ,由 dF= -SdT- Pdy 和 dE=TdSs- Pdy 以 及 上 式 , 可 得 
(AE» AP)= ((E- (EY (P- (P))) = (EP) - (E)(P) 


-二 aF,_ 1 1 (a(E) 
= (Ep) + (EY(gy) = (P+(y . 


lI 
wh, 
刘 
see 
< 


最 后 一 步 用 到 了 热力 学 公式 


朱 ), + P= 7( 氏 )， 


于 是 
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(aE + AP) = 【号 下 ) 
(2) 因为 
-A a | 
2 =- Hexpe- BH YdndV =- 2'(H) =- (HYexp- BG) 


计算 中 已 代 人 了 


由 于 
BCH)expC ~ BG YS - exp(- 了 ) 一 


-| 

和 
全 

忆 


,9G _ y' aH) 


B(H)Z 3P 


= El 9G _ 工 || 3 于 2 
= CJ)H Fpexp. BH dNdV Cl) 5Pexp BH)ydNdV 


5 aH, _ ,3H 
2'( mH) 
即 ( 由 第 二 个 等 号 和 最 后 一 个 等 号 ) 

1 ,9H aG、_ 1 a(H) 


4 二 Uy 
(HP -FF(3p) = (FH)(FP -1 


或 
93CG、_ 9G、 ,1,9H,_ 1 9H) 
yn bd] ie dy 
所 以 ,由 dG= -SdT+ VdP 和 dH=Td$+ VdP 以 及 上 式 ,可 得 


(AT .AV= ((H- HCV -CV)» = (HV» — (H»(V) 


~ i Oe a 
= (有 H 之 )- (EX《58》= 方 (Y) a( 下 
= (只 人 ) 

38 /bp 


最 后 一 步 用 到 了 热力 学 公式 
aH aV 
(= 
于 是 


(QH AV) = (Sf ) 


P 


【 例 2.9】 已 知 :定义 ZCN,yY,T) = |zcN,yv,T?expcyy)dV， 式 中 ZCN,V,T) 为 正则 
0 


系 综 的 配 分 函数 .因此 Z'(N,Y,T) 是 等 温 等 压 系 综 (T-P 系 综 ) 的 配 分 函数 ,而 


eo 
7 =- BP = 志 T 


与 此 配 分 函数 对 应 的 特性 函数 是 Gibbs 自由 能 G( 由 dG = -SdT+ VdP): 
GCT,P,N)=- InZ' CN,y,T) 
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冶 性 单 原子 分 3 , _ Fev LyT 
求 : 对 相对 论 性 单 原子 分 子 理想 气体 来 说 , 当 ZCN,V,T) = | 人 (hc) | 时 ,由 


ZCN,Y,T) 确 定 容积 V, 炉 S$ 和 Helmholtz 自由 能 FF. 
解 : 因 为 对 相对 论 性 单 原子 分 子 理想 气体 来 说 ， 


Z'CN,y,T) = |zcN,v,T>exp(- 8pvydv 
0 


高 (zhe) |] Vwexp(- BPV) dV 


宛 
1 
有 
而 与 此 配 分 函数 对 应 的 特性 函数 是 Gibbs 自由 能 G: 
GCT,P,N)=- 方 mZ'CN,7,T) 
和 呈 全 
系统 的 炉 为 
Ss =- ( 强 ) ,= ker (S53) = Nksln| 3 (#8e) 上 ANks 
系统 的 物 态 方程 为 
_ /aGy _N 
V = (58)v = 斋 
即 
py = NksT 
系统 的 内 能 为 


E=G-PY+1S=* =3NkeT 


系统 的 Helmholtz 自由 能 则 为 
| 
过 Yin| ah (Fie) | 有 
讨论 :如 果 ZCN,V,T) 是 非 相 对 论 性 单 原子 分 子 理 想 气体 的 正则 配 分 函数 时 ， 


F JN rr pial 
ZNVT = (a) | = [Y(aB) | 
亦 可 求 得 相应 的 容积 Y, 精 S$,Helmholtz 自由 能 以 及 内 能 E. 


2.6 ”能量 均 分 定理 


通常 的 “能 量 均 分 定理 ”说 的 是 : 当 系统 处 于 热平衡 态 时 ,微观 能 量 ( 即 微观 
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Hamiltonian)e 中 每 一 个 平方 项 的 平均 值 等 于 去 ksT( 或 动 ). 这 个 “能 量 均 分 定理 ” 


最 初 是 由 气体 分 子 运 动 论 引出 的 . 这 一 “通常 的 ”能 量 均 分 定理 的 表述 并 非 完全 严 
格 .严格 的 说 法 应 当 是 : 当 系 统 处 于 热平衡 态 时 ,微观 “Hamiltonian”e 中 “动能 ”的 每 


一 个 平方 项 的 平均 值 等 于 轴 , 式 中 1 为 微观 动量 p 的 “次 ” 数 . 而 微观 “Hamiltonian”e 


中 “势能 ”的 每 一 个 平方 项 的 平均 值 等 于 5, 式 中 1 为 微观 坐标 q 的 “次 ” 数 . 由 此 可 
见 ,“ 能 量 均 分 定理 ”中 “动能 ”的 每 一 自由 度 所 具有 的 平均 能 量 与 此 气体 是 否 是 “ 相 
对 论 的 有关. 通常 “能 量 均 分 定理 ”中方 ksT 的 系数 “去 ”, 已 经 向 世人 暗示 了 他 们 所 
生活 的 时 空 是 “ 非 相对 论 ” 的 . 

最 初 的 “能 量 均 分 定理 ”是 由 J.J. Watersen 于 1845 年 提出 的 .他 在 向 英国 皇家 
学 会 提交 的 一 篇 论文 中 证 明了 分 子 速度 的 方 均 值 与 分 子 的 质量 成 反比 .但 两 个 审 稿 
人 之 一 认为 Watersen 的 论文 是 胡说 八道 ,“ 即 使 只 是 在 学 会 中 宣读 都 不 值得 ”, 因 而 
拒绝 刊登 .直到 40 余年 后 的 1892 年 , 才 由 于 Rayleigh 勋 狠 的 赏识 刊登 在 学 会 的 会 
刊 上 . Rayleigh 勋 曙 在 序 文中 说 ,当时 未 刊登 此 文 “是 一 件 十 分 不 幸 的 事 ,使 对 该 问 
题 的 研究 延误 了 40 余年 ”. 1928 年 ,J.S. Haldane(1860 一 1936) 在 《Watersen 论文 
集 ) 的 序 文中 说 :“ 在 皇家 学 会 悠长 的 历史 中 ,错误 的 后 果 影响 科学 的 发 展 和 英国 科 
学 的 声誉 ,其 严重 程度 莫 过 于 此 .” 

现在 可 以 用 正则 系 综 理 论 来 证 明 它 . 


2.6.1 广义 能 量 均 分 定理 的 证 明 
广义 能 量 均 分 定理 系 指 , 若 在 微观 坐标 4k 和 微观 动量 pk 变化 区 域 的 边界 上 每 
个 系统 的 “Hamiltonian”e 变 为 无 穷 大 , 则 (1) (gk 二 = ksT, (2) (pr 


一 KB 
(1) 利用 正则 分 布 可 写 出 


二 3 3N 
(qx 30-)= C| qr 3s-exp(— Be) [| dpr da 
dk k=1 


dqx 
=- §|a [exp(- Be)] ll dprdar (2.206) 
对 dq 进行 分 部 积分 ,因为 根据 已 知 条 件 有 
[qxrexp(— pe)]-2 =0 (2.207) 


故 
as 、_C 3N 
(qr jE) = § |exp Be) TL dprdq, (2.208) 
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因为 
1 3N 
二 = |exp(- Be) [[ dprdaq (2.209) 
k=1 
所 以 
(qi Ey= = kT (2.210) 
好 大 39， B B 。 


(2) 同样 ,可 以 写 出 
De 加 
二 ce Jp 9p XPp\ Be) [| dpda 


(pr 3p- (2.211) 
2Px |exp- Be) [| dpdgq 
由 于 
-<e exp(- Be)=- ir exp(— Be) | (2.212) 
所 以 上 面 分 式 的 分 子 是 
一 ae 
jz gp XP Be)dpr = A exp(— Be) |dp 
= Bp exp(— Be) | 2 + | emp(- Be )dpx 
= 方 | exp(- Pe)dpx (2.213) 
于 是 ,最 后 得 
EN 
(‘pias = kiT (2.214) 
讨论 : 


(1) 阁 e(p,9)= AS'+e (p,q9), 式 中 是 pi 或 qe 中 的 任何 一 个 ,而 
e’(p,9g ) 中 不 再 含有 &, 则 根据 Euler 定理 有 


de _ 
和 3 = 1(Ak') (2.215) 
应 用 广义 能 量 均 分 定理 ,得 
(6 3) = = 1(46:》 = 育 = = keT (2.216) 
最 后 有 结论 
1 
1 
(Aé!) = 竣 = 了 Ke (2.217) 


(2) et 3N 个 自由 度 ; 广 义 坐 标 为 x ,相应 
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的 广义 力 为 了, (类 =1,…,3N) ;每 个 系统 的 Hamiltonian 为 6; 则 xxYi)= - 全 - 
— 3NksT. 
”证明 是 简单 的 . 由 (2.210) 式 可 得 
(qx oe = ksT (k = 1,…,3N; 不 对 k 求 和 ) (2.218) 
大 
所 以 
(xxx》= 《ze(- Fe ) =-3NkT (k = 1,…,NN; 对 k 求 和 ) 
Xk 
(2.219) 
此 即 “ 位 力 (virial) 定 理 ”. 
(3) 若 广 义 力 来 自 器 壁 的 反作用 力 F 和 分 子 间 的 相互 作用 势能 也 ， 
_m» _ go 
1 (2.220) 
则 由 于 《xxF, = hx- pdA, == a FdV = - 3PV, 可 得 
pV = NksT - 于 (如 了 (2.221) 
Xk 


由 此 可 以 看 出 ,理想 气体 的 状态 方程 PV = NksT 的 前 提 条 件 就 相当 于 分 子 间 的 相 
互 作用 势能 U=0. 


2.6.2 几 种 气体 的 能 量 均 分 定理 


1. 非 相 对 论 气体 的 能 量 均 分 定理 
此 处 的 讨论 是 “能 量 均 分 定理 ”的 最 原始 的 证 明 . 
设 每 个 非 相 对 论 气体 系统 的 Hamiltonian 为 


3 


e = 2) [arp? + bkqg28]+E [2 222) 


k=1 


式 中 & 为 非 平方 项 的 势能 部 分 ,系数 (ak,bx ) 均 大 于 零 . 
因为 ,对 系 综 而 言 ， 


(axpk)= | apiexp(- 7— Be)dNn 


一 |exp[- 7— Ple— arpt )]3 2 | aupiexp[- Parpi ldp. (2.223) 


式 中 7=jinZ. 和 
由 于 (2.222) 式 ,因而 (2.223) 式 的 等 号 最 右边 的 第 一 个 积分 与 pk 无 关 , 而 第 二 
个 积分 就 可 直接 利用 分 部 积分 法 算出 , 即 
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ae Barpi Jdpr = 一 Bb) pedtemt- Barpt ]} 
- 动 {Prexp[- Barpi ]}| + sn 基 | Ne Barp? Jdpe 
= | ooc- Parpi Jdpr: (2.224) 


上 述 积分 过 程 与 变量 qi 无 关 , 故 ak 可 以 是 变量 gx 的 函数 .将 (2. 224) 式 代 人 
(2.223) 式 ,于 是 得 到 


(axrpk) = 者 | exp(- ? - Be)dn = 2 = = 去 kaT (CZ. 225) 
关于 动能 的 “能 量 均 分 定理 ”是 Boltzmann 于 1871 年 提出 来 的 . 
用 相同 方法 也 可 以 证 明 
(bq?) = 六 = 序 kaT (2. 226) 


在 推导 过 程 中 看 出 ,px 和 ge 可 以 是 变量 qx 的 函数 .在 这 一 证 明 中 未 涉及 s 的 “能 量 
均 分 定理 ”. 

2. 相对 论 气 体 的 能 量 均 分 定理 

车 相对 论 气 体 的 “Hamiltonian”e 与 微观 动量 px 之 间 的 关系 为 


2 
3 = p+ pg+pi+mc? (2.227) 


则 有 
(SR) = (CR) = (SP) = ke T 
证 明 同 样 是 简单 的 .将 能 量 与 动量 之 间 的 关系 (2.227) 式 等 号 两 边 对 px 求 偏 导 
数 , 得 


9e 

2e( a) = 2c2 px (2.228) 
于 
9e \_ Cpt ms 

pr (3 记 )= 于 (不 对 k 求 和 ) (2.229) 

应 用 广义 能 量 均 分 定理 (2.219) 式 ,得 

dn2 

(EP) = (ps ) = 二 = ksT (不 对 k 求 和 ) (2.230) 


注意 到 ,在 相对 论 气体 中 ,“ 能 量 均 分 定理 "不 是 去 kaT 而 是 ks7. 
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3.“ 一 般 气 体 ” 的 能 量 均 分 定理 
对 一 般 气 体 而 言 (参阅 表 2.8 或 (2.174) 式 ),e =ap!=afp?+…+p?2]?(1 次 s 
维 ) ,其 正则 系 综 的 配 分 隐 数 是 


2eV,, (2 - a 


(4nh’ i NI\Ba 


可 算得 ( 见 (2.175) 式 第 一 式 ) 其 每 一 分 子 每 一 个 自由 度 上 的 能 量 均 分 定理 是 
LO 
《二 天 汉 7 了 KeT (2.231) 
这 一 结论 与 (2.225) 式 和 (2.230) 式 还 有 (2.217) 式 是 一 致 的 . 
2.6.3 关于 势能 项 的 配 分 函数 及 其 能 量 均 分 定理 


在 (2.215) 式 和 (2.226) 式 中 提 到 了 势能 项 的 能 量 均 分 定理 .势能 项 用 e， 标记 . 
在 (2.215) 式 和 (2.226) 式 中 的 势能 项 可 以 写成 


ep = bq' = b[gf+…+ qi] (1 次 s 维 ) (2.232) 

其 正则 系 综 的 配 分 函数 (仿照 (2.174) 式 的 推导 ) 是 

2e 1 | 
Lr ~ py ge ET (2.233) 
2 本 
而 它 的 内 能 (类 似 于 (2.175) 式 第 一 式 ) 是 
ne 
于 是 ,其 每 一 分 子 每 一 个 自由 度 上 的 能 量 均 分 定理 是 
Do RR 

(ep) = 18 = rkeT 6 235) 


这 一 结论 与 由 (2.215) 式 和 (2. 226) 式 得 到 的 结果 是 相同 的 (在 “ 非 相 对 论 ” 的 “谐振 
子 ” 情 况 下 1 =2; 在 “ 非 相 对 论 ” 的 “重力 势能 ”情况 下 !" = 1). 

【 例 2.10】 已 知 : 理 想 气体 是 由 动能 e 与 动量 p 之 间 的 关系 为 s= ap: 的 N 个 分 子 构成 的 系 
统 (其 中 a，,i 为 常数 ) ,气体 压强 已 是 由 分 子 碰撞 器 壁 产生 的 , V 为 体积 . 

求 :联系 气体 压强 已 与 单位 体积 内 分 子 能 量 E 的 一 般 表达 式 . 

求证 :计算 公式 可 写成 

P= 翅 |pgdNcp) 
设 其 动量 在 p 一 p+ dp 区 间 的 统计 分 布 为 
dNCp)= 4rVv[fF(p)]pzdp 
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式 中 f(p) 为 任意 函数 . 
解 :系统 的 配 分 函数 为 


习 
Z, = 2 | mexp[- Bap' Jdp = 2 (高) | etexzpc- XIdx 
VV /li/3 
= 1( 疡 ) (2 
式 中 p' = 刻 . 于 是 , 系 综 的 配 分 隐 数 (分 子 数 N 在 系 综 理 论 中 就 是 “系统 ” 数 ) 是 
a N 
本 | 到 ( 遍 ) (5 1)! | 
本 题 只 关心 配 分 函数 中 有 用 的 参 景 ,而 略 去 无 用 的 参量 ;因此 


mnZ=N(ny- 了 mp) 


从 而 
pamn2Z_3N 
98 ~ A 
-_ nz-_ Nnv+3N 
a BInV+gInh 
es ,| 
P=- (六 = 全 字 
从 上 述 第 一 个 公式 解 出 秀 = 池 ,并 代入 第 三 个 公式 ,得 到 
-dE 
P73v 


证 :理想 气体 的 平均 能 量 是 


oe 4rNV|s[Lf(p)]pzdp 
因而 用 已 知 的 计算 公式 计算 可 将 气体 压强 可 表示 为 


es 
= | mdNcp) = 3V AnV) | PICP)]Pdp 


-NN | 9e 2 
总 区 drv)|p 中 [LF(Cp)]Jp2zdp 


到 
= av( CE 3V 


»_ ge a(ap!') 
在 计算 中 用 到 了 正则 方程 4 = 3p 和 Euler 定理 p es A lie. 其 中 


tjp CfCp) prdp = (p 闫 ) = = (py) 
可 以 看 出 ,用 已 知 的 计算 公式 计算 ,与 一般 地 用 配 分 函数 计算 ,其 结果 是 相同 的 . 从 而 ,证 明了 
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用 已 知 的 计算 公式 计算 是 完全 正确 的 . 
2.7 统计 力学 中 各 种 统计 方法 之 间 的 逻辑 关系 


2.7.1 系统 理论 作为 系 综 理论 的 特殊 情况 


1. 由 Gibbs 正则 分 布 导出 Maxwell 速度 分 布 律 
在 Gibbs 正则 系 综 的 分 布 中 ,一 个 系统 的 总 能 量 es ,其 中 除 指 定 的 某 一 个 分 子 的 
动能 外 ,还 包括 其 他 分 子 的 动能 ,分子 在 外 场 中 的 势能 以 及 分 子 间 相互 作用 势能 , 即 
€ = 2 [Lp? + p+ ps]+e’ (2.236) 
式 中 s 为 除 分 子 动能 外 的 所 有 其 他 能 量 . 
在 Gibbs 正则 分 布 中 , 相 体 积 元 为 


3N 3N 
dr = [ldaprdq: = [TI ap jdar ce’) 9 Da) 
k=1 kwl 
因而 系 综 的 配 分 函数 为 
_ e N 3N 
Z= 人 |exp- Be) [| dprdq, (2.238) 


于 是 , 某 一 个 分 子 的 分 动量 处 在 p: 一 pe + dpk(k =1,2,3) 区 间 , 而 其 坐标 及 其 余 分 
子 的 动量 可 以 为 任意 值 的 统计 分 布 是 


dN (px)= 未 (#) exp[- Cp + pz + p3) ]|exp(- Be )dr"' (e’) 


= (名 exp[ -多 Bm ( 二 v 十 %) |dwdvadws (2.239) 


2 
由 于 在 推导 过 程 中 未 对 分 子 间 相 互 作 用 势能 的 函数 形式 作 任 何 规定 ,所 以 
Maxwell 速度 分 布 律 对 任何 经 典 系统 均 适 用 .这 就 说 明 ,Maxwell 速度 分 布 律 不 仅仅 
是 “系统 理论 ”的 结果 ,而 且 也 是 更 一 般 的 “ 系 综 理论 ”的 结果 ,因而 它 是 普遍 成 立 的 . 
2. 由 系 综 理论 的 炉 公式 导出 系统 理论 的 业 


系 综 理 论 中 正则 系 综 的 配 分 函数 是 
NN 
z= (Be) = [$Y (zh) ] (2.240) 
而 烂 与 配 分 函数 之 间 的 关系 是 
$= ks (In2 - BoP) (2.241) 


由 (2.240) 式 和 (2.241) 式 ,主要 是 (2.240) 式 ,可 以 十 分 自然 ,十 分 简洁 地 得 到 
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系统 理论 中 的 炉 表达 式 , 并 由 此 可 以 得 到 其 他 热力 学 量 的 表达 式 , 从 而 将 过 时 的 “ 系 
统 理论 "完全 纳入 “ 系 综 理 论 ” 的 特殊 应 用 之 中 
【 例 2.11】 已 知 :系统 中 分 子 数 为 N ,理想 气体 自由 膨胀 前 后 的 容积 分 别 为 Vi 和 VV;. 


求 :理想 气体 自由 膨胀 前 后 的 炳 变 ( 参 阅 例 A.1). 
解 : 用 系 综 理 论 解 此 题 .因为 系 综 的 配 分 胃 数 是 


z= [Y (za) 了 


而 入 与 配 分 函数 之 间 的 关系 是 
$= ks(InZ- 8) 
所 以 ,由 
InZ = N|1 +lnV-lInN+ Sin(287 )- in | 
可 得 
Vs 
52 ~ 5S) = Nkaln( ) 


两 种 方法 所 得 结果 是 一 样 的 ,而 且 由 系 综 理论 得 到 这 一 结果 的 过 程 更 为 简洁 . 
【 例 2.12】 已 知 :系统 由 入 个 独立 的 粒子 组 成 ,每 个 粒子 只 有 土 eo 两 个 能 级 ;系统 的 总 能 量 
e= Meo,(M= —N,*…,N). 


求 :系统 的 烂 和 温度 (参阅 例 A.2). 
解 :用 系 综 理 论 解 此 题 .同样 ,因为 系 综 的 配 分 函数 是 


= desi ) 


而 箭 与 配 分 函数 之 间 的 关系 是 
$= ka(InZ -Pe) 


所 以 ,由 
Z(N,B) = ZON, ,Pp)。 ZN.,B) 


ZCN:,p) = [wa) 


ZN- ,Bb)= [各 (2 


i 5 3 ee 
$=— ksCN, ln N,+ N- In N- )+ Nke + Nkeln V+ Nkaln ( Bi ) 


Ee 名 | 3 in(Y3)+ N+ MV) | 5 Nps 


2 2 2 


3 ,地 
+ Nkeln V + Nkaln (hz ) 
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1-925_. 1925. ken(N-M) 
T eg eoaM 2eo ‘N+M 


两 种 方法 所 得 结果 是 一 样 的 ,而 且 由 系 综 理论 得 到 这 一 结果 的 过 程 更 为 简洁 . 


【 例 2.13】 已 知 : 自 旋 为 万 的 粒子 处 于 外 磁场 B 中 时 ,粒子 只 有 与 及 平行 或 反 平 行 两 个 非 


简 并 的 自 旋 态 ,相应 的 能 量 为 sf = 一 KsB,e = + JLB, 系 统 的 内 能 为 E= (CN; -Nes. 现 有 N 
个 此 类 近 独 立 粒 子 在 外 磁场 中 达到 平衡 ,对 应 的 粒子 数 分 别 为 Nf 和 N,，，N+ + N, = N， 

求 :系统 的 烂 和 温度 (参阅 例 A.3). 

解 : 用 系 综 理 论 解 此 题 .同样 ,因为 系 综 的 配 分 函数 是 


A 


s= ks(InZ- 8) 


而 业 与 配 分 也 数 之 间 的 关系 是 


所 以 ,由 


eV/_m_ \2]Nt 
ZN 8) = [RY (Bm) 


zp [各 (55) 


可 得 
= 一 KsCNlnN +NyinN)+ BNks + Nkoln V + 3 Nkaln (22% ha ) 
= 一 Nks| 计 (1 + 寺 )In(1 + 未 )+ 村 (1 -第 )nll 二 I 2 Nks 
十 Nkaln{( 今 )+ NKaln V+ Nksln (2 ) 
由 此 可 得 


1 SAY 大 N E k N+ 
示 = 庆 = 2Rn(NETE)= Pin(N:) 


两 种 方法 所 得 结果 是 一 样 的 ,而 且 由 系 综 理论 得 到 这 一 结果 的 过 程 更 为 简洁 . 


【 例 2.14】 已 知 :在 装 有 大 量 理想 气体 的 容器 中 ,一 块 有 N 个 吸附 点 的 吸 气 片上 每 个 吸附 点 
可 吸附 一 个 能 量 为 ( - eo ) 的 气体 分 子 . 系 统 平衡 时 ,气体 的 温度 为 了 ,化 学 势 为 x. 
求 ;(1) 炳 S; 


(2) 覆盖 率 ( 即 吸附 分 子 数 与 吸附 点 数 之 比 )9 = y 
解 :(1) 用 系 综 理 论 解 此 题 参 阅 例 (A.4). 同样 ,因为 系 综 的 配 分 函数 是 


Wy [$Y (a | 


而 糖 与 配 分 函数 之 间 的 关系 是 
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S$ = ka(InZ -pF) 


所 以 ,由 
ZN,B)= ZCON,B). ZON-— N3,B8) 
zw',p [Wai) 
ZN- N= [vs (sr) | 
可 得 


S =— kaCLNSIn NS + CN— NSOInCN— NS5) J]+ -SNks + Nkaln V+ Neeln(a7 ) 
2 2 2rh 


(2) 吸附 相 分 子 的 化 学 势 为 
ps = Ms = KeTCin Ne ~- InCN— Ns)] 


即 


b= B 
A = exp[— BCHS + so)]= exp[L— BCp+ eo)] 


于 是 
Ns 1 


N T+expt- BC + eo)] 
两 种 方法 所 得 结果 是 一 样 的 ,而 且 由 系 综 理论 得 到 这 一 结果 的 过 程 更 为 简洁 . 


【 例 2.15】 已 知 :考虑 电子 自 旋 时 ,每 一 个 施主 能 级 上 可 以 有 两 个 电子 ,但 电子 之 间 的 
Coulomb 相互 作用 使 一 个 施主 能 级 不 能 同时 具有 两 个 电子 . 设 带 正 自 旋 电 子 和 带 负 自 旋 电 子 的 施 
主 数 分别 为 N+ 和 N- ,施主 能 级 与 导体 底部 能 量 之 差 为 sp ,位 于 施主 能 级 上 的 总 电子 数 为 No， 
磁场 为 B,Bohr 磁 子 为 Ls .Heimholtz 自由 能 等 于 

F=E-TS= N, -ep+H#psB)+ N-. (- ep— LpB) 
nN 
B NIN-ICNp — N:— N_)! 
求 :在 施主 能 级 上 的 电子 的 自 旋 磁化 率 X， 
解 :利用 Stirling 公式 ,可 将 Helmholtz 自由 能 写成 
F=- (N;+ N_)ep+ CN:— N- ygB 


收 三 


+ 


现在 用 系 综 理论 解 此 题 .同样 ,因为 系 综 的 配 分 函数 是 
eV/ m \¥" 
“= EB (二 5) | 


仿 三 ka(InZ - pan) 


而 粹 与 配 分 也 数 之 间 的 关系 是 


所 以 ,由 
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ZZ= ZN: VO ZN ,Vr ZINp— N+:—- N,V) 
和 
区 
人 | 站 (zr ) | 


Ce [a le 


ZNp -Ns- Nsw)=| eV ( m N,N 


Np — N;:— NN. 2np h? 
可 得 
$=— ksCN;: In Ni+ N_ InN+(N-N-N)nN — N,— N_)] 
+ SNoks + Noksn V+ SNokeln (2 ) 
从 而 同样 有 
F= E-TSs=- CN,+N )ep+ CN,- NN.) pnB 
1 N, N- Np - N,- N- 
+ 十 | N ne N. (es CNp—N, Ne ) | 


5 Nop ANp ee Np mm 
2 大- mV- 主人 n(ah) 


两 种 方法 所 得 结果 基本 上 是 一 样 的 ,而 由 系 综 理 论 得 到 这 一 结果 的 过 程 更 为 简洁 . 


3 条 -= 济 -= 可 计算 出 


N = N expLBCw + ep F HaB) 
21+2expLpBCA+ ep) JcoshCBrsB) 
将 此 结果 代入 磁化 强度 的 公式 ,得 
od = _ a 2expLBCr + ep) JsinhC BrgB) 
M = (3B) RN Np = Nons 1+2expL8CA + ep) JecoshC BrusB) 


对 小 的 B, 得 到 


1 
exp[ — BCy + ep)] 


= (NpBp$ ) 


二 
1+ 


~ 


二 
2 


3. 最 可 几 理 论 , 平 均值 理论 和 系 综 理论 的 比较 

“系统 理论 ”中 包括 Maxwell 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 平均 值 理 论 .在 吴 大 
於 先 生 的 《热力 学 ,气体 运动 论 及 统计 力学 ) 一 书 中 ,对 Maxwell 最 可 几 理 论 ， 
Darwin-Fowler 平均 值 理论 和 Gibbs 系 综 理论 作 了 详尽 的 比较 ,并 列 出 了 一 张 对 照 
表 . 现 将 此 表 稍 作 补 充 , 如 表 2. 11 所 示 . 
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表 2.11 最 可 几 理 论 、 平 均值 理论 和 系 综 理论 的 比较 


Maxwell Darwin-Fowler . 
最 可 几 理论 平均 值 理论 Gibbs 系 系 理论 


遍历 性 假定 :得 到 长 时 间 a 


基本 假定 “| 平均 等 于 相 空间 的 平均 | 同 左 不 变性 :得 到 等 相 空 间 
的 结论 ea 
4 相 空间 :用 排列 组 合 方 六 相 空 间 : 系 综 数 密度 满 
相 空 间 。 | 法 计算 热力 学 几率 同 左 足 Liouville 方程 


出 发 点 不 是 粒子 而 是 系 
综 , 因 而 不 需 分 成 小 体积 
元 讨论 . 

所 谓 平衡 态 , 就 是 粹 5 取 
极 大 , 即 微 正则 系 综 , 正 
则 系 综 或 巨 正则 系 综 . 系 
综 理论 中 的 统计 力学 ,就 
是 就 是 一 相 空 间 中 
Euler 描述 的 不 可 压缩 流 
体力 学 


将 4 相 空间 分 为 不 甚 小 | 不 用 Stirling 近似 , 而 用 
的 体积 元 ,然后 用 | 复 变 函数 理论 , 故 对 体积 
Stirling 近似 元 的 大 小 无 限制 


所 谓 平 衡 态 , 就 是 箭 $ 取 
极 大 , 即 系统 的 上 相 空间 
处 于 平均 值 分 布 .平均 值 
理论 中 的 统计 力学 , 亦 相 
当 于 4 相 空 间 中 
Lagrange 描述 的 流体 
力学 


所 谓 平衡 态 ,就 是 粹 5S 取 
极 大 , 即 系统 的 w 相 空 间 
处 于 最 可 几 分 布 .最 可 几 
理论 中 的 统计 力学 ,相当 
于 上 相 空 间 中 Lagrange 


描述 的 流体 力学 
也 适用 于 分 子 间 有 相互 


只 适用 于 分 子 间 无 相互 
适用 范围 ”| 作用 的 系统 作用 的 系统 


微 正则 系 综 亦 只 适用 于 

热力 学 孤立 系统 ;正则 系 

适用 系统 oj ed 综 适 用 于 热力 学 闭 系 ; 巨 
正则 系 综 适 用 于 热力 学 


炉 5S 的 a | 
计算 公文 | S= ka 机 S= Kaln W 和 soln pd0 
配 分 图 数 Zi = > BA eXPp( 一 Bex ) ”A Dar eXP( 一 pe) 见 表 2 
天 天 


从 表 2.11 中 可 以 看 出 ,Gibbs 系 综 理 论 ” 较 之 “系统 理论 "更 具 一 般 性 , 而且 应 用 
范围 也 更 广 . 除了 这 种 数学 上 的 一 般 性 和 应 用 上 的 广泛 性 之 外 ,Gibbs“ 系 综 理论 ”还 
具有 物理 上 和 哲学 上 更 深层 次 的 优越 性 .这 一 点 可 以 对 照 流体 动力 学 和 量子 力学 来 
理解 ,不 作 效 述 . 


2.7.2 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 之 间 的 关系 


在 微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 这 3 种 系 综 中 , 微 正则 系 综 只 适用 于 孤立 
系 而 与 温度 无 关 ( 温 度 只 是 一 个 “参数 ”) ,物理 意义 不 是 太 大 ,应 用 上 不 是 太 普遍 也 


物理 解释 
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不 方便 ,通常 仅 出 现在 教科 书 和 习题 集中 . 而 且 , 由 于 微 正 则 系 综 的 配 分 函数 
D( 实 际 上 D(e) 就 是 状态 数 密度 ) 和 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 以 公式 
肥 沽 |exp(- pe)D(e)de (实际 上 正 是 “ 态 密 度 ”D (e ) 的 “Laplace 变换 ”) 相 联系 ， 
D(e) 可 以 通过 “ 逆 Laplace 变换 ”由 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 求 得 ,因而 对 微 正 则 系 
综 可 以 少 放 在 心 上 一 些 .又 由 于 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 和 巨 正 则 系 综 的 配 分 函数 2Z 


以 公式 Z=exp(zZ ) 相 联系 ( 式 中 z = exp(Bn ) 为 易 逸 度 ) ,因而 实际 上 只 要 牢记 正 
则 系 综 的 3 类 统计 力学 即 可 ,其 中 尤 以 Boltzmann 分 布 的 正则 系 综 最 为 重要 . 马上 
庚 认 为 ,统计 力学 的 运算 规则 “可 以 说 是 Boltzmann 的 求 粹 公式 ,或 可 以 说 是 某 形象 
发 生 几 率 和 exp( 一 Be) 成 正比 ”, 此 言 可 谓 说 到 了 点 子 上 . 


从 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 和 巨 正则 系 综 的 配 分 函数 2Z 之 间 的 以 下 关系 ( 见 
(2.53) 式 )， 


pA exp| 27ziDi | 
Zi 二 exp( Bru;) 
Z， -jepc- pe )d0 


以 及 “ 配 分 函数 ”这 一 术语 下 或 概念 被 称 之 为 “状态 上 的 和 ”(“sum-over-states”) 这 一 
点 ,可 以 看 出 , 巨 正 则 系 综 的 配 分 函数 Z 所 描述 的 “状态 ”实际 上 是 许多 正则 系 综 的 
配 分 函数 Z 所 描述 “状态 ”的 “和 ”. 微 正则 系 综 的 配 分 函数 D 与 正则 系 综 的 配 分 函 
数 Z 之 间 的 关系 也 同样 .这 种 关系 为 人 们 更 深入 理解 微 正 则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 
则 系 综 ,打开 了 发 挥 想象 力 的 窗口 . 

微 正则 系 综 、 正 则 系 综 和 巨 正 则 系 综 之 间 的 具体 关系 可 参阅 表 2.1. 

根据 正则 系 综 的 “ 配 分 函数 ”2 与 巨 正则 系 综 的 “ 巨 配 分 函数 ”Z 之 间 的 关系 ( 参 
阅 (2.29) 式 ) ,可 以 很 方便 地 由 “ 配 分 函数 ”Z 得 到 “ 巨 配 分 函数 ”Z. 

1.“ 非 相对 论 "气体 


a = 
对 “ 非 相 对 论 ” 气 体 s = 


Zi = v( mm ) (2.242) 


a db 
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tblc 


= exp| V (zr ) exp(— a) | 
2.“ 光 于 ”气体 
对 “光子 "气体 e= cp 


加 V 
2 mBhc)’ 
Ziexp(— a) ] 
py ! = 入 六 
| 
= exp[ eB Re exp o) | 


3.“ 相 对 论 " 气 体 
对 “相对 论 " 气 体 @=c Vp*+ (mc) 


由 
Zl aK (mc?) 
可 得 
pi [Ziexp(— a)] 
yA 之 ! Ni 
= > il 2 Ke (Bme: )exp(— a) | 
a V (Bmc’ )? 2 
= exp| 2 Ls (CBRc ys Kz (Bmc )exp( a) | 
4. 一 般 气体 
对 一 般 的 气体 s = ap' (1 次 s 维 ) 
由 
MY aa 
1 三 2V， (去 ) (TY 1)! 
4nh*:)21\Pa i 
a 人 
可 得 
N 2V i (Fe 
-3 [Ziexp(— a) | 四 区 吕 (s) NN 
i 入 NI 六 ee ( 立 - 


V 
|eBhc) Pp 


(2.243) 


(2.244) 


|] 


(2.245) 


(2.246) 


(2.247) 


(2.248) 
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lan ti 


在 计算 (Boltzmann 统计 ) 这 几 个 “ 巨 配 分 函数 ”2Z 时 ,都 用 到 了 数学 公式 
5) #5 = exzp(z) (2.250) 
N , 


【 例 2.16】 已 知 ;经 典 单 原子 分 子 理 想 气 体 的 Hamiltonian 为 
& = 之 4 ap 
求 :(1) 微 正则 系 综 , 正 则 系 综 , 巨 正则 系 综 的 配 分 函数 ; 
(2) 以 N,V ,TT 为 变量 的 压强 ,内 能 和 先 的 表达 式 ( 在 烂 的 表达 式 中 不 得 出 现 Gibbs 伴 雇 ). 


解 :(1) 微 正则 系 综 
“状态 数 密度 “ 即 微 正 则 系 综 的 配 分 函数 为 


V LE 
Do= | 竺 (于) ] 或- 
(ou 
即 能 量 在 e->e + As 区 间 中 的 量子 状态 数 为 
3N , i 3N 
(2 = D(eyAe = | Laprdg 一 [区 (于 ) ] 本 -ie 


代入 Sle, V,N) 一 大 Bln (es， Y,N) ,并 用 Stirling 公式 ,得 


了 
Sle,V,N) = Nkaln| 上 (i SNks 


NA 
由 此 得 
1 _ /35 3 /Nks 
TT 二 人 YN > [3 ) 
从 而 有 
eCT,V,N) = SNkaT = 站 
了 
SCT,V,N) = Nkaln| B (Bs ) 上 SNks 
于 是 得 
P= ksT() =、 或 PV = NksT 
(2) 正则 系 综 
在 系 综 理 论 中 每 个 系统 的 配 分 函数 为 


Zi = 首 |exp| - 才 十 下 十 p§) |dpadpadps 二 V(r) 


因此 系 综 的 配 分 函数 则 为 
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eV m pi by 
2 N 一 LN 
ZT,VN) = WI | 咎 (2 | 


于 是 


之 | 一 
一 
iD 
Tw 
df 
vhs 
LJ 
十 
c| 
过 
mm 


S$ = ks(InZ -— pa )= Nksin| 


《3) 巨 正则 系 综 
系 综 的 巨 配 分 畏 数 为 


多 = 2LZ(T， V,N)exp(- aN) = 2 而 NiLZ1expC— a) 


即 


因此 有 


2.7.3 系 综 理论 中 Boltzmann 统计 、Bose 统计 和 Fermi 统计 之 间 的 关系 
巨 正 则 系 综 中 有 两 个 常用 的 特例 就 是 Bose 统计 (分 布 ) 和 Fermi 统计 (分 布 )， 
因而 Bose 统计 和 Fermi 统计 与 Boltzmann 统计 (分 布 ) 之 间 的 关系 就 是 巨 正则 系 综 


与 正则 系 综 之 间 的 关系 . 
根据 (2.61) 式 ,Bose 分 布 和 Fermi 分 布 可 以 被 分 别 写成 如 下 形式 ， 


5 


于 2, (+1)igexp[~ jB(p — e)] (e = 4) 
ee : (2.251) 
> (+1)gexp[~ (j +1)B(e -1)] (e>y) 

j=0 
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每 一 公式 的 上 排 为 Bose 分 布 , 下 排 为 Fermi 分 布 . 

由 此 可 以 证 实 以 上 所 说 , 即 巨 正则 系 综 的 “ 巨 配 分 函数 ”Z 的 Bose 分 布 和 Fermi 
分 布 所 描述 的 “状态 ”实际 上 是 许多 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 的 Boltzmann 分 布 所 描 
述 “ 状 态 ” 的 “和 ”( 当 然 “ 态 密度 ”会 化 为 “统计 密度 ”而 有 所 不 同 ). 这 种 理解 并 非 仅 仅 
是 数学 上 的 ,当然 也 有 其 物理 学 上 的 意义 .因为 物理 学 上 的 意义 实际 上 已 蕴含 在 数 
学 表达 式 中 , 剩 下 的 问题 只 是 如 何 将 其 中 的 物理 意义 挖掘 出 来 . 

男 外 ,考虑 到 “系统 理论 ”中 L. Brillouin(1889 一 1969) 将 Boltzmann 分 布 、Bose 
分 布 和 Fermi 分 布 作 统一 处 理 得 到 的 热力 学 概率 (A.19) 式 

kk 一 CI)C -2a (pL — Cn — 1)a 
W = lI 下 (2.252) 

以 及 由 (A.19) 式 得 到 其 统计 分 布 (A.20) 式 


Bk 本 
exp(a + Bexr)—1 (eo 
类 


nx 三 expla + Ber)ta = 4 gkEXpP(— a 一 Bek) (a = 0,Boltzmann 分 布 ) 
Bk 


expla + Ber)+1 (a =+ 1,Fermi 分 布 ) 
KE 

( 式 中 暂且 将 Boltzmann 分 布 中 的 7 写成 a) 更 可 以 引起 人 们 对 这 种 “统一 处 理 ” 的 方 
法 以 及 这 3 种 分 布 之 间 可 能 存在 的 物理 学 上 和 哲学 上 的 联系 产生 遐 想 . 

正如 前 文 所 指出 的 ,由 于 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 在 具体 计算 中 十 分 繁复 甚至 
十 分 困难 ,有 时 连 计算 公式 都 是 近似 的 ,因而 在 实际 分 析 研 究 过 程 中 ,往往 用 
Boltzmann 分 布 来 近似 地 代替 这 两 种 分 布 ( 如 在 2.4 节 中 所 讨论 的 ). 

小 结 : 综 上 所 述 ,真正 的 统计 力学 ,必须 是 “ 系 综 理论 ”的 .在 “ 系 综 理 论 ” 的 各 种 
统计 系 综 中 , 以 “正则 系 综 ” 最 为 基础 . 在 “ 系 综 理 论 ” 的 各 种 统计 分 布 中 ,以 
“Boltzmann 分 布 ”最 为 重要 . 


站 题 


【 题 2.1】 已 知 : 巨 配 分 函数 的 一 个 性 质 是 
Z = >,>yexp[BCA(N) - er) J= J((e))exp[B((N) - (er))] 
Ni 大 


其 中 ,根据 Planck 公式 
J((e))= exp(BTS) 
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求 : 巨 配 分 函数 Z 与 PV 的 关系 式 . 
答 ， z 
pV = Bm DyexpLB nN) -et)]= 育 In 交 


【 题 2.2】 已 知 ;正则 分 布 系 统 的 粹 有 两 种 定义 方法 
So = KaslnLD(C(e))8e]= kaslnL OQ Cle))Be] 


(e) 


S2 = ksln Qe)) = keln| | 0Q'Ceyde | 
0 


式 中 Q'Ce) = Ce> = DCe) 是 态 密度 . 


E 


求证 :对 均匀 分 布 的 理想 气体 而 言 ,二 者 是 等 价 的 . 


【 题 2.3】 已 知 :正则 分 布 的 统计 分 布 是 dN (e) =exp( 一 7-Be)df,dn = Firdr 是 相 体 


积 元 dT 中 的 “ 微 状态 数 ”,Q' 和 02 分别 为 0 的 一 次 导数 和 二 次 导数 ,DC(e)》= 0'Ce ) 是 态 密度 . 
求证 :正则 系 综 在 取得 最 可 几 能 量 sp 时 满足 关系 
0 (e) = Dt 三 
CE) |-sp Dle) cap 
【 题 2.4】 已 知 :正则 系 综 按 能 量 e 的 统计 分 布 为 
dN Ce)= expC— Be)D(Ce)de 


式 中 DCe) = 00 为 态 密度 . 


求证 : (Sn 全 >)= 有 


【 题 2.5】 已 知 :系统 中 具有 极 大 分 子 数 (N->o%). 
求证 :Gibbs 正则 分 布 变 为 微 正 则 分 布 . 


【 题 2.6】 已 知 :用 “ 巨 正则 系 综 ",Gibbs 分 布 的 统计 权重 也 可 被 写 为 /(e) = exp 5, 而 且 


099 
求证 :对 与 热源 接触 的 系统 中 的 任 一 物理 量 O(P,qg,a) 来 说 , 恒 有 
a0 _ 1 _ 
-6 -= BO (O»)(e—(e»)) 


【 题 2.7】 已 知 :对 Bose 气体 来 说 ,量子 系统 k 上 的 粒子 数 的 平均 值 就 是 统计 权重 


a 
expLB(Cek — 1) 1—1 


求证 : 箭 等 于 
S=-Ka> Cnkyinnky) 一 (+(nk)2imcl+(nky) 
大 
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【 题 2.8】 已 知 :粒子 系统 服从 Fermi 统计 ,其 Gibbs 巨 正则 热力 势 为 
L1+expCACeu — 1))] 


op _ al 
J = 再 Zin[1+ expCRC/ ek ) ) 下 PP 

求 :以 平均 占有 数 (ni 表示 的 理想 Fermi 气体 的 焙 的 表达 式 ， 

答 : 

S=-Ka> CGI-(n))inGl-《(nm))+(mx)in(nky) 
大 
讨论 : 当 (mr)C1 时 ,S = 一 ks > Cnx)ln(nxy]. 
大 


【 题 2.9】 已 知 : 巨 正则 系 综 的 统计 权重 为 
四 
fle, Ni) = TI ns 5 > aiN， pe ) 
式 中 5=lnZ,ri 为 组 元 i 的 维 数 ,ai = 一 Bp. 
求证 : 箭 是 
$=- ks[ Inf) + 2) (In Ni!lh2Nir) | 
【 题 2.10】 已 知 :f 中 (68) 是 当 e = p+5 时 算得 的 Fermi 统计 权重 f,f'* (6) 是 当 e = 一 6 
时 算得 的 Fermi 统计 权重 f. Fermi 统计 权重 为 
六 Ce) = 生生 和 
expLble— 4)]+1 
求证 :fC6)=1-f?C-8) 和 f*?C-8)=1-f? 6). 
【 题 2.11】 已 知 :Fermi 统计 权重 为 


_ 1 
EO exp[BCe— 14) ]+1 


求证 : | (2)ae = 一 1. 
【 题 2.12】 已 知 : 有 一 系统 服从 Boltzmann 统计 ,其 粒子 的 状态 密度 DCe ) 与 其 能 量 的 平方 
e 2 成 正比 . 
求 :粒子 的 平均 能 量 . 
答 : 
| 4 exp(— 7— pe)de eexpC— Pe)de 
E=(e) ee = 各 = 3ksT 
|4e’ exp(- 7— Pe)de je expC— Be)de 
0 


【 题 2.13】 已 知 :系统 是 由 NN 个 单 原 子 分 子 组 成 的 理想 气体 . 
求 :系统 的 平均 能 量 E 和 最 可 几 能 量 s，、 
答 ， 


Ep 一 (学 本 1 ) keT 
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【 题 2.14】 已 知 :容积 为 V 的 容器 中 装 有 N 个 质量 为 m 的 单 原子 分 子 理想 气体 ,气体 温度 
为 ,分子 的 配 分 了 泪 数 为 Z1. 
求 :每 个 分 子 的 化 学 式 各 ,并 写 出 具体 表达 式 . 


答 : 
也 2 、 生 
m=- 直 m| 光 (zn) |]= 直 n[ pp (2 ) ] 


【 题 2.15】 已 知 : N 个 分 子 按 Boltzmann 系统 规律 分 布 在 能 量 为 eo = 0,e; = iksT(i=1， 
2,…) 的 Cn+1) 个 状态 中 ,系统 的 总 能 量 为 E. 
答 : 


Zexpl- Pei) 
= = (本 上 8 +e + +o" 


讨论 :由 本 题 可 以 看 出 , 配 分 函数 中 的 求 和 ,不 一 定 是 对 状态 的 ,也 可 以 是 对 能 级 的 . 


【 题 2. 16】 已 知 :在 由 六 个 粒子 组 成 的 理想 气体 中 ,每 个 粒子 的 能 量 均 可 处 于 非 简 并 三 能 级 
ek 二 0, 土 e 之 一 ,系统 与 温度 为 了 的 热源 接触 . 

求 :(1) 系统 的 配 分 函数 ; 

(2) 系统 的 炉 , 内 能 和 当 T= 记 时 的 等 容 热 容量 . 


答 :(1) 系统 的 配 分 函数 是 
Z = (ZZ1)™N = [1+2coshCBe) ]™ 


N 


(2) 系统 的 焙 为 
_ _ egnZi |- 下 sinh C Be ) 
$= Nka| In Z, 有 a8 | Nks| ncl + 2coshC Pe) ) 2Be ER 
系统 的 内 能 为 
dln Zi sinh C8 ) 
a ap 2Ne T+ p00sh Be 
系统 的 等 容 热 容量 为 


_ /aE\y _ 2 2+ cosh(Pe) 
Cv = 3F)， = 2Nks CPe) [1 + 2cosh(CpBe )]? 


当 了 = 志 时 即 Be = 1 时 的 等 容 热 容量 是 


2+ coshCl1) 


Cv as 2Nks [L1+2cosh(C17]: 


【 题 2.17】 已 知 :在 由 六 个 粒子 组 成 的 理想 气体 中 ,每 个 粒子 的 能 量 均 可 处 于 非 简 并 三 能 级 
sk 二 (一 e10, -es) 之 一 ,系统 与 温度 为 了 的 热源 接触 ， 

求 :(1) 系统 的 配 分 函数 ; 

(2) 系统 的 Helmholtz 自由 能 ,入 , 内 能 以 及 eksT 时 的 等 容 热 容量 . 

答 :(1) 系统 的 配 分 函数 是 
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Z= 《ZI DAN 二 L1 + ZeXp( 一 Be}) J*™ 
(2) 系统 的 Helmholtz 自由 能 为 
F =— NksTlinZ, =- NkaTIn[l + 2expC— Be)] 


系统 的 炉 为 
$= 一 二 = 三 Nks| md + 2expC— Be))+2CBe) 
系统 的 内 能 为 


expC— Be) | 
1 + 2expC— pe) 


Te anZ _ expC— Be) 
二 = 2Ne T+ expt— Pe 
当 e<ksT 时 Ex 名 Ne(1- 引 二) = 邹 Ne(1- 训 Be), 所 以 此 时 系统 的 等 容 热 容量 是 


二 a 2 
Cv = 了 Nke (EF) = 本 MeCpe) 


【 题 2.18】 已 知 :正则 系 综 中 的 炳 为 
s = ka[nZ- pF] kodnZ+ bE) 
式 中 EE = 《e) = Dorer =- on2. 
Kk 38 
exp(— Bex) 
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证 :5 三 一 KB kln ks 综 kf 二 一 9 Ek 大 ， 
求证 2 Pk ,其 中 系 综 数 密度 p YE ek 为 能 级 k 的 能 量 
【 题 2.19】 已 知 :正则 系 综 灶 的 统计 表达 式 为 
$= ks(InZ -— Pp) 
而 0 为 粒子 状态 数 . 
求证 : 当 系 统 的 粒子 数 N 很 大 时 有 S= kaln Q((sy))， 
【 题 2.20】 已 知 :系统 服从 Gibbs 分 布 ,Z 是 配 分 函数 ;8 = KeT. 
求证 : (1) 
ks azln Z 
Crv = T2 2 
a( 示 ) 
(2) 
1 82 
E? = 二 
~ 2 
3( 守 ) 
【 题 2.21】 已 知 :a; = Ne - Bp,5=In 包 ,ZZ 为 巨 正 则 配 分 函数 . 
求证 : 


‘(Ni — (Ni;)) CON; 一 《Ni7)) 一 《NINi) 一 《NONi) 
3 _ aNi) _ 3aCN) 


daidaj aj Dai 
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【 题 2.22】 已 知 :理想 气体 中 每 个 分 子 的 Hamiltonian 为 


E = 元 2 
求 : 理 想 气 体 的 配 分 函数 ,并 导出 以 N,V ,TT 为 参量 的 物 态 方程 . 
答 : 系 综 的 配 分 函数 为 
> bm | expc- pe Tap dq = im) exp- pe ap 
3 


-ee(- 多 ja = (a) 


一 吧 


从 而 得 到 


即 
pV = NkeT 


Bs 
Ef{2 
求 : 巨 配 分 函数 Z 和 理想 气体 的 状态 方程 . 
答 : 巨 配 分 函数 为 
万 _ = N = N 1 V a 2 = V N > V 
2 -六 ozerm = 误 w 南 位 - 站 页 (: 基 ) = cm(z 攻 ) 
式 中 z=exp( 一 a) = exp(B4) 是 气体 * 易 逸 度 ”. 于 是 ,最 后 有 


(N) 
8 


PV = = 《NkpT 


【 题 2.24】 已 知 :理想 气体 的 绝热 方程 为 PY7 = const. 
求 :y 的 数值 (用 系 综 理论 计算 ). 
答 :(1) 对 非 相 对 论 单 原子 分 子 来 说 ， 


pV3 = const. 
即 y= 训 (可 对 照 (2.176) 式 ). 
(2) 对 极端 相对 论 单 原子 分 子 来 说 ,有 
VT? = const， 或 PV$ = const. 


即 y= 仿 (可 对 照 (2.180) 式 ). 


【 题 2.25】 已 知 : 
(1) 粒子 的 能 量 表达 式 为 


e = mip? + bq 《b 为 常数 ) 


(2) 粒子 的 能 量 表达 式 为 
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e = 2 Cp? + pi + p31+ aqg# + bg (a,b 为 常数 ) 


求 : 粒 子 的 平均 能 量 . 
答 :(1) 


(e) = ap ) + b(qt) = 办 + 训 = 让 各 总 kaT 


(2) 


.eR _b’ 
(= 部 + 基 - 全 = 入 -本 =2ka7- 息 


【 题 2.26】 已 知 :对 近 独 立 子 系 所 组 成 的 系统 应 用 Gibbs 统计 ， 

求证 :能 量 为 sx 的 “粒子 数 的 系 综 平均 ”(N) 就 是 Maxwell 分 布 中 的 最 可 几 值 . 

【 题 2.27】 已 知 :2x 为 处 于 量子 系统 k 的 系 综 数 密度 ,其 相应 的 能 量 为 sk ,系统 的 烂 定义 为 

$ 三 一 ks > prln Px 
大 

求证 ; 当 系 统 的 平均 能 量 为 常数 时 ,系统 的 炉 为 极 大 ,而 系统 处 在 各 量子 态 的 统计 权重 是 
Gibbs 正则 分 布 . 

【 题 2.28】 已 知 :系统 由 入 个 无 “ 显 ” 关 联 的 , 角 频 率 为 w 的 经 典 线性 谐振 子 组 成 ,每 个 经 典 
线性 谐振 子 的 Hamiltonian 为 

€ 二 > [a pk + 去 me qi | 
求 :(1) 量子 化 后 系统 的 状态 数 02((e)); 


(2) 系统 的 温度 与 能 量 之 间 的 关系 ， 
答 :(1) 


N 
0((e)) = 0o((e)) = (Er ) 


(2) 
‘e)=E= NksT 
【 题 2.29】 已 知 :在 含有 大 量 分 子 的 系统 中 ,系统 的 平均 能 量 与 温度 的 关系 为 E = (e》= 
aT”" ,nl1. 
求 :系统 具有 给 定 能 量 的 状态 数 . 
答 : 


人 2 = emp| re (ee | 
【 题 2.30】 已 知 :温度 时 的 分 子平 均 动量 为 (p)~~ V2m(《e) ~ VmksT, 相 空间 体积 为 
T~V((p))’. 


求 :温度 时 的 气体 所 具有 总 量子 状态 数 . 
求证 ; 当 粒 子 数 比 状态 数 小 得 多 时 有 


3 
(srs) 之 用 
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0 = 人 ~ (mm) 7 


【 题 2.31】 已 知 : 一 分 子 在 边 长 为 工 的 立方 体内 运动 ,其 能 级 为 


hh? ‘ 
En 一 Lu (n4 十 ns 十 ns) (nisn2, na 一 1,2,..) 


2mL? 
式 中 ma ,ma ,ns 为 量子 数 . 
求 :(1) 能 量 小 于 e 的 量子 状态 数 020(e); 
(2) 相 空 间 内 能 量 小 于 es 的 相 体积 Po(Ce); 
(3) 态 密度 2'(e) = D(e). 


答 : (1) 
_ 了 3 /2me \Y 
Qole) = 证 A 
(2) 
Fo(e) = YY (2me)3 


(3) 


,, ~、_ dfole) _ V /2m\3 
人) 


【 题 2.32】 已 知 : PFCe) = | 1 dp dq 为 微 正 则 系 综 在 空间 所 占有 的 体积 ,能 量 区 间 为 


ee + de; 炉 由 Boltzmann 公式 表示 为 S= kaln (e); 而 炳 的 表达 式 是 $= Nka (In x +lnT) + 


5So ;系统 的 能 量 与 温度 的 关系 为 e = NkesT(N 福 1). 
求 :能 量 在 e->e + de 之 间 的 状态 数 . 


答 : 
N N N 
ace = C(W) T* = C(w) (法 ) 
或 
dn = C 记 (入 ) te 
式 中 C 为 与 T 和 VV 无 关 的 常数 . 


【 题 2.33】 已 知 :由 六 个 单 原子 分 子 组 成 的 理想 气体 在 温度 了 下 用 正则 分 布 描述 . 

求 :系统 总 能 量 的 最 可 几 值 e。 并 证 明 它 与 正则 分 布下 能 量 的 平均 值 (e) 在 N 六 1 条 件 下 是 相 
等 的 . 

答 : 


【 题 2.34】 已 知 : 双 原 子 分 子 绕 其 平衡 位 置 作 谐振 动 ,原子 间 的 平衡 距离 为 a. 
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求 :原子 间 的 平均 长 度 1. 
答 : 


一 
【 题 2.3$】 已 知 : 理 想 Boltzmann 气体 由 NN 个 独立 的 分 子 组 成 . 
求 : 气 体 的 科 与 能 量 和 体积 的 关系 . 
答 : 
$= kslnf~ ln e+ Nkeln V +const， 


【 题 2.36】 已 知 :在 一 具有 两 能 级 的 系统 中 ,其 高 能 级 的 简 并 度 8; 比 低 能 级 的 简 并 度 go 小 
得 多 . 

求 :系统 等 容 热 容量 的 极 大 值 以 及 此 极 大 值 所 对 应 的 温度 . 

答 : 设 el 一 eo0= keTe ,g(ei) 是 能 晤 为 e; 的 分 子 的 简 并 度 . 则 系统 的 定 容 热 容 量 是 


en 人 -于 


当 g1<go 时 由 条 件 (53 ) = 0 求 其 极 大 值 ,可 得 
T 


ns = 人 和 (〈Cv) = 4Nks (a )exp(- 2) 
【 题 2.37】 已 知 :两 个 相互 独立 的 粒子 组 成 一 个 系统 ,每 个 粒子 可 处 于 能 量 分 别 为 0, ae , be 
的 任 一 状态 中 ,系统 与 大 热源 平衡 . 
求 ;系统 的 配 分 函数 ,车 (1) 粒子 是 可 分 辨 的 ; (2) 粒子 不 可 分 辨 , 且 不 受 Pauli 原理 约束 ; 
(3) 粒子 不 可 分 辨 ,但 受 Pauli 原理 约束 . 
答 :(1) 当 粒 子 是 可 分 辨 的 时 
Z= 1+exp(— 2Bae) + exp(— 2Bbe) 
+ 2exp(— PBae) + 2exp(— Bbe) + 2exp[ — Bla + b)e] 
(2) 当 粒 子 不 可 分 辨 , 且 不 受 Pauli 原理 约束 时 
Z=1+exp(- Pae) + exp(- Bbe) 
+ exp(— 2Bae) + exp(— 28bhe) + exp[ — Bl(a + b)e] 
(3) 当 粒 子 不 可 分 辨 ,但 受 Pauli 原理 约束 时 ( 取 粒 子 能 量 为 0,ae 和 be 三 能 级 且 都 是 非 简 并 
能 级 ) 
Z = exp(- Bae) + exp(— Bbe) + exp[ ~ Bla + b)e] 


【 题 2.38】 已 知 :拉链 有 N 个 环节 ,只 能 从 一 端 将 其 打开 , 即 只 有 当前 面 的 j 一 1 个 环节 相继 
打开 后 ,第 了 个 环节 才能 被 打开 ; 若 每 个 环节 闭合 时 的 能 量 为 零 , 打 开 时 的 能 量 为 e( 这 是 一 种 表示 
两 股 不 交 缠 的 DNA 分 子 的 简单 模型 ) . 

求 :(1) 拉链 的 配 分 函数 ; 

(2) 当 8e>1 时 , 开 节 的 平均 数 . 
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答 :(]1) 
N ~ 1-exp[- (N+1)Be] 
2 = Zp Bie) ee Pi 
(2) 


、 exp(-Be) 
ni ee 5 = exp( Be) 
当 Be 六 1 时 ,( 妃 ->0. 


【 题 2.39】 已 知 :气体 由 分 子 数 分 别 为 Ni 和 NN; ,质量 分 别 为 ml 和 ms 的 两 种 理想 气体 混 
合 而 成 , 装 在 底面 积 为 o 高 为 ! 的 圆柱 形容 器 中 ,混合 气体 处 在 重力 场 中 . 
求 :混合 气体 对 容器 底部 的 压强 ， 
答 : 
pP-】anz - Nimig Nm2g 
B aVv © olLexp(Bmigl)—-1] oaLexp(Bmzgl)—1] 


【 题 2.40】 已 知 : 一 个 很 高 的 圆柱 简 垂 直 放 在 地 面 上 置 于 重力 场 中 , 圆 简 内 有 由 N 个 同类 粒 
子 组 成 的 理想 气体 , 圆 简 的 截面 为 A. 

求 :该 系统 的 等 容 热 容量 和 Helmholtz 自由 能 . 

答 : 


人 
F = Pi 2 = 万 | A (i) | 
【 题 2.41】 已 知 ,一 个 高 为 1, 截面 为 4 的 圆柱 简 垂 直 放 在 地 面 上 置 于 重力 场 中 , 圆 简 内 有 由 
N 个 质量 为 m 的 同类 单 原子 分 子 组 成 的 理想 气体 . 
求 :该 系统 的 粹 和 等 容 热 容量 . 


答 : 
aF 四 3 m 
3 =- (于) ,= 玄 Nke + 这 Nkeln (BBR) 
(- Bmgl) 
Nksln| FAN - exp(- Bmgl)) |- Nka(Bmgl) pe 
193EY _5 exp( Bmgl) 
Cv = (元 Pe Nks Fmgl) LexpC(Pmgl) — 1 


【 题 2.42】 已 知 :在 高 为 1, 截 面积 为 4 的 圆柱 简 内 盛 有 相互 作用 可 忽略 的 经 典 粒子 气体 , 系 


统 处 于 温度 为 T 的 热平衡 态 中 . 
求 :每 个 粒子 的 定 容 比 热 cv. 
答 : 
Br ks 号 | 
oT 2 (exp(Bmgl) — 1)’ 


【 题 2.43】 已 知 :理想 气体 装 在 柱 形容 器 中 ,容器 上 顶 用 质量 为 M 的 可 动 活塞 封闭 ,活塞 可 
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视 为 一 个 自由 度 的 物体 . 
求 : 该 气体 的 Helmholtz 自由 能 和 物 态 方程 . 


答 : 
5N+3 /1 
F =- in(#)- (N+ DInP+ const. | 
aF N+1 
(V) =- 全 和 = 
因为 N 福 1, 所 以 得 到 Clapeyron 状态 方程 
P(V) = NkeT 


【 题 2.44】 已 知 :理想 气体 分 子 随 半径 的 变化 服从 Boltzmann 分 布 . 

求 :旋转 圆 简 中 理想 气体 分 子 的 平均 势能 (ev 》. 

答 ， 
人 四 1)exp (PR j ] 


TO Ee eh EE 
(ep) = 有 exp (PS R )- ] 


【 题 2.45】 已 知 :半径 为 R 长 度 为 ! 的 圆柱 体内 有 NN 个 理想 气体 分 子 ; 当 温度 T 一 定时 , 贺 
柱 体 以 角速度 w 绕 本 身 的 对 称 轴 转 动 . 

求 :分 子 数 密度 n(7r). 

答 : 


NBme? exp (去 Bm r? ) 
i 

exp (Bmw’ R* )— 1 

【 题 2.46】 已 知 :质量 分 别 为 m; 和 ms 的 两 种 不 起 化 学 反应 的 分 子 组 成 的 理想 混合 气体 ， 
置 于 以 角速度 w 转动 的 圆柱 体 容器 中 ,分 离 系数 定义 为 
- (nl ni 
了 (2) /2). 

式 中 (并 ) 。， 和 (中 ) 分 别 为 两 种 分 子 数 密度 在 r= R 的 壁 上 和 r=0 的 轴 上 的 比值 


求 :7. 
答 : 


中 三 exp| 广 BCm 一 maz)wzR2z | 


【 题 2.47】 已 知 : 单 原子 分 子 理想 气体 由 具有 两 个 内 部 能 态 的 原子 组 成 ,其 中 一 个 是 简 并 度 
为 g1 的 基态 , 另 一 个 是 能 量 为 s, 简 并 度 为 8: 的 低 激 发 态 . 

求 :气体 的 等 容 热 容量 . 

答 : 


二 8 2 exp(— Pe) 
Cv = Nes ( ) (KT A 
1 est | 
| + gp Be) 
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【 题 2.48】 已 知 :被 吸附 在 面积 为 4 的 表面 上 的 单 原 子 分 子 在 表面 上 自由 运动 ,可 视 为 二 维 
理想 气体 ;其 分 子 动能 为 


求 : 等 容 热 容量 . 
答 : 
Cy = (32 二 Nks 


【 题 2.49】 已 知 :一 半径 为 a 的 球形 容器 ,万 有 N 个 非 相对 论 的 不 可 区 分 的 粒子 ,粒子 之 间 
没有 ” 显 关联 "相互 作用 ,每 个 粒子 都 被 一 个 恒 力 fo 吸引 至 球 心 ,其 Hamiltonian 为 


2 


E = + for 


求 :(1) 系 综 的 配 分 困 数 Z; 
(2) 气体 的 Helmholtz 自由 能 下 和 压强 PP. 
答 :(1) 


式 中 


__8r 4r 2 
人 (Bf Bf | “He ep Boa) 


F =- Nn(s rs)+ ALin()-1] 


二 N 一 
P By exp Bfoa) 


(2) 


【 题 2.50】 已 知 :在 3 维 宇宙 中 有 以 下 熟知 的 结果 : 
(1) 在 黑体 辐射 中 ,能 量 密度 与 7T" 之 间 的 依赖 关系 是 a = 4; 
(2) 在 固体 的 Debye 模型 中 ,低温 下 比 热 与 六 之 间 的 依赖 关系 是 8= 3， 


(3) 在 单 原子 理想 气体 中 , 定 压 比 热 与 定 容 比 热 之 间 的 比值 是 y= 六 


求 :s 维 宇宙 中 的 a,8 和 7. 
答 :(1) 在 s 维 宇 宙 中 ,a= s+1. 


(2) @ 在 高 温 段 ,cv = (经 ) = sNks 与 了 无 关 


@ 在 低温 段 ,cvoccT’ ,B= 8. 
(3) 


【 题 2.51] 已 知 : 巨 正则 系 综 的 分 布 函数 为 元 expLACN 二 


1 
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求证 :粒子 数 涨 落 为 


2、_ 1 a(N) 
0 2 Bi 


【 题 2.52】 已 知 : 巨 正 则 系 综 的 配 分 函数 为 
有 > 二 5D) (vii )| expLBC Ne - €) .JdT 


求证 :能 量 涨 落 为 


0 _ gd(e) 
((4e)2)》 = 一 号 入 = jnT2 (写生 5 


【 题 2.53】 已 知 : 配 分 函数 Z = |expc- pe)de,Z' = 4. 


| 机 _ d(ey》 
求证 :((4e)*)=((e -4e))?)= 襄 ( 参 和 


求 : 理 想 气 体 的 ((Ae)?). 


答 ， 
a df -3N 3N 2 
‘(Ae)’» = (3 )= 坊 ( 28 /= 2 = -7 (ksT) 


【 题 2.54】 已 知 : 巨 正则 系 综 的 配 分 函数 为 
(Wir )| expCB Ne -ed 
求证 : 巨 正则 系 综 能 量 的 均 方 涨 落 为 
(ae)2) = kaT*( 强 ) ,+ (CAN2[( 强 ) | 
【 题 2.55】 已 知 :多 组 元 系统 的 巨 配 分 函数 为 


BT SR ep pe)dr = DC {Ni}) |exp(~ Beydr 


式 中 rx 为 第 k 个 组 元 一 个 分 子 的 自由 度数 . 


求证 :热力 学 基本 方程 
dE = TdS + (Xx ?dxx + Lrd(Nk? 


式 中 X 是 对 应 于 广义 坐标 xx 的 热力 学 广义 力 . 重复 角 标 按 Einstein 约定 求 和 . 


【 题 2.56】 已 知 : 巨 配 分 函数 2. 
求证 :恒等式 


In 之 = (N)( 588) ， 一 人 > 


【 题 2.57】 已 知 :在 s 种 组 元 参加 的 化 学 反应 
viAi+'*+ysAs = Dj vA = 0 
k=1 


5 
中 ,化 学 平衡 条 件 是 Dy vpn = 0; 气体 可 作为 理想 气体 来 处 理 , 其 Heimholtz 自由 能 满足 
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了 
FCT,V,Ni，…Ns) = Dy F(T,V, Ne) 
x 三 1 


因而 其 配 分 函数 满足 
[Zi (TVN = DJ 


Ne 


ZtTs V ,Ni) 一 


求证 :(1) [[ CN = [I CZ CT, VD J]; 
大 大 
oy) -了 [2 


大 


【 题 2. 58】 已 知 :有 N' 个 温度 为 了 质量 为 m 的 单 原子 分 子 理 想 气 体 被 吸附 在 面积 为 A 的 金 
属 表 面 上 .吸附 分 子 可 视 作 二 维 理想 气体 ,其 分 子 能 最为 7-P? - eo, 式 中 是 二 维 动 量 ,eo 是 吸附 


在 表面 上 的 束缚 能 . 当 金 属 表 面 与 压强 为 p 的 气体 接触 时 ,在 温度 T 时 吸附 的 分 子 与 同类 的 气体 
分 子 达到 平衡 . 

求 :(1) 吸附 分 子 的 化 学 势 上 

(2) 单位 面积 上 的 吸附 分 子 数 nn”. 


答 ， 
Pa 二 一 二 mn( 多 ) 二 到 m| 人 (2 )exp(- peo) | 
二 
n’ = VM = Bp (2 )" exp(peo) 


【 题 2.59】 已 知 :吸附 表面 有 No 个 空位 ,每 个 空位 可 吸附 1 个 气体 分 子 ,将 此 表面 与 化 学 势 
为 x 的 单 原子 分 子 理想 气体 接触 . 设 被 吸附 的 分 子 的 能 量 比 自由 时 多 (- so) ,覆盖 率 9 为 已 被 吸 
附 的 分 子 数 与 空位 总 数 之 比 , 单 原子 分 子 理想 气体 的 化 学 势 是 
p= i (2 ) | 
求 :9 与 压强 P 的 关系 . 
答 : 
P 


p+ (zen) exp(— Peo) 
【 题 2.60】 已 知 :粒子 数 分 别 为 N, 和 N- 的 两 种 组 元 组 成 的 粒子 数 可 变 系统 ,满足 条 件 
N, -~-N_ =v=const. 其 巨 配 分 函数 为 
2 1 
4 = ee + H+ - 2m Ey 9 )Jdpd 
2 NIN-ie*PCAN H+ )exp(BN- 4 )|exp[ Be(p,q) Jdpdg 


式 中 N=N, +N- ,p 为 广义 动量 ,q 为 广义 坐标 ,e 为 系统 的 Hamiltonian. 系统 处 于 热力 学 平衡 
态 , 粒 子 间 相互 作用 忽略 不 计 . 


求 :关系 式 六 
答 : 设 1,(x) 为 v 阶 虚 宗 量 的 第 一 类 Bessel 函数 ,有 
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【 题 2.61】 已 知 : 理 想 气体 处 于 由 动 活塞 所 封闭 的 容器 中 ,活塞 外 保持 等 压 P. 


求 :气体 的 Gibbs 自由 能 和 物 态 方程 . 
答 : 用 气体 的 T-P 配 分 函数 


7 i 
Z(T,P,N) = | 


次 
a) ( 
可 得 


当 Nl1 时 ,就 是 理想 气体 状态 方程 . 
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我 发 现 不 考虑 由 质点 组 成 的 一 个 系统 ,而 考虑 除 运 动 初 始 条 件 外 在 其 他 一 切 方 
面 都 相似 的 大 量 系 统 , 这 样 做 是 十 分 方便 的 .我 们 把 注意 力 放 在 某 一 给 定时 刻 处 于 
某 一 相 的 这 些 系统 的 数目 上 ,而 这 个 相 又 由 给 定 限 度 内 的 诸 变 量规 定 ， 
J.C.Maxwell:《 论 Boltzmann 质点 系 的 能 量 均 分 定理 》 


统计 热力 学 的 特点 之 一 是 ,最 初 作 为 数学 工具 引进 的 一 些 量 和 函数 ,几乎 无 例 
外 地 都 会 获得 一 个 基本 的 物理 意义 . 

这 是 个 数学 问题 一 一 数学 问题 总 是 相同 的 .不 久 我 们 将 给 出 它 的 普遍 解答 ,从 
这 个 普遍 解答 可 以 得 出 ,每 一 个 特殊 类 型 的 系统 所 需要 的 每 一 特殊 分 类 ,都 是 它 的 
一 个 特例 . 


一 一 EE.Schr6dinger:《 统 计 热 力学 》 


不 仅 配 分 函数 在 统计 力学 中 的 地 位 与 波 函 数 在 量子 力学 中 的 地 位 相当 , 而且 与 
围绕 波 函 数 建立 起 来 的 量子 力学 中 的 力学 量 算 符 相当 ,围绕 配 分 函数 也 可 以 建立 起 
统计 力学 中 的 热力 学 量 算 符 . 这 背后 的 数学 逻辑 , 力 是 量子 力学 力学 量 与 波 消 数 之 
间 的 线性 相关 和 统计 力学 热力 学 量 与 配 分 清 数 之 间 的 线性 相关 ,更 甚至 于 是 量子 力 
学 Schr6dinger 方程 .Klein-Gordon 方程 .Dirac 方程 与 波 隐 数 之 间 的 线性 相关 性 和 
统计 力学 Liouville 方程 与 “ 系 综 数 密度 ”Pp ( 它 与 配 分 函数 Z 有 关 ) 之 间 的 线性 相 
关 性 . 

由 统计 力学 热力 学 量 的 算 符 表示 ,可 以 不 费 吹 灰 之 力 地 导出 这 些 热 力学 量 算 符 
之 间 关 系 的 “Piosson 括号 ?形式 ,而 且 可 以 不 留 悬 念 地 证 明 这 些 热力 学 量 算 符 之 间 
关系 的 “Piosson 括号 ?与 热力 学 中 “Piosson 括号 ?完全 一 致 ,从 而 再 次 诠释 了 统计 力 
学 的 热力 学 本 质 . 

热力 学 量 算 符 之 间 关 系 的 “Piosson 括号 ”, 显 示 了 两 个 热力 学 量 算 符 之 间 的 “不 
可 对 易 性 ”, 这 也 与 量子 力学 中 力学 量 算 符 之 间 的 “不 可 对 易 性 ”相仿 .实际 上 ,这 种 
“不 可 对 易 性 ” 正 是 “ 场 论 ”乃至 “ 系 综 理论 ”的 特征 之 一 .众所周知 , 当 对 某 个 力学 晤 
进行 平面 波 的 “Fourier 变换 ”展开 时 ,都 会 呈现 类 似 于 “Heisenberg 测 不 准 关 系 ” 的 
“不 可 对 易 性 ”, 不 独 量子 力学 是 如 此 “平面波 的 Fourier 展开 ”就 是 “ 场 论 ”. 正 因为 
存在 这 种 “不 可 对 易 性 ”, 所 以 “只 有 系 综 理 论 的 统计 力学 才 算 是 真正 的 统计 力学 ”， 
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而 一 些 “ 老 式 的 >"“Lagrange 描述 ”的 统计 力学 在 逻辑 上 都 是 不 自治 的 .也 正 因为 如 
此 ,“ 系 综 诠释 ”的 量子 力学 才 有 其 合理 性 ,如 Einstein 所 言 . 

此 外 , 统计 力学 热力 学 量 算 符 与 配 分 函数 之 间 的 关系 , 又 如 分 析 力 学 中 
Lagrange 算 符 与 Lagrangian 之 间 的 关系 .在 连续 体系 的 分 析 力 学 中 ,动能 密度 是 很 
容易 写 出 来 的 ,不 容易 写 出 来 的 是 其 势能 密度 . 与 此 相仿 ,在 系 综 理 论 的 统计 力学 
中 ,对 应 于 理想 气体 部 分 的 配 分 函数 是 很 容易 写 出 来 的 ( 简 而 言 之 ,最 基本 的 只 有 ”1 
次 s 维 一 般 气体 ”的 配 分 函数 和 “相对 论 理想 气体 ”的 配 分 函数 这 两 种 形式 ) ,不 容易 
写 出 来 的 是 对 应 于 “ 非 理 想 气体 ”部 分 的 配 分 消 数 .统计 力学 发 展 到 近代 ,有 一 多 半 
任务 是 在 研究 对 应 于 “ 非 理想 气体 ”的 那 部 分 配 分 函数 如 何 写 .总 有 一 天 ,统计 力学 
教科 书 会 写成 像 经 典 力学 教科 书 那 样 , 一 上 来 就 能 罗列 出 各 种 各 样 的 配 分 项 数 , 以 
对 应 于 各 式 各 样 的 气体 . 

在 计算 配 分 函数 之 前 ,首先 要 明确 统计 力学 只 对 气体 分 子 (“系统 ”) 有 效 : 对 真 
正 的 气体 分 子 它 当 然 是 有 效 的 ,但 对 ”“ 非 气体 ”的 “凝聚 态 ” 则 要 先进 行 一 步 “ 分 立 化 ” 
的 操作 .分 立 化 操作 的 目的 ,是 为 了 能 够 有 效 地 利用 统计 力学 方法 .这 种 “分 立 化 ”的 
操作 ,已 有 量子 力学 作为 榜样 ,可 以 直接 拿 过 来 用 . 而 对 于 所 谓 “ 量 子 场 论 ”, 则 要 进 
行 所 谓 “ 二 次 量子 化 ”处 理 .在 统计 力学 中 ,对 “ 光 ” 的 处 理 、 对 “ 顺 磁 物 质 ” 的 处 理 ,对 
“谐振 ”和 “固体 ”的 处 理 等 等 ,都 进行 了 这 种 “分 立 化 ”的 操作 . 如 果 没 有 这 种 “分 立 
化 ”的 操作 ,统计 力学 将 止步 于 气体 分 子 , 而 气体 分 子 的 统计 力学 则 是 芝 无 新 意 的 老 

至 于 这 种 “分 立 化 ?的 操作 是 否 符合 电子 显微镜 下 的 实际 观测 , 则 是 问题 之 外 一 
个 哲理 性 和 思辨 性 很 强 的 课题 , 男 当 别论 .而 至 于 这 种 “分 立 化 ”的 操作 的 数值 正确 
性 , 则 可 以 由 模型 的 精确 度 ( 例 如 对 “固体 ”的 “分 立 化 ”的 操作 就 有 个 选择 “谐振 子 ” 
模型 还 是 选择 弹性 力学 模型 的 问题 ) 和 实验 数据 的 误差 来 保证 . 

求 配 分 函数 ,从 数学 角度 来 看 ,无 非 是 算出 “ 态 密 度 ”D(e) 的 “Laplace 变换 ”( 对 
Bose 统计 和 Fermi 统计 而 言 是 算出 “统计 密度 ”D(e ) 的 “Laplace 变换 ”然后 求 和 ). 
一 般 来 说 ,在 教科 书 中 作为 演示 所 涉及 的 “ 态 密度 ”( 或 “统计 密度 ”) 都 不 是 很 复杂 
的 .对 于 Boltzmann 统计 中 无 “ 显 关 联 ” 的 .具体 到 例如 转动 或 振动 问题 (这 些 都 是 
“ 非 相 对 论 ” 的 ) 的 配 分 函数 ,对 于 一 些 传统 的 Bose 统计 和 Fermi 统计 中 的 问题 ,都 
可 以 按 这 一 原则 进行 计算 . 

真正 复杂 的 是 “Hamiltonian”e 中 存在 系统 之 间 “ 显 关联 ”的 问题 , 亦 即 “ 真 实 气 
体 ” 的 问题 “Hamiltonian”e 中 的 “外 场 势 "可 以 通过 “化 动量 正则 变换 "(或 “化 动能 
正则 变换 2) “化 为 乌有 ”, 但 系统 之 间 的 “ 显 关联 ?势能 是 无 论 如 何 也 不 可 能 化 为 乌有 
的 .在 系统 之 间 存 在 “ 显 关 联 ?” 的 问题 中 ,方便 的 办 法 是 将 系统 之 间 的 “ 显 关联 "势能 
U 分 离 出 来 ,关于 U 的 配 分 函数 Z" (在 有 些 统计 力学 教科 书 上 是 用 其 他 符号 表示 
的 ) 常 被 称 为 “位 形 积分 ”. 由 于 在 计算 热力 学 量 时 要 应 用 “ 归 一 化 ”条 件 而 使 不 含 “ 显 
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关联 ”势能 U 的 那 部 分 Hamiltonian 的 “Laplace 变换 ”不 必 显 现 (“ 同 时 出 现在 分 子 
和 分 母 上 而 被 消去 ”) ,因此 计算 “真实 气体 ”状态 方程 的 真正 难点 就 在 于 算出 “位 形 
积分 ”. 

算出 “位 形 积 分 ”的 主要 方法 有 :J.E. Mayer(1904 一 1983) 和 M. G. Mayer(1906 
一 1972) 夫 妇 等 人 创立 的 “分 子 集团 展开 方法 ”,E. Fermi 引入 、 黄 克 逊 和 杨振宁 发 展 
起 来 的 “ 寿 势 法 ”, 以 及 “量子 场 论 ” 方 法 .本 书 介 绍 了 “分 子 集团 展开 方法 ”( 有 点 类 似 
于 “Taylor 级 数 展开 ”) ,因为 这 种 方法 比较 经 典 , 不 用 涉及 目前 为 止 仍 受 “诠释 ”问题 
困扰 的 量子 力学 (在 正统 量子 力学 中 , 连 波 函 数 是 描述 粒子 的 还 是 描述 系 综 的 都 搞 
不 清楚 ). 

J .E.Mayer 是 著名 化 学 家 ,其 夫人 M. G. Mayer 倒是 著名 的 物理 学 家 .杨振宁 
在 一 篇 题名 为 “Joseph Mayer 与 统计 力学 ”的 文章 中 提 到 了 Mayer 夫妇 在 统计 力学 
方面 尤其 是 在 “真实 气体 ”方面 和 “ 相 变 理论 ”方面 所 作 的 贡献 . “真实 气体 ”和 “ 相 变 
理论 ”是 近代 统计 力学 的 两 个 重要 研究 方向 . J. E. Mayer 和 M. G. Mayer 的 
《Statistical Mechanics》2nd ed. ,Wiley,1946; 中 译本 《统计 力学 》, 高 等 教育 出 版 社 ， 
1957) 是 一 本 优秀 的 统计 力学 参考 书 , 其 中 有 不 少 有 用 的 资料 . 

由 统计 力学 的 配 分 函数 ,可 以 很 方便 地 对 应 至 “量子 场 论 ”的 “Feynman 振幅 ”. 
黄 克 逊 在 {Fundamental Forces of Nature:The Story of Gauge Fields》( 中 译本 《大 
自然 的 基本 力 : 规 范 场 的 故事 》, 上 海 世 纪 出 版 集团 ,2009) 一 书 中 说 , 当 “ 量 子 场 论 ” 
中 的 时 间 “成 了 虚数 "时 , 具体 来 说 当 上 = iB 有 hh 时,“Feynman 振幅 ?就 “ 映 人 了 统计 力 
学 的 配 分 函数 ”. 


3.1 统计 力学 中 的 算 符 


3.1.1 热力 学 中 的 Poisson 括号 
在 热力 学 (参阅 沈 惠 川 ,《 经 典 力 学 题 谱 》, 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 ,2008) 中 的 


“Poisson 括号 ”为 
[VPlyp =1 
[S$S,Tlyp=1 
[nist; |v,p = 0i 
[niyskj]s,r = 6 

男 外 ,对 广义 力 XX 和 广义 坐标 x 来 说 ,其 “Poisson 括号 ?是 
[S$S,T]x = 1 (3.2) 


Cp 
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由 于 诸 热力 学 量 之 间 满 足 正则 方程 ; 
dE 二 dz __ 9T 
. DT dS DAHNi 3 9) 
dV -91 di _ 9 了 
dS 3P dS an; 


因而 可 以 有 结论 :“ 热 力学 Poisson 括号 ”中 的 每 一 对 热力 学 量 是 “正则 共 轿 ”的 .但 
是 ,每 一 对 “正则 共 罗 ? 的 热力 学 量 的 乘积 ,其 量 纲 都 是 能 量 量 纲 , 它 与 经 典 力学 或 量 
子 力学 中 每 对 共 斩 正 则 变量 的 乘积 其 量 纲 都 是 作用 量 量 纲 (或 角 动 量 量 纲 ) 完 全 
不 同 . 

在 与 巨 正则 系 综 对 应 的 “ 开 系 ”热力 学 中 , (3.1) 式 和 (3.3) 式 中 的 ni 应 被 换 成 
Ni 或 (Ni). 


3.1.2 ”统计 力学 中 的 算 符 


1. 配 分 函数 或 巨 配 分 函数 与 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关系 


在 第 1 章 中 ,根据 巨 正则 系 综 配 分 函数 2Z 与 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关 
系 , 有 


1 dnZ 1 aln Z 


‘Nm gh Hg 
人 - -anZ (3.4) 
S = ka(InZ — 28 SE - Dp PHS) 
和 
__InZ 
1 =- (3.5) 
以 及 
… 于 aln Z 
F= B 方 入 gln a; 
1 2 aln ZZ oInZ 
G = BnZ+ 2 5) Ene 
ee Ke) 
= oaln 9ln 
J (5) | 
y, _ 1aonZ 


式 中 (CE, F, G, 电 ) 分 别 为 系 综 的 内 能 、Helmholtz 自由 能 、Gibbs 自由 能 和 烩 ， 
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(Ni, yi,J) 分 别 为 系 综 的 组 元 i 的 粒子 数 、 广 义 力 (k 分 量 ) 和 热力 学 巨 势 ， 
(S,B,xx ,pi) 分 别 为 系 综 的 炉 .B = REF 为 温度 ) .广义 坐标 (k 分量) 和 A 为 组 


元 i 的 化 学 势 (w, = -学 外 .注意 :统计 力学 中 的 广义 力 Y 与 热力 学 中 的 广义 力 X。 
之 间 正 好 相差 一 个 负 号 ， 
正则 系 综 配 分 函数 Z 与 热力 学 量 的 统计 表达 式 之 间 的 关系 , 同 以 上 (3.4) 式 和 


(3.6) 式 差不多 :只 要 将 其 中 的 巨 正 则 系 综 配 分 函数 Z 换 成 正则 系 综 配 分 函数 Z 并 
略 去 对 ui; = - By， 的 偏 导数 项 即 可 . 即 


-=- 
= ji 
F =- m2 (3.7) 
G =- 方 InZ- | 
ly 
和 
Ee oln Z 
| ( 9p )] (3.8) 
yx = | 
2. 热力 学 量 的 算 符 


将 正则 系 综 配 分 函数 Z 的 对 数 In Z 视 为 类 似 于 量子 力学 波 函 数 y 一样 的 物理 
量 , 则 可 定义 正则 系 综 中 的 热力 学 量 的 算 符 为 


区 be xr (Fr ),] 

| ee , (3.9) 
=- BP(38), — Dx (37) 

.三 ks| 1 - 8( 冶 )| 

Ye = 8 (3x) 


同样 , 巨 正则 系 综 的 巨 配 分 函数 2Z 的 对 数 In Z 视 为 类 似 于 量子 力学 波 函 数 y 
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一 样 的 物理 量 , 则 可 定义 正则 系 综 中 的 热力 学 量 的 算 符 为 


(N= 记 六 + (5m) 


G =- 1 -B38- Dx (Fr),, or (a )， 本 (3.10) 
让 (动人 (起 ) 

$= ks|1 = > (Fr ), 

人 E27 


3. 热力 学 量 算 符 之 间 的 不 可 对 易 关 系 
(1) 无 论 是 在 正则 系 综 中 还 是 在 巨 正则 系 综 中 ,关于 广义 坐标 xy 算 符 和 广义 力 
Yx 算 符 之 间 的 Poisson 括号 ， WD 


[Yet]= Bx 3 + Bou ~ Bx1 3 = Hou (3.11) 
(2) 在 正则 系 综 中 ,关于 粹 5 So 区 i 的 Poisson 括号 ,有 
[8,7]= ks(T-BT 放 -8B 仿 )- 广 (1-B8 襄 ) 
= 斑 (3.12) 


其 中 ,因为 8= 志 ,所 以 


(3) 在 巨 正则 系 综 中 ,关于 炉 5 SE T 算 符 之 间 的 Poisson 括号 ,有 


[$,7]= ks(T -28T 3 28 38 ST - 2 |) 


(1 i 3 )= 广 (3.14) 
其 中 ， 因为 B= 于 于 寺 ， 所 以 


154 统计 力学 
"(8 ) _1 


(4) 在 巨 正则 系 综 中 ， i i Ai 算 符 之 间 的 
Poisson 括号 ,有 
1 9 1 9 9 
LON; )， Li j= py 也 + By + Biap (证 痪 + 7 | 
= . (3.16) 
于 是 ,热力 学 量 算 符 之 间 的 不 可 对 易 关 系 可 归纳 为 


[Yes = Bn 


[ST | 二 (3.17) 


[Ni si = Bs 
式 中 的 广义 坐标 xi 算 符 和 广义 力 Yk 算 符 车 改 用 容积 VV 算 符 和 压强 P 算 符 表 示 ， 
又 有 
[P,V]=- 筷 (3.18) 


4. 统计 力学 中 的 Poisson 括号 
根据 (3.17) 式 或 (3.18) 式 ,统计 力学 中 的 Poisson 括号 是 


[P,VjJiv=1 
TT Pp,V 二 1 : 
Be (3.19) 
[Ni APy = 一 0 
[LCNi) ,fj Jr.s -0 
以 及 
[7T,S]7 5 =— On (3.20) 


将 (3.19) 式 (3.20) 式 与 (3.1) 式 (3.2) 式 作 一 比较 ,可 以 发 现 二 者 完全 相同 . 
在 对 二 者 进行 比较 之 前 ,必须 注意 广义 力 在 统计 力学 中 和 在 热力 学 中 的 区 别 : 
Yi = 一 了; ,而 压强 P 是 热力 学 中 的 广义 力 X，;. 
3.1.3 ”有关 统计 力学 中 的 算 符 的 讨论 

(1) 统计 力学 中 的 算 符 是 对 正则 系 综 配 分 函数 Z 的 对 数 ln Z 或 巨 正 则 系 综 的 


巨 配 分 函数 2 的 对 数 ln 2 进行 某 种 数学 运算 的 符号 .仿照 量子 力学 中 的 记号 ,可 以 
在 代表 热力 学 量 的 文字 上 加 上 “人 ”号 以 表示 该 热力 学 量 的 算 符 . 
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(2) 很 显然 ,只 有 当 热力 学 量 是 正则 系 综 配 分 函数 Z 的 对 数 In Z 或 巨 正则 系 综 
的 巨 配 分 函数 2 的 对 数 In 丈 的 线性 函数 时 ,才能 有 “统计 力学 中 的 算 符 ”. 由 此 可 以 
看 出 ,In Z 或 InZ 相当 于 量子 力学 中 的 波 函数 

(3) 在 正则 系 综 中 ,最 主要 的 统计 力学 算 符 是 ( 声 , 六 ,3) ;而 在 巨 正则 系 综 中 ， 
最 主要 的 统计 力学 算 符 是 ((N;》, 它 , 7 ,3) ,其 余 的 统计 力学 算 符 都 可 以 由 这 些 算 
符 和 热力 学 第 一 定律 推算 出 来 


(4) 在 正则 系 综 中 ,比较 特殊 的 统计 力学 算 符 是 六 = - 方 ;而 在 巨 正则 系 综 中 ， 
比较 特殊 的 统计 力学 算 符 是 7 = - 方 .这 种 比较 特殊 的 统计 力学 算 符 ,实际 上 相当 于 


一 个 “热力 学 系统 ”的 Hamiltonian. 例如 ,由 下 = 一 区 和 ,立即 得 到 Z=exp(- BF). 


又 如 ,由 J= -JP ,立即 得 到 艺 = exp( - 印 ). 所 以 ,在 正则 系 综 中 天 是 “热力 学 闭 
系 ” 的 “Hamiltonian 算 符 ”, 而 在 巨 正则 系 综 中 ,J 是 “热力 学 开 系 ”的 “Hamiltonian 
算 符 ”. 

(5) 在 统计 力学 中 , 共 纯 热力 学 量 之 间 的 “不 可 对 易 性 ”是 以 吾 = KeT 为 标志 
的 ;换言之 ,这 种 “不 可 对 易 性 ”是 与 温度 有 关 的 (与 Kelvin 温度 成 正比 ) ,此 点 同 量子 
力学 中 共 亏 力学 量 之 间 的 “不 可 对 易 性 "以 常数 色 为 标志 完全 不 同 . 


(6) 由 于 广义 力 在 统计 力学 中 和 在 热力 学 中 的 区 别 : Yi = - X; ,而 压强 P 是 热 
力学 中 的 广义 力 X; ,因而 统计 力学 中 和 热力 学 中 的 Poisson 括号 是 完全 相当 和 一 
致 的 . 


3.2 正则 系 综 的 配 分 函数 与 Laplace 变换 


由 于 “正则 系 综 ” 是 系 综 理 论 中 最 主要 、 最 重要 的 系 综 , 而 Bose 分 布 和 Fermi 分 
布 的 “ 巨 正则 系 综 ” 可 以 被 化 为 正则 系 综 “ 状 态 和 ”的 形式 ,因而 关于 正则 系 综 的 配 分 
晴 数 的 计算 显得 格外 令 人 关注 .因为 关于 正则 系 综 的 配 分 函数 的 计算 实际 上 就 是 态 
密度 D(e) 的 “Laplace 变换 ”, 所 以 态 密 度 D(e) 的 “Laplace 变换 ” 即 为 以 此 态 密度 
为 特征 的 物理 状态 的 “ 系 综 统计 ”. 

值得 注意 的 是 ,由 于 通常 的 “Laplace 变换 ”是 以 积分 形式 展示 在 世人 面前 的 , 因 
而 将 “ 系 综 统 计 ” 写 成 “积分 的 ”形式 而 不 是 “ 求 和 的 ”形式 确 系 至 关 重 要 .换言之 ,对 
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“ 微 状 态 数 ”在 “统计 权重 ”条 件 下 进行 积分 是 使 用 “Laplace 变换 ”方法 的 必要 条 件 . 
3.2.1 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 


正则 系 综 的 配 分 函数 Z 等 于 
Z = N12 = (21) = [ 唱 ec- pe)D(e)de] (本 2 
式 中 一 个 “系统 ”的 配 分 函数 Z; 等 于 
Z, = |exp(- Be) Dle)de (3.22) 


0 
R.K. Pathria 注意 到 : 当 8>0 时 , 配 分 函数 Zl 正好 就 是 态 密度 D(e) 的 Laplace 
变换 . (R. K. Pathria.《Statistical Mechanics》, 2nd ed, Elsevier (Singapore) Pte. 
Ltd. ,2003,p56; 中 译本 《统计 力学 》, 湛 垦 华 、 方 锦 清 译 ,高 等 教育 出 版 社 , 1985, p88) 
因而 ,“ 态 密度 ”D(e) 可 以 被 写成 “ 配 分 函数 ”Zi 的 “ 逆 Laplace 变换 ”: 


P+iw 
ee 
i 2 exp(Be)Z1CB)dB 


一 1 


= 趟 | exp(B’ + ip”)Z(B’ + iB”)dp” (3.23) 


式 中 B= Pp" + 论 是 复 变量 (Re8= 有 ,Imp = B”; 在 统计 力学 中 B 只 是 实数 ). 积分 路 
径 沿 平行 于 虚 轴 的 右边 进行 , 即 沿 着 直线 Re8 = 8 >0 进行 . 


3.2.2 ” Laplace 变换 的 定义 和 性 质 


1. Laplace 变换 的 定义 
(1) 设 函 数 D(e) 在 [0,o) 上 有 定义 ,D(e) 是 实 变量 e 的 实 值 函 数 或 复 值 函 
数 , 则 


0 


Z,(p) = |expc- Be) Dle)de (3.24) 
0 
是 函数 D(e) 的 “ 单 边 ”Laplace 变换 . 记 作 
Z,(p) = LTD(e)] (3.25) 


式 中 Z1:(8) 被 称 为 函数 D(e) 的 “ 像 ”( 或 “ 像 函 数 ”) ,函数 D(e) 被 称 为 Z1(B) 的 “ 像 
原 琢 数 ”. 
(2)“ 道 Laplace 变换 ”可 记 为 
CE 
有 +ioo 


ep: 
轩 2 2 (B)exp(Be)dB 


第 3 章 统计 系 综 中 的 配 分 函数 及 其 应 用 157 


*oo 


= 二 | 和 z (B' + iB”)exp[ (BP’ + iB”)e Jdp” (3.26) 


一 0 


只 要 积分 收敛 ,积分 路 径 是 可 以 任意 选择 的 . 
(3) 设 靖 数 D(e) 在 (-oo,+o) 上 有 定义 ,D(s) 是 实 变量 s 的 实 值 阴 数 或 复 值 
函数 , 则 


Z,(p) = | expc- Be) Dle)de (3.27) 


是 函数 D(e) 的 “双边 ”Laplace 恋 换 . 


【 例 3.1】 LL1J= |expc- Be)de = 诗 


0 
_ 1 Do 
【 例 3.2】 LLej= |eexp— Be)de = 一 雇 Lexp(- pe)]。= Fe 


【 例 | 3. 3】 已 知 :a 为 复 常 数 . 
求 :L[exp(ae)]. 
解 : 


o_O - 


LLexp(ae)]= |expCae)exp - Be)de = |exp5- (B— a)e Jde 
0 


0 


(ReB > Re a) 
一 a 


求 :(1) L[cos(ae) J] 和 LL sin(ae) ]; 
(2) LL6(e) |]. 


解 :(1) 
LLeos(ae)] = | eosCae)exp( Be)de 
0 
_ [fasin(ae) — Beos(ae) 下 四 
= | ra exp(— Be) ,Rh 
同 理 


LLsin(ae) ] = fp 
(2) 因为 


t+ 


“8 


dl(e)f(e)de = f(0) 


oo 


因此 


TDCE) = | sceexpC- yd 二 | sceexp(- Bee 
0 -m0 
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2. Laplace 变换 的 性 质 


(1) 线性 性 质 
LLaDi(e) + bpD:(e)]= aL[D'i(e)]+ bL[D;,(e)] 

式 中 (Ca ,pb) 为 常数 . 

(2) 相似 性 质 

L[D(ae)]= 1z, (£) 

式 中 a 二 0. 

(3) 位 移 性 质 

LLexp(Cas)D(e)]= Z1(8 - a) 

式 中 a 为 复数 . 


(4) Heavisisde 位 移 性 质 
L[D(e -~ a)H(e - a)]= Zi1(B)exp(— Ba) 
式 中 
0 te 二 0) 
H = 
SE 1 (e>0) 
为 “Heavisisde 阶 有 路 函数 ”. 


【 例 3.5】 已 知 :LCcos(ae)] = 更 人 
求 :LLexp(- be)cos(ae)]. 
解 : 
LLexp(— be)cos(ae).] = 1 
(5) 延迟 性 质 
设 e<0 时 D(e)=0, 则 对 任 一 实数 eo 二 0, 恒 有 
L[D(e 一 e0) ] = exp(— Beo) Z1(B) 


Li[Lexp(- Be)Z1(8)]= De - seo) 
(6) 源 微 分 性 质 
L[D’(e)]= BZ1(B) - DOO) 
或 一 般 地 有 


L[D'®(e)]= B"Z1(B) - B"1D(0) - Br 2D (0) — . — DID(0) 


n 


= B"Z1(B) - SO BIDD 0) (Cn = 2,3,.) 


i=]1 


特别 是 , 当 D(0) = D’'(0) =。…= DD" (0) =0 时 有 


(3.28) 


(3.29) 


(3.30) 


(3.31) 


(3.32) 


(3.33) 


(3.34) 


(3.35) 


(3.36) 
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LTDo(e)]= BrZ,(p) (3.37) 
(7) 源 积分 性 质 
| Ne 
|peeae]= B218) (3.38) 
或 一 般 地 有 
L[ [ae -pode]- 记 Zi(P) (n = 2;3，) (3.39) 
次 
(8) 像 微 分 性 质 
L[eD(e)]=~ Z (8) (3.40) 
或 一 般 地 有 
Lie"D(e)]= (- 1)"Z{™ (8) (3.41) 


【 例 3.6】 已 知 :LLexp(as) ] = 有. 


求 :L[e"exp(ae)]. 


1 
—a 


(nm) 
解 :L[e"exp(ae)]=(-1"(-i) =8 一 rr (nm 为 正 整 数 ) 


(9) 像 积 分 性 质 
Le | = |z18)aB (3.42) 
月 
或 一 般 地 有 
D(e) i 
[2]= |-…|Z1cB8)ap (3.43) 
. B 
n 次 
【 例 3.7】 已 知 :LLsin e]= 历 二: 
求 :L| es | 
解 ; L| we |= EE = arctan 请 
B 
(10) 初 值 定理 
车 limBZ,(B) 存 在 , 则 
D(C0) = limBZ1 (8) (3.44) 


(11) 终 值 定理 
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若 lim D(e) 存 在 , 则 
D(+ oo) = limBZ1(B) (3.45) 
B--0 
(12) 周期 为 8 之 D(e) 的 像 
L[D(e)]= ee | Deeyexpc- Be)de (3.46) 
1 ~ exp(— Be)y 
(13) 乘积 性 质 
者 
LmD =! 
| tel (3.47) 
二 | 二 <) 
则 
P +io 
tp 元; | ey ed (3.48) 
(14) 卷 积 性 质 
者 
人 
L[2D(e)]=2Z(p) 
则 


12(B) .2Z(P) = L[1D(e)]。L[2D(e)]= [| pe ~ e) 2D(e')de ] 


= = tj pce )**Dle —e)de’ |= LL'D(e) x2D(e)] (3.49) 


应 用 以 上 这 些 Laplace 变换 的 性 质 ,对 计算 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 是 十 分 有 
益 的 . 

附录 B 中 表 B.1 是 一 些 具体 的 Laplace 变换 ,其 中 有 些 是 常用 的 . 
3.2.3 “ 道 Laplace 变换 ”的 应 用 


由 (3.23) 式 
] PB +iw 
es 2 2 (B)expCBe)dB 


~ 去 | 2 (B' + iB”)exp[ (B’ + iB”Ye 1dp” 


所 定义 的 “ 逆 Laplace 变换 ”, 可 以 根据 “ 配 分 函数 ”Zi(B) 求 得 系 综 的 “ 态 密度 ” 
D(e). 应 用 这 种 方法 ,可 以 很 方便 地 从 “正则 系 综 ” 的 配 分 函数 Z 求 得 “ 微 正则 系 综 ” 


第 3 章 统计 系 综 中 的 配 分 函数 及 其 应 用 161 


的 配 分 图 数 D(e). 在 及.K. Pathria 的 《Statistical Mechanics》(Pergamon,1977) 一 
书 中 ,起 码 有 这 方面 的 两 个 实例 . 
1. 根据 经 典 “ 单 原子 分 子 " 理 想 气 体 的 “ 配 分 函数 ” 


| (去 2 ) li 


可 算得 其 系 综 “ 仿 密度 ”为 


Dle)= EM 


m \ 2JN 1 
hi) al 2 exp(Be)dR 


[学 (二 ) ]. 需 一 _ 
= (3 = (3.50) 、 
0 
(3.50) 式 确 为 理想 气体 “ 态 密度 ”的 正确 表达 式 , 其 中 第 一 个 结果 对 应 于 es 过 0， 
第 二 个 结果 对 应 于 e 二 0. 


【 例 3.8】 已 知 :理想 气体 中 只 有 一 种 分 子 , 且 其 内 部 自由 度 可 忽略 不 计 , 其 分 子平 动 配 分 函 


数 为 
VAN m \ 当 
Z(p) = NT (BF ) 
求 : 态 密度 D(e). 
解 : 由 
Z(B) = |expc- pe)D(e)de 
可 得 


N \2rxh’ 


其 中 的 积分 必须 分 3 种 情况 ,用 复 变 函数 知识 来 讨论 : 
(1) 车 e 二 0, 则 在 以 8 为 圆心 ,以 习 为 半径 的 半圆 形 积分 路 径 上 的 积分 为 零 ( 因 积分 回路 内 


N B+im 
Dle) = | 守 ( 中 ) | 2 | 8B 将 exp(Be)dp (8 >0) 
nl 


”无 奇 点 ) .在 这 种 情况 下 ， 


Dl(e)=0 (e<=0) 
(2) 若 s 二 0, N 为 偶数 时 ,积分 回路 中 包含 极点 8= 0, 则 根据 复 变 函数 理论 中 的 留 数 定理 
可 得 , 


3N-1 
E2 


D(e) = [全 ( 环 ) | es (s 二 0,N 为 偶数 ) 
(3) 车 e 二 0,NN 为 奇数 时 ,B=0 为 一 阶 支点 , 则 用 分 部 积分 方法 ,连续 降 阶 后 得 到 


D(e) = ES je [Je expcBeyap | 
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3 3N-1 
= | 算 ( 开 :) 1 [Ee | 
2 2 


IC 


A re 
x [een 了 | (e 二 0,N 为 奇数 ) 


eol 


值得 注意 的 是 ,(2) 和 (3) 的 结果 是 一 样 的 . 
2. 根据 经 典 “ 谐 振子 "(经 典 振动 ) 系 综 的 “ 配 分 函数 "(参阅 表 3.2) 
Ca A 
Z = (hc) 
可 算得 其 系 综 “ 态 密度 ”为 


P+io 
D(e) = a | BP"expCBe)dp 


1 ~N ev-! 
-| “(N-D! (3.51) 
0 

(3.51) 式 确 为 “谐振 子 ”“ 态 密度 ”的 正确 表达 式 , 其 中 第 一 个 结果 对 应 于 e 之 0， 
第 二 个 结果 对 应 于 e 二 0. 

仿照 R. K. Pathria, 根据 “ 逆 Laplace 变换 ”和 久保 亮 五 《 Statistical 
Mechanics》, Interscience Publishers,1965) 的 数学 公式 


证 cxp( 应 ) 38 于 (x 之 0) 
2ri 有 |] 
Pp-io 0 (x=0) 


可 以 算出 其 他 类 型 的 “ 微 正则 系 综 ” 的 “ 配 分 函数 ”D(e), 例 如: 
3. 根据 理想 “光子 气体 ”(g = cp) 系 综 的 “ 配 分 函数 ” 


< 三 [| 


可 用 Boltzmann 分 布 算 得 其 " 微 正则 系 综 " 的 “ 配 分 函数 "D(e) 是 


PA 
Oy AR i 3N 
D(e)= | 27j 由 Bp- exp(Be)dB 


eV N e3N-1 
-oo “(3N-D! (3.53) 


0 
其 中 第 一 个 结果 对 应 于 e 宇 0, 第 二 个 结果 对 应 于 s 一 0. 


(3.52) 
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4. 根据 经 典 、 理 想 “ 一 般 气体 "(s = ap'!) 系 综 的 “ 配 分 函数 "” 
人 -9 
WR 

(人 -3 

可 用 Boltzmann 分 布 算得 其 “ 微 正 则 系 综 ” 的 “ 配 分 函数 ”D(e) 是 


| | < P+ joo 
2 Vo (4) 0 )! 5 2 Yexp(pe)d8 


+ 
el 


D(le)= 


(4rh?)2NI (这 -1 
2eV,, (2) (Fy)! El 
= | (4r 话 2) 去 NI 、2 (二 -1)! ( 畦 -1)! (3.54) 
0 


其 中 第 一 个 结果 对 应 于 e 宇 0, 第 二 个 结果 对 应 于 s 一 0. 
【 例 3.9】 已 知 :… 一般 气体 ”的 Hamiltonian 与 粒子 动量 之 间 的 关系 是 s = ap'. 
求 :(1)“ 一 般 气体 ” 系 综 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 (x 一 e) 的 “ 配 分 函数 ”; 
(2) 热力 学 量 (N) 下、 PS、Cyv 和 Cp. 
解 :(1)“ 一 般 气体 ”的 “统计 密度 ?为 
~ 2 1 \+ 1 了 
D(e) = 一 一 一 一 一 人 一 一 -一 一 一 cei 
i a) Ge 
而 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 ( 在 & 二 e 时 ) 的 “统计 权重 ”为 
Ten (j +1)ACe — 4)] 
fle) = (p= e) 
>) (~ Diexp[L- (j + 1)B(e - 1)] 
i=0 


将 以 上 “统计 权重 ”改写 为 
Dyexp[— (Cj + 1)Be + (j + 1)Bp] 
fle) = pny (A < e) 
2) (~ l)iexp[- (j + DBe + (+1)pu] 
j=0 
因为 对 exp[ 一 (j +1)PBe 来 说 ,其 Laplace 变换 是 
a 
[GO +1)8]13 (C+ DipBit 
所 以 相应 的 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 (2 二 e) 的 “ 配 分 函数 ”是 


Zi1 一 Let ) = 
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5 
| 2V', 荣 站 人 1)! 2\ CexpCBpy) J 
pp 元 ( 遍 (二 - 名 OUDP 二 In[L1 - exp(B1)] 
一 ln Z， 一 
2V',) (22) (过 -1)! is, a [exp(BA) J 
[4mh? D1 Pa (= 让 训 G+ DEN 
即 
二 21 (二 (exp(~ a)) 一 InLl 一 (—a)] 
CAnh?)#1 Ba (3 ) ¥+1(EXp(— a n exp(— a) |. 
lq = ln Zi 二 
ot Ey Ee Ee (exp(— a)) 
CArh?2 )¥1 Ba (二 -1 1)! +1 p a 


其 中 第 一 式 为 Bose 分 布 ,第 二 式 为 Fermi 分 布 . 
(2) 由 此 可 得 :对 Bose 分 布 ( 第 一 行 ) 和 Fermi 分 布 (第 二 行 ) ,有 


5 _ e 一 ) 

__at_ 2Z8V 是 i 每 1)! PO, SE ed 

i ‘QQ 1 ~ exp(— a) 
aa (cdrnh2)#1 “Ba (二 Pp 


2g8V's, 


E= (e)=- py = 


-1)! | 
- C4xj2 ) #1 


fs+1 Cexp(— a)) 


KAY 
_13¢ _ 28 (了 )f 1 VF+1 Cexp(— a)) 
Pu we B DY。 = Cd4 2 二 1 . Ba 本 生 > 
， nh )2 IP (总 -1)! \ff" Cexp(- a)) 


二 2gke V's,) (EY (3) [ (+) Cop- a))+ olf Cexp(— a)) | 
CAnh2)#1 “Ba (全 [ (过 +1)1oacCempc-a))+afiCepc-a7) 
计算 中 用 到 了 数学 公式 z /1Cz) =JfCz) 和 z 总 放 :Cz) = 及 (z)， 
在 以 上 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 (4 二 e) 两 种 情况 中 ,都 有 
Ps, Ves = LE 
此 外 ,还 可 由 
cr =- kp ( 疾 ) 
C 


，_ 1/ 38 
Ce (元 Vi), 
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得 到 
( 5 1) 5 28V's ( 1 和 全 本 1)! J¥r1 (exp(— a)) 
Cy kn 下 7 Ba rr 
Cs es 28V's) . (2 人 
P Vv B (C4nh?2 )3#1 Ba ( 专 -1)! 
| | (+1) pn CexpC— a) D+ olf CexpC— a)) | 
. | (+1) fe CexpC— a))+ off CexpC— a)) | 
从 而 
pe 2gV'i, (24) , Le -1)! 
~ He 


人 ( 立 + 1) Ji Cexp(- a))+ als (expl— "| 


1 二 站 CeXpP( 一 w ) 7 十 afs (CeXp( 一 S| 


于 是 可 以 得 到 比 热 比 7: 
( J4 CexpC— a)) 


TinlexpC— oa) | +g 也 <N) 


人 a 
C 8 5 5 二 5 5 《ey》 
V 全 + 1 二 fi Cexpl a)) 和 


fi+1 CexpC— a)) 
(在 推导 最 后 一 个 等 号 时 ,对 Bose 分 布 略 去 了 Bose-Einstein 凝聚 ) 可 见 , 关 于 比 热 比 y, Bose 分 布 
和 Fermi 分 布 , 与 Boltzmann 分 布 (参阅 (2.180) 式 ) 之 间 是 有 差别 的 ,差别 在 于 第 二 项 . 


3.3 篆 用 的 配 分 图 数 及 其 应 用 (无 “< 显 关 联 ” 
系统 的 Boltzmann 统计 ) 


Boltzmann 统计 系 指 用 Boltzmann 分 布 所 做 的 统计 . 
正则 系 综 的 Boltzmann 统计 (分 布 ) 的 配 分 函数 为 


Z = [S| gexpc- pe)D(e)de] (3.55) 


式 中 g 为 “ 简 并 度 *"“ 简 并 度 ”g 有 时 候 被 写 人 态 密度 De) = 92(e) 中 .在 第 2 章 
中 , 算 例 主要 针对 “ 单 原子 分 子 ” 理 想 气体 . 在 一 般 的 情况 下 ,应 该 关心 “多 原子 分 子 ” 
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理想 气体 ,并 在 更 一 般 的 情况 下 关心 “ 非 理 想 气体 ”. 由 于 在 “多 原子 分 子 ” 理 想 气 体 
的 一 般 情 况 下 ,系统 的 热 运 动 可 能 与 系统 (分 子 ) 的 平 动 .转动 .振动 及 内 部 电子 的 运 
动 都 有 关 ; 也 由 于 在 更 一 般 情况 下 ,系统 的 Hamiltonian 中 可 能 含有 各 类 势能 (包括 
“理想 气体 分 子 ” 所 具有 的 外 力 势 能 和 “ 非 理 想 气体 分 子 ” 所 具有 的 内 部 作用 势能 )， 
因而 每 个 系统 (分 子 ) 的 “Hamiltonian”e 应 等 于 “ 平 动 Hamiltonian”e^、“ 转 动 
Hamiltonian”e?、“ 振 动 Hamiltonian”e、“ 电 子 Hamiltonian”e? 以 及 势能 e5…… 
之 和 . 式 中 (A,B,C,D,E,……) 只 是 按 出 现 次 数 多少 而 随机 排列 的 记号 ,并 无 实质 
意义 ,相应 的 简 并 度 分 别 为 8 ,8 8 8 8 在 本 节 中 不 涉及 有 "“ 显 关联 "相互 
作用 的 “内 部 作用 势能 ”, 而且 一 般 假定 Hamiltonian 的 “广义 质量 ”中 不 再 含有 广义 
坐标 gx .于 是 便 有 下 列 关 系 


二 <4 十 B 十 CG +eD 十 E 十 。*。 
人 Ce (3.56) 
8 一 8 » 8 . 8 . 8 日 下 LE 
此 外 ,显而易见 还 有 
| dnce)= | (yada ce)da (er) dn er) dn (edn es). 
本 


将 (3.56) 式 和 (3.57) 式 代 回 (3.55) 式 ,得 到 
ZZ = (§) Z 。Z5。ZC。ZD。ZE.… 《二 9) 
(3.58) 式 右边 各 因子 分 别 表 示 各 种 运动 的 “ 子 配 分 果 数 ”, 即 
Z4 = | geexp(- pe4)d0 
半 | geexp(- Be?)dn 
| we GG _ C 
六 = |s exp(— Be )df a 
Z? = | geexp(- pe2)d0 


pA | geexp(- Be )dn 


利用 (3.59) 式 可 以 很 方便 地 分 别 计算 出 各 种 运动 的 配 分 函数 . 系数 (总 】 一 般 
都 放 在 对 应 于 平 动 动能 的 “ 子 配 分 函数 "Z4 中 . 
3.3.1 系统 "无 势 平 动 时 的 “ 子 配 分 函数 ” 

若 仅 仅 考虑 系统 (“ 单 原子 分 子 ” 理 想 气体 ) 的 平 动 并 且 其 Hamiltonian 中 没有 势 
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能 , 则 此 “ 子 配 分 函数 ”可 以 由 “一 般 气 体 ” 的 配 分 函数 


N 


| 2eV', (下 让 (r= 
a 


| Cdrh?)iNI (之 -1T! 
得 到 ( 令 1=2,s =3) 为 
2 = [YY (zs) ] 8.60) 


此 结果 当然 也 可 以 按照 经 典 “ 非 相对 论 ” 理 想 气体 的 Boltzmann 分 布 计算 得 到 
3 立 
Zt 三 吉 |…|exp[ - 2 + p28 + p3) II dprdg = V (zn) 
(3.6]1) 
如 果 系 统 是 经 典 “ 相 对 论 ” 理 想 气 体 (1 = 1,s = 3) 或 者 其 他 类 型 的 气体 ,也 有 对 
应 的 类 似 结果 .参阅 表 2. 8. 


3.3.2 系统 “无 势 转动 "时 的 " 子 配 分 函数 ” 


对 于 “多 原子 分 子 ” 理 想 气体 ,必须 考虑 系统 的 “转动 ”自由 度 . 

W.Pauli(1900 一 1958) 在 (Theory of Relativity》(Pergamon,1958; 中 译本 《 相 
对 论 》 上 海 科学 技术 出 版 社 ,1979) 一 书 中 说 过 :在 相对 论 中 没有 刚体 的 地 位 .” 因 
而 ,在 相对 论 气体 中 是 不 用 考虑 气体 分 子 的 “转动 ”的 . 系统 “无 势 转动 ”时 的 “ 子 配 分 
函数 ”是 对 “ 非 相对 论 ? 气 体 而 言 的 ， 

1. 经 典 转动 时 的 “ 子 配 分 函数 ” 

铬 仅仅 考虑 系统 (“多 原子 分 子 ” 理 想 气 体 ) 的 转动 并 且 其 Hamiltonian 中 没有 势 
能 (相当 于 “定点 自由 转子 ”), 则 此 “ 子 配 分 函数 ” 亦 可 按照 Boltzmann 分 布 计算 .对 
于 双 原 子 分 子 或 线性 多 原子 分 子 , 角 动量 只 有 一 个 方向 ,因而 Hamiltonian 是 

gs ”= 二 | 斑 +-2 | Wea62) 


所 以 


ps 
= 2 TS 
| -japvdp， 
ef B ps 
= 大 |a9| exp|- | 十 Es |)dpodp 


-2x faxI. faIilin oqo = 2 
答 / 池 VB sin od A (3.63) 


于 是 


168 统计 力学 


十 避 


过、 二 而 alaejeo[- (7 + 2 ) Japsdpe) 
= (总 ) (3.64) 


又 若 “ 无 势 转动 ?动能 是 用 角 动 量 J 及 转动 惯量 I 表示 时 ,Hamiltonian 是 
= 二 (人 2+ P+) (3.65) 
(3 个 方向 的 角 动 量 jx 及 转动 惯量 大 (上 =1,2,3) 各 不 相同 ) 则 有 (参阅 J.E. Mayer 
和 M.G.Mayer 的 《Statistical Mechanics》2nd ed. Wiley,1946; 中 译本 《统计 力学 》， 
高 等 教育 出 版 社 ,1957) 


+oo+oo+oo TDx2 


Z? = BI | lexpc- Beydpsdprdprdodray (3.66) 


-wm-w-wm00 


式 中 (0,p,%) 为 Euler 角 ， pn Euler 角 共 斩 的 广义 动量 (实际 上 是 角 
动量 ,与 DesCartes(1596 一 1650) 坐 标 系 中 的 角 动 量 J 有 一 定 的 换算 关系 ). 计算 后 
得 到 


Bp Sin 人 cos 岁 /so, _ 。 
COS2 乡 siny py 
21 | sin 0cos gp pscos 0)] 六 天 


sin Wcos % (py — pycos 9)]? 
sin2% ,cos:y 
( 本 ) | 


| 
2 


Sin 0 
(pe — pycos 0) py 


a pe 
21, 1, sin :0 (+ ooo) aly 


式 中 JT (k= 三 1,2,3) 为 “ 主 转动 惯量 ”. 从 而 


(3.67) 


二 四 十 o 十 oo K2T2 


ZF = 声 上 emc- pe)dpidpvdpsdbdpdy 
二， 人 ao( 呈 和 呈 ar 
8 


人 


于 是 
3N 


Z2 = [x( 六 7273)]。 (gn) (3.69) 
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如 果 将 系统 在 空间 的 完全 转动 中 所 存在 的 不 可 分 辩 的 位 形 的 数目 也 考虑 在 内 ， 
则 系统 “无 势 转动 ”时 的 “ 子 配 分 函数 ”还 必须 除 以 “对 称 因 子 ”Y. 具体 y 数值 的 选择 
似乎 完全 是 赁 经 验 . 

讨论 :由 计算 


站 ee(- 名 ju .Teo(- 名 ji Too(- 昌 ju 


+ 


台 


= V 万 天 万 。 VILT (za) 


所 得 到 的 结果 并 非 系统 (气体 分 子 )“ 无 势 转 动 ” 时 的 “ 子 配 分 函数 ”. 可 以 看 出 ,上 式 
与 (3.69) 式 相差 (8x ) 售 .这 一 相差 的 倍数 ,与 计算 时 没有 考虑 与 角 动量 共 轿 的 “ 角 
位 移 ”" 有 关 . 

2. 量子 转动 时 的 “ 子 配 分 函数 ” 

如 果 “ 多 原子 分 子 ” 理 想 气 体 是 量子 的 , 则 考虑 转动 自由 度 时 需要 应 用 量子 力学 . 

在 量子 力学 中 ,一 刚性 杆 绕 其 中 心 转动 的 Hamiltonian 是 


区 一 L? 
= 区 | 站 + sin’ st |= 2 (3.70) 


式 中 
网 四 人 
二 Li1+L;+ Ls hh | 元 0 35 (sin 0 5 sin 0 | 
9 
L, = ih (sin 9 了 55 + Cot bcos 9 35) 
> (3.71) 

iL, = ih(- cos p30 +cot Osing 23) 

a 

Ls:=ih sy 


由 数理 方法 可 知 , 算 符 L? 的 本 征 函 数 是 球 谐 函 数 Ym (9,9), 其 相应 的 本 征 值 是 
了 (十 工 > 旋风 
pa j(j+1)h2iYm(0,9) (j= 0,1,2,.…) 


LaYm(0,9)= mhYm (0,9) (m = 0, 土 1 十 三 ) 
(3.72) 
于 是 ,自由 转子 的 能 量 取 值 为 
2 
ea = Pj ty. he (3.73) 


由 于 转动 能 级 的 “ 简 并 度 ” 为 g” =2j +1,( 这 与 “ 自 旋 ” 为 j 的 “ 简 并 度 ”g =2j+1 
在 形式 上 相同 .但 是 转动 能 级 的 “ 简 并 度 ” 是 由 “ 非 相 对 论 ” 的 Hamiltonian(3.70) 式 


得 到 的 ,而 自 施 “ 简 并 度 ” 对 “相对 论 ”的 情况 例如 自 旋 j= 坟 也 适用 ,尽管 对 自 旋 j=1 
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的 光子 来 说 男 有 一 个 “ 横 波 ”的 约束 条 件 .) 因 而 在 量子 力学 情况 下 , “转动 配 分 函 
数 ” 是 
ZF = 2) (2j+ 1)exp| - 人 1(j + 1) | 


= D2j+ Dexp[ -id + DS (3.74) 
式 中 
8 = 5 中 (3.75) 
被 称 为 气体 的 “转动 特征 温度 ”. 


应 当 提 醒 的 是 ,在 常温 和 高 温情 况 下 , 即 T 污 8 时 ,转动 态 可 用 连续 谱 表 示 . 换 
言 之 ,《3.74) 式 中 对 广 的 求 和 ,在 常温 和 高 温 下 可 以 被 换 成 对 j 的 积分 ( 见 下 文 
(3.130) 式 ). 而 在 低温 情况 以 及 温度 与 “特征 温度 ”可 比较 的 情况 下 , 即 TB 和 
T~83 时 , “转动 配 分 函数 ”可 用 两 个 适 级 数 表 示 ( 见 D. ter Haark《Elaments of 
Statistical Mechanics》, 并 可 参阅 例 3.10 和 例 3. 11) ; 


让 8，， 人 Bs 
J i+ Lex Ti(] + 1) |q = 5 (TS 0°) 


4 演 1+3exp(-2 人 S)+ 5exp(-6)+.… (TO) (3.70) 


区 
下 B 
i (T~@) 

【 例 3.10】 已 知 : 双 原子 分 子 的 转动 能 级 为 
2 大 2 


上 本 2 (Jj = 0,1,2,.…) 
式 中 为 分 子 的 转动 惯量 . 
求 :(1) 双 原 子 分 子 的 转动 配 分 函数 ; 
(2) 当 1 交 (起 时 的 最 可 几 能 量 ， 平均 能 量 和 能 量 涨 落 ， 


(3) 当 < 起 让 证 时 的 分 子 转动 能 和 等 容 比 热 


ep 1,…, 一 j+1, 一 j 共 2j+1 个 数 , 故 其 转动 能 级 的 “ 简 并 度 ” 为 
21 +1. 于 是 , 双 原 子 分 子 的 转动 配 分 图 数 是 


p Ao 5) C2j + 1Dexp| - jj+1) 
i 


引入 分 子 的 转动 特征 温度 @”: 


Eh 


h? 
B 一 一 
ke® 2 了 


则 条 件 1> 起 -就 相当 于 T 福 8@” .在 此 条 件 下 ,利用 变量 代 换 x = jC(j+1),dx=2j+1( 这 是 一 个 
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很 巧妙 的 变量 代 换 ,可 以 将 “ 求 和 ” 变 为 “积分 ”. 注意 dj = 1) ,可 得 
Z”= jeo(- 8-z)dx = 高 = 站 


(2) 根据 Boltzmann 统计 ,处 于 能 级 sj = j(j+1 ) 和 上 的 分 子 数 为 


Nj) = 总 c2j+ Dexp[ -Sidi+1) |= NS- C2j + Dexp[- Sicj+1) | 

将 j 近似 视 为 连续 变量 .于 是 由 极 值 条 件 可 求 出 jms; 

dm 6 二 ee 

= NG |2- Sc2j+1) Jexp| - Sidi+1 |=0 
解 出 

1/ /27 
jms = 去 人 经 -1 

因而 分 子 最 可 几 能 量 为 


= 二 
= 2 me + 1) = 87 (BA 
另外 ,分 子 的 平均 能 量 是 


alinZ? _ 1 _ 


(e3) =— 

而 分 子 能 量 的 涨 落 是 
((e8— (eB3))?) = 
(3) 当 T&G” 时 ,可 作 近 似 处 理 得 


A ~ 1+ 3exp(- 29-) 


0 
9 


I= 


加 ( 广 )= 一 CkeT)? 


由 此 得 分 子 转动 能 为 
(e3) = 大 72 2 kaT? = 二 m| 1 + 3exp(- 给- ) |- 3 ls 28-) 


而 等 容 比 热 是 


汪汪 2 》 人 (各 ) exp(- 仔 -) 
讨论 :本 题 中 值得 注意 的 是 “将 j i 


【 例 3.11】 已 知 :转动 特征 温度 6* = 5 入 ,7 为 转子 的 转动 惯量 
求 :在 T 二 8@” 时 转子 系统 的 Helmholtz 自由 能 ,内 能 和 . 
解 : 设 角 动量 量子 数 为 j, 则 转子 的 能 量 是 
e? = A 1 
在 高 温 下 ,其 对 应 的 配 分 函数 为 


4 h? afe EE 1 be . B:/: 
Ze = |C2j+ Dexp| - 全 = |c2j+ Dexp| - 一 
0 0 


Lil 
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作 变 量 代 换 (这 是 一 个 很 巧妙 的 变量 代 换 ), 令 


B 
x=j(j+D 秆 


则 


8B 
dx = (2j +1) dj 


于 是 得 


T 2. 
Z" = lexp(- xz)dz = = 
| 


因此 ,转子 系统 的 Helmholtz 自由 能 为 


F=- NDF =-- Fin 
转子 系统 的 炳 为 
$=- ( 沫 ) = Nks (InBs +1) 
转子 系统 的 内 能 根据 Gibbs-Helmholtz 方程 可 写 为 
E=F-T( 洁 ), = 全 = Nee7 


3.3.3 ”系统 振动 时 的 “ 子 配 分 函数 ” 


对 于 “多 原子 分 子 ” 理 想 气体 ,还 必须 考虑 系统 的 “振动 ”自由 度 .“ 系 统 振动 ”与 
“谐振 子 ”在 物理 处 理 上 具有 相同 的 模式 . 

为 了 在 固体 理论 中 能 够 应 用 统计 力学 ,通常 的 做 法 是 利用 “分 立 化 ”操作 将 固体 
理解 为 无 数 “ 谐 振子 ”的 组 合 ( 当 然 更 精确 的 近似 是 用 弹性 力学 模型 ,正如 Debye 当 
初 所 作 的 那样 ,不 过 Debye 的 弹性 力学 处 理 方案 仍 太 过 简陋 ). 将 固体 理解 为 无 数 
“谐振 子 ” 的 组 合 ,实质 上 就 是 将 固体 化 为 “ 声 子 ”( 准 粒子 ) “气体 ”来 处 理 . 至 于 是 否 
存在 真实 的 “ 声 子 ” 这 类 粒子 , 那 是 男 一 回 事 . 

同样 ,振动 问题 也 与 相对 论 无 关 . 在 相对 论 中 不 考虑 振动 .于 是 ,在 “振动 ”或 “ 谐 
振子 ”问题 (不 管 是 经 典 的 还 是 量子 的 ) 中 ,其 Hamiltonian 都 不 是 相对 论 的 . 

1. 经 典 振动 时 的 “ 子 配 分 函数 

因为 系统 (“多 原子 分 子 ” 理 想 气体 ) 经 典 振动 时 的 Hamiltonian( 与 谐振 子 相 
同 ) 为 

1 1 


Ee" = 0 ”十 Fmw 9 /7 


式 中 序 mw?q* 是 “谐振 子 "系统 的 “ 淮 弹 性 势能 ”( 这 种 势能 是 无 “ 显 关联 ”的 ) ,所 以 经 
典 振动 时 的 “ 子 配 分 函数 "为 


Zf = 十 | exp(- Beydpdgq = 广 省 /ss = ol (3.78) 


一 0 
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2. 量子 振动 时 的 “ 子 配 分 函数 ” 
若 “ 多 原子 分 子 ” 理 想 气体 的 振动 模式 是 量子 的 , 则 需要 应 用 量子 力学 . 
(1) 若 系统 (气体 分 子 ) 量 子 振动 时 的 能 级 Hamiltonian 为 


ef = (i + 访 )hw Es (3.79) 


由 量子 力学 可 证 明 其 能 级 “ 简 并 度 "g =1( 可 视 为 下 面 (3.82) 式 中 g = 《1s 二 了 站 的 
特例 ) , 则 量子 振动 时 的 “ 子 配 分 函数 ”为 (其 中 求 和 不 是 对 “状态 ”的 而 是 对 “能 级 ”的 ) 
Zr = Dexp(- Pei)= Dexp| - B(it+ 去)hw] 

= exp(- FBho) > [exp(— Bhw) |] 


exp(— Bhow) ] 


二 (3.80) 
1 — exp(— Bhw) , 1 
Sb 2sinh (5Bhow ) 
系 综 的 振动 * 子 配 分 函数 ”只 要 将 (3.78) 式 或 (3.80) 式 取 NN 次 方 即 可 . 
(2) 若 系统 (气体 分 子 ) 量 子 振动 时 的 能 级 Hamiltonian 为 
ef = (i + 总) 用 (i = 0,1,2，…) (3.81) 


由 量子 力学 可 证 明 其 能 级 “ 简 并 度 ” 为 8= 站 cs] 1, 则 每 个 s 维 谐振 子 振动 时 的 
“ 子 配 分 函数 "为 
Zr = 28exp(— Bei) = 2 i (i +t)Bho| 


tl ， 
一 = exp(- 六 pho) >， 全 二 一 > :exp( — iBhw) = Ee 2 hh) (3.82) 
i — exp(— phw) 


计算 中 用 到 了 公式 


{E11 
po i1(S 一 1)! ns (3.83) 


于 是 ,由 N 个 独立 8 维 谐振 子 组 成 的 系统 的 配 分 函数 为 
1 Bh SN ] SN 
Zc = (ZF)N = Ee w】 时 Fe | (3.84) 
1 — exp(— Phw) i 
【 例 3. 12】 已 知 :s 维 谐振 子 的 能 量 本 征 值 为 e; = (i+ 这 )hw(i=0,1,2,…), 可 证 明 其 能 级 


Ci+s—1)) 


“ 简 并 度 " 为 8g= ce]151 
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求 :系统 的 内 能 ,等 容 热 容量 ,Helmholtz 自由 能 和 和 . 
解 :N 个 独立 s 维 谐振 子 组 成 的 系统 的 配 分 函数 为 
Ze = (ZF) = Bm | 
二 eXP( 一 Phw) 
由 此 配 分 函数 ,可 算得 系统 的 内 能 、 等 容 热 容 量 .Helmholtz 自由 能 和 焙 分 别 为 、 
_ gn2Z° _ 1 1 
E=™ 9 本 sN| 总 exp Phw)-— ho 


(2 _ SNke CBhw)’*exp(Phw) 
aT /vy LexpCBhw)— 1] 


SN 


& 
P =- 卫 和 - | Bho tIncl— expe- Bhw)) | 
_ Bhw _ 了 
S$ = sNke| pcgh ei ln(1 - exp( Bhw) ) | 
而 每 个 振子 的 业 
S$ _ Pho 一 一 四 
二 eg pp InC1 — exp( Bhw)) | 


【 例 3.13】 已 知 :3 维 各 向 同性 谐振 子 各 量子 态 的 能 量 是 


ei = (it+ 写 )ho (= 0,1,2，) 


而 第 ; 个 态 的 “ 简 并 度 ” 为 gi = 了 (i +1》 《i+2)( 此 “ 简 并 度 ” 可 以 由 一 般 情 况 的 8= | 


和 s=3 得 到 ). 
求 :振子 的 配 分 函数 及 平均 能 量 ( 用 量子 Boltzmann 统计 ). 
解 : 设 a= 8 有 hw, 则 振子 的 配 分 函数 为 


ZT = > giexp— pei ) = exp( — a) > (++)expc- ia) 
i i 


= 记 exp(- Ha)[ Direxpc ia)+ 3 DiexpC ia)+ 2 Dexpc- ia) | 
因为 : : 
Slexpc— ia) = S ‘Lexpc- a)J' = [1 -expC—- 4a] 
以 及 它 两 边 分 别 对 4 求 _ 次 和 二 次 导数 后 得 到 的 


> iexp( 一 ia)= exp(-- a)[Ll~- expC—~a)]™ 
0 


Viorpe= ia)= Lexp(- a)+ expC— 2a) [1 - expC— a)]™’ 
所 以 得 到 
3 
Zf = [ (Ph) | 
1 — expC— Phw) 
由 此 可 计算 出 其 平均 能 量 为 
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3.3.4 ”内 部 电子 运动 的 " 子 配 分 函数 ” 
系统 (理想 气体 分 子 ) 内 部 电子 运动 的 配 分 函数 可 被 改写 为 
Z° = goexp(- Bef) (1+ Texp[— P(ef ~ 68)J+ Sexp[~ Bles -66)]+…， 
(3.85) 
从 物理 学 角度 考虑 , 以 上 形式 表明 ,只 有 当 热 运动 能 量 kaT = 方 与 能 量 关 


etax 一 外 可 以 比较 时 ( 即 B(ess -ef)~1 时 ), 电 子 才 有 可 能 跃迁 到 相应 的 能 级 et 
上 去 .原子 中 的 电子 能 级 的 主要 部 分 是 由 电子 与 核 的 Coulomb 作用 (C. A. de 
Coulomb,1736 一 1806) 形 成 的 ,这 些 能 级 中 的 激发 态 与 基态 ef 之 间 的 差 值 都 与 分 子 
的 电离 能 (1 一 10 eV) 同 一 量 级 ,所 以 对 应 的 温度 应 为 


T~ es 二 记 (eV) ~ 104(K) 
这 一 估算 表明 ,即使 加 热 的 温度 升 得 很 高 ,电子 也 不 会 发 生 既 迁 . 所 以 计算 内 部 


电子 运动 的 配 分 水 数 时 只 需要 考虑 其 最 低 的 电子 态 即 可 , 亦 即 
Z? = goexp(— Pef) (3.86) 


若 令 基态 能 量 e§ =0, 则 
Z2 = go (3.87) 
因而 ,在 通常 的 统计 力学 问题 中 ,内 部 电子 运动 的 配 分 函数 仅仅 是 常数 而 不 用 详 加 
计算 . 


3.3.5 顺 磁性 物质 的 “ 子 配 分 函数 ” 


“ 顺 磁 性 物质 ”的 磁性 来 自 原子 (或 分 子 ) 的 “固有 磁 矩 ?us ,固有 磁 矩 ?主要 是 由 
电子 的 自 旋 和 轨道 运动 的 耦合 所 形成 的 ,这些 “ 磁 矩 ?被 称 为 “ 磁 偶 极 子 ”根据 量子 


力学 的 解释 ,其 中 pa = 被 称 为 “Bohr 磁 子 ”( 式 中 e 是 电荷 , 公 是 “ 荷 质 比 ”)， 


现在 的 操作 就 是 将 “ 磁 偶 极 子 " 视 为 准 粒子 "来 处 理 “ 磁 偶 极 子 “ 或 磁 抵 ”) 刘 
如 “ 声 子 ”( 准 粒子 ) 一 样 ,是 一 种 虚拟 的 “理想 气体 “分 子 ”. 从 逻辑 上 讲 , 统 计 力 学 只 
对 气体 分 子 有 效 , 甚 至 是 只 对 "不 太 稠 密 的 气体 分 子 有 效 ,而 对 ”“ 顺 磁性 物质 “和 固 
体 这 种 “极其 稠密 的 物质 ”是 无 效 的 .但 是 ,通过 将 “ 顺 磁性 物质 ”的 “ 磁 偶 极 子 化 ”和 
将 固体 的 “ 声 子 化 ”这 种 “分 立 化 ”处 理 , 可 以 使 统计 力学 方法 本 来 的 无 效应 用 变 成 现 
在 的 有 效应 用 .这 不 能 不 说 是 物理 学 家 聪明 才智 的 超常 发 挥 ,不 能 不 说 是 人 类 科学 
发 展 史上 出 色 的 一 笔 ! 
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通常 情况 下 ,“ 磁 偶 极 子 ” 在 热 运动 时 的 各 自 的 取向 成 随机 排列 ,因而 这 些 物质 
在 宏观 上 通常 并 不 显示 磁性 . 

然而 , 当 加 上 外 磁场 B 时 ,各 个 “ 磁 矩 ”受到 外 磁场 作用 后 的 取向 将 不 同 程度 地 
转 至 B 的 方向 . 

在 外 场 和 热 运动 的 共同 作用 下 , 磁 矩 的 空间 取 问 最 终 将 达到 平衡 分 布 .此 时 所 
有 的 磁 矩 沿 吾 方 向 的 分 量 总 和 就 是 顺 磁 性 物质 被 磁化 的 总 磁 矩 M. 

若 忽 略 “ 磁 偶 极 子 ”之 间 的 相互 作用 ,并 注意 到 它们 属于 “ 定 域 系 ”《 即 类 似 于 气 
体 分 子 那 样 的 “系统 ”), 就 可 以 利用 理想 气体 的 Boltzmann 分 布 求 出 总 磁 矩 的 平均 
值 M( 注 意 M 是 “外 参量 ”). 这 实际 上 就 是 将 * 磁 偶 极 子 ”或 " 磁 矩 ”7 当 作 理想 气体 
来 处 理 . 

在 经 典 情形 下 固有 磁 矩 As ee 意 方向 ,因而 它 在 仙 场 B 方向 (z 方 
向 , 即 xs 方向 ) 上 的 分 量 为 x; = js。 B= KsBcos 9, 其 中 9 为 两 矢量 的 夹 角 . 


在 外 磁场 B 中 磁 矩 玉 沿 召 和 为 
j= .7 ss 
| glam/: = 18| 人 Fm = |g lam; a 
mi = 一 J 一 J + 一 1 


式 中 J, 为 B 方 向 的 角 动 量 J,= mj;|g| 为 Lande 因子 ,对 特定 的 原子 来 说 它 是 常 
数 ;m; 为 磁 量 子 数 ,与 4; 的 2j+1 个 不 同 取 向 相对 应 , 它 有 2j+1 个 不 同 取 值 .j 的 
数值 可 取 (0, 志 ,1, 记 ,2, 纪 ,…) ,以 与 原子 的 电子 数量 及 运动 状态 相对 应 . 因 之 
(3.88) 式 表示 了 原子 磁 矩 在 空间 取 问 的 量子 化 .于 是 ,原子 磁 矩 在 磁场 中 的 势能 为 
ep -Rh*°B=-4.B=- |g|psmB (3.89) 
由 于 所 求 的 总 磁 矩 M 是 “外 参量 ”( 在 统计 力学 里 可 以 引入 “外 参量 ?是 Gibbs 首 
先 于 (Elementary Principles in Statistical Mechanics》 一 书 中 提出 的 ), 不 能 直接 利 
用 配 分 函数 公式 计算 , 即 必须 首先 按 Boltzmann 分 布 计 算 磁 和 矩 分 量 的 平均 值 (A: ， 
然后 根据 M = NA:) 得 到 投影 于 z( 即 xs ) 方 向 的 总 磁 矩 M( 被 称 为 “磁化 强度 ”). 
为 此 ,第 一 步 , 写 出 磁 和 矩 的 分 布 为 
nm = noexp(— Pe)= noexp(— Pe,) 
~、 = noexp(Plglrem; :B) (3.90) 
第 二 步 , 计 算 磁 和 矩 分 量 /， 人 对 量子 状态 ,常用 “ 求 和 ”形式 而 不 用 
积分 形式 ) ,为 
2 nm 之 )|18|Hnarnajiexp(B|8|AanziB) 
《AMz》 = D7 = DepCBlelemB) (3.91) 


从 (3.91) 式 可 以 看 出 ,no 以 及 原子 的 动能 。 ek( 而 Hamiltonian 为 e = ex + ey) 的 形式 
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均 不 影响 (x,) 的 计算 ,因为 它们 同时 出 现在 分 子 和 分 母 上 而 被 消去 .这 一 “同时 出 现 
在 分 子 和 分 母 上 而 被 消去 ”的 情况 以 后 还 会 遇 到 ,值得 重视 和 牢记 . 
于 是 ,由 (3.91) 式 的 “分 母 ” 可 知 , 顺 磁性 物质 的 “ 子 配 分 函数 ”为 


ZF = pC Be,) = 2xpCPls lksmiB) (3.92) 

将 (3.92) 式 代 人 (3. 91) 式 中 ， 得 到 磁 矩 分 量 的 平均 值 (7， ) 
> ) B38xpBlglramB) 1 92f | 
Or 7; 


1 


(3.93) 
令 
x = jB|lgl4sB (3.94) 
则 可 将 (3.92) 式 化 为 


Zf = [exp(x)]7 = = exp(— xX) 3 [expCx) 1(3- 0 


mj mi = 一 / 


= exp(— x) [exp( 尘 )] (3.95) 


可 以 看 出 (3.95) 式 等 号 右边 是 一 个 等 比 级 数 , 因 而 有 


Ca[ -人 全)] [en( 扣 -oo(- 纪 二] 
pS A Ee te 
l= exp( 闻 ) exp( 芳 )- exp| - 过) 
Sin mh( 二 < 
= — (3.96) 
sinh( 六 
此 即 顺 磁性 物质 的 “ 子 配 分 函数 ”. 
无 “ 显 关联 ”系统 的 Boltzmann 统计 中 的 常用 配 分 函数 可 以 总 结 于 表 3.1. 


表 3.1 无 “ 显 关 联 "系统 的 Boltzmann 统计 中 的 常用 配 分 函数 


无 势 平 动 Z^ 


Za = 
(3) (2 + Dop[ -号 ji+rD] 


(j=0,1,2,**) 


无 势 转动 Z” 
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续 表 
量子 形式 
i | 
-一 。 1 
振动 Zc 2sinh ( FBPhw ) 
〈 谐 振子 能 量 本 征 值 为 si = (i + 六)hw， 
i=0,1,2,…;s 为 谐振 子 的 维 数 ) 
区 -和 i 7 | 
需 蔽 物质 sinh ( ( 兹 ) 
X= et 全 21， ,2,3,... 
旋 子 ZF [a | (2 ee oy] 


表 中 有 关 “ 旋 子 ” 的 配 分 函数 计算 ,可 见 下 文 (3.214) 式 . 
3.3.6 应用; 顺 磁性 物质 的 磁性 


利用 顺 磁性 物质 的 “ 子 配 分 函数 ”Zf ,可 以 研究 顺 磁性 物质 的 磁性 . 
1. Brillouin 函数 
将 (3.96) 式 代 人 (3.93) 式 ,并 利用 (3.94) 式 ,得 到 


1 9ln ZF Ox 
《wz》 = Fax : aB = HajBj (xX) (3.97) 


其 中 Bj (x ) 被 称 为 “Brillouin 琐 数 ”, 其 定义 式 为 
B, Ce 人 com 人 (2 x) (2 (3.98) 
2. 顺 磁性 物质 的 磁化 强度 


为 , 顺 磁性 物质 的 “磁化 强度 ”为 
M = NA:)》 = N|g lAsjBj (x) (3.99) 


故 
_ NWN aln ZF 
M= BB 3aB 
1 


= Nl glxs| (i + 豆 )coth( (I + 吝 )Bl glaB)- 3coth( zBl lts8) | (3.100) 
(3.100) 式 在 以 下 两 种 极端 情况 下 都 与 经 典 统计 结果 一 致 .不 过 ,量子 统计 的 结 
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果 还 给 出 , 顺 磁 物 质 的 磁化 与 磁 量 子 数 j 有 关 . 
讨论 : 
(1) 在 高 温 弱 磁场 情况 下 ,x<1, 有 
J a 
[Bj Cx) = 一 ( 寺 ) 


Nisle VC 到 更 可 
人 3ksT 

(3.101) 式 表明 , 顺 磁性 物质 的 磁化 强度 M 与 外 磁场 B 成 正比 而 与 温度 TT 成 反比 . 

这 正好 就 是 Curie 定律 (P. Curie, 1859 一 1906) (Curie 定律 原来 形式 是 (My ~: 


号 (人 党 )B ,相当 于 在 (3.101) 式 中 取 j= 1 


(2) 在 低温 强 磁场 情况 下 ,x 福 1, 特 别 是 x~>oo, 有 
B(x)=1 
M= Nl|glusj 
(3.102) 式 表明 ,此 时 所 有 原子 磁 矩 都 趋向 外 磁场 方向 , 亦 即 达到 “饱和 状态 ” 
若 画 出 顺 磁 性 物质 磁 矩 的 实验 值 与 理论 值 的 比较 情况 图 , 则 可 以 看 出 在 相当 宽 


的 元 值 范围 内 两 者 都 符合 得 相当 好 .这 是 经 典 统计 力学 理论 所 不 能 达到 的 . 


3.3.7 应 用 : 负 绝对 温度 状态 


“ 负 绝 对 温度 状态 ”概念 的 提出 者 ,一 般 认为 是 N.F.Ramsey(Phys. Rev. ,1956， 
103(1):20~~28) 和 上 .D.Landau.“ 负 绝对 温度 状态 ” 按 道 理应 当 说 是 一 种 非 平衡 过 
程 中 的 状态 ,并 应 当 用 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”方法 来 处 理 .但 车 引入 “ 负 绝 对 温度 ”的 
概念 后 可 能 会 使 关于 这 种 状态 的 描述 显得 更 为 清晰 简单 (尽管 对 “ 负 绝 对 温度 ”的 概 
念 不 好 直观 理解 甚至 会 造成 误解 ), 并 因此 可 将 其 化 为 “平衡 态 统计 力学 ”问题 来 处 
理 .实际 上 , 早 在 1949 年 ,Lars Onsager(1903 一 1976) 就 已 引入 了 “二 维 理想 流体 的 
负 温 度 平衡 "和 “奇异 Euler 解 的 不 规则 能 量 耗 散 ”的 概念 . 1951 年 E. M, Purcell 
(1912 一 ) 和 R.V.Pound 通过 对 气 化 锂 (LiF) 品 体 核 自 旋 系统 的 实验 ,确定 了 “ 负 
绝对 温度 的 状态 ;1956 年 N.F. Ramsey 对 “ 负 绝 对 温度 ”的 存在 条 件 及 其 特性 用 量 
子 统 计 又 作 了 进一步 的 阐述 .Ramsey 证 明了 :“ 若 热力 学 系统 的 烂 不 是 其 内 能 的 一 
个 单调 增加 的 函数 , 则 只 要 (法 ) 为 负 它 就 具有 负 温度 . 负 温 度 比 正 温度 热 .” 
Landau 所 阐明 的 “ 负 温 度 ” 则 略 有 不 同 .在 其 名 著 《 Statistical Physics I》(Pergamon 
Press, London,1958; 中 译本 ,《 统 计 物 理学 I》, 人 民 教 育 出 版 社 ,北京 ,1964) 一 书 中 ， 


Landau 说 道 : 我 们 考虑 由 于 电介质 的 顺 磁 性 所 引起 的 某 些 特殊 现象 . 此 时 这 些 动 
量 矩 之 间 的 相互 作用 引起 一 个 新 的 “ 磁 ’ 能 谱 的 出 现 , 释 加 在 正常 的 电介质 能 谱 


(3.101) 


(3.102) 
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上 ,.…… 这 可 以 看 作 原 子 磁 矩 固定 在 格 点 上 ,并 且 彼 此 相互 作用 的 集合 作为 一 个 孤立 
系统 .…… 相 互 作 用 磁 矩 既 可 以 具有 正 的 温度 ,也 可 以 具有 负 的 温度 …… 当 温度 
T=0 时 ,系统 处 于 它 的 最 低 的 量子 态 ,而 它 的 粹 等 于 零 .” 由 此 构建 出 了 关于 “ 负 绝 
对 温度 ”的 理论 . 

1. 核 自 旋 系 统 的 负 绝对 温度 状态 

设 有 N 个 自 旋 为 方 户 . 磁 矩 为 pa 的 粒子 处 于 外 磁场 B 中 时 ,粒子 只 有 与 B 平 


行 或 反 平行 两 个 非 简 并 的 自 旋 态 ,其 相应 的 能 量 为 
e- = 一 AmB (ks 与 B 同 向 ,低能 级 ) 
e+ 三 二 LpB (ks 与 B 反问, 高 能 级 ) 
系统 的 内 能 为 下 = (N+ 一 N- )e. 对 应 的 粒子 数 分 别 为 N+ 和 NN- ,而 N;+N- = 
N, 于 是 
= 2(1+ 
只 


(3.103) 


se 


i) (3.104) 


因而 可 以 将 该 系统 视 为 粒子 运动 形式 有 自 施 取向 变化 的 “理想 气体 ”， 如 图 3.1 


所 示 . 


B 
rr +? ,Tr TLTi 
lrr?i?r? 
图 3.1 在 外 磁场 B 中 的 核 自 旋 系 统 

因为 此 系 综 的 配 分 函数 是 


而 焙 与 配 分 函数 之 间 的 关系 是 
$= ks(InZ- Bp ome) 


所 以 ,由 
Z(N,B)= Z(N,,B). Z(N_ ,BP) 


¥ oN 
ZCN,,p)= | 号 ( 73) | (3.105) 


ZN ,B= [H(i) 
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We Nks| 去 (1 + 地 )n(1 + 坡 )+ 二 (1 -总 )mfll -起 )]+ 六 Ni 
+ Naln (2 )+ Nksln V + SNksln (23 ) (3. 106) 


由 (3.106) 式 可 见 , 该 系统 的 炉 是 总 能 量 E 的 偶 函 数 ,其 变化 关系 如 图 3.2 所 示 . 


Nksln2| S$ 


3.2 核 自 旋 系 统 的 业 
从 而 可 得 


1 38 Zalnf NE 和 可 ) = >aln( 和 六) 


二 二 2 Ne +E)= 3 N- (3.107) 


T 9E 2e 

讨论 : 
(1) (3.107) 式 给 出 的 T-E 关系 ,由 图 3.2 中 的 第 二 个 横 坐 标 所 表示 .从 图 中 可 
见 , 当 E<0 时 5 的 斜率 为 正 , 所 以 T 值 为 正 ; 而 当 E>0 时 则 出 现 7 为 负 的 相反 结 


果 . 若 将 示 = 2 当 作 绝对 温度 的 定义 式 , 则 E>>0 的 区 域 就 都 属于 负 绝对 温度 状态 ， 


(2) 与 此 同时 ,还 可 以 根据 (3.104) 式 用 第 三 个 横 坐 标 表 示 高 能 级 粒子 数 N. 与 
总 能 量 五 之 间 的 关系 .此 关系 式 表明 在 正 温 区 内 N+ 随 着 温度 了 的 升 高 而 增加 ,至 


T= + m 时 达到 N， = 今 . 于 是 ,在 正 温 区 内 N, 总 小 于 低能 级 粒子 数 N- ;而 在 负 温 


区 内 ,温度 了 从- m 增 加 到 - 0 K 时 ,对 应 的 N, 值 将 由 今 增加 到 N, 所 以 它 总 大 


于 从 

(3) 在 热平衡 条 件 下 只 可 能 实现 “ 正 温度 状态 ”. 而 “ 负 温度 状态 ” 则 需要 通过 特 
别 的 方法 来 实现 . 

Purcell 和 Pound 在 实验 中 先 将 磁场 B= 100 Oe(Oersted) 重 的 核 自 旋 系 统 (LiF 
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晶体 ) 调 至 约 5K 的 “热平衡 状态 ”( 所 以 N_ 二 N， ) ,然后 在 0.2 ks 的 时 间 内 将 磁场 
迅速 反 转 成 B= 一 100 Oe. 由 于 核 自 旋 的 进 动 周 期 很 大 ( 约 1 ys) ,不 可 能 随 磁 场 同 时 
反 转 ,原来 自 旋 与 B 同 向 的 多 数 粒 子 变 成 与 B 反 向 ,因而 出 现 高 能 级 粒子 数 大 于 低 
能 级 粒子 数 的 “ 负 温 度 状 态 ”( 实 验 中 约 一 10 K). 由 于 核 自 旋 与 晶 格 交换 能 量 达 到 平 
衡 的 弛 豫 时 间 约 需 5 分 钟 , 而 核 自 旋 互相 交换 光子 达到 平衡 的 弛 殉 时 间 仅 为 10 ps， 
因而 这 些 “ 负 温度 状态 ”可 以 保持 5 分 钟 时 间 左 右 . 

由 此 可 见 ,“ 负 温度 ”只 是 非 稳 定 系统 局 部 出 现 的 一 种 短暂 的 “平衡 态 ”. 

2. 多 能 级 系统 的 负 绝 对 温度 状态 

设 NN 个 粒子 组 成 一 “ 定 域 系 ”, 粒 子 的 能 量 为 有 限 多 的 能 级 ,各 能 级 的 简 并 度 均 
为 g=1, 即 


Ei 二 leo (1i 一 由 1) (3.108) 
式 中 n 为 能 级 “粒子 占有 数 ”. 则 由 Boltzmann 分 布 得 到 粒子 的 配 分 函数 为 
局 1 ~ exp(- nfeo) 
Z1 = 2 exp( ~ Bei) = Te Be (3.109) 
所 以 系统 的 平均 能 量 (e) 和 和 炉 5 分 别 为 
_ gonzZ - 1 要 n 
I Neo| spepery -1 exp( npeo )— | 
5 = ke(In2 -pF) (3.110) 
9 1 — exp(— npBeo) Be 者 nBeo 
Nes| In 1 — exp(— Beo) ee 1 exp(npeo)— | 
邻 x= 一 Beo, 上 两 式 可 被 改写 成 
lL _ n 
E = (e) = Ns | ne XxX) exp(— MX) 一 | 
(3.111) 
RE | 
一 expCX) exXp( 一 X) 一 1 CeCXEE 7 和 
由 此 得 到 图 3.3 所 示 的 关系 曲线 . 
根据 关系 式 
加 
1 _ SAY 9X / N 
T (| EE J 
ax 六 
可 以 看 出 ,在 一 m<x<0 的 区 间 内 (二 全 ) >0, ( 完 ) >0, 因 而 温度 7>>0, 所 以 属 
9(e) as 


于 正 温 区 ;而 在 0 一 x<< + % 的 区 间 内 ,由 于 (与 ) >>0,( 守 ) 一 0, 故 温度 T<0， 
因而 属于 负 温 区 . 由 于 按照 Boltzmann 的 统计 分 布 关 系 , “粒子 占有 数 ” 是 
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0 Xx 
(a) E(x) 曲 线 (b) S(x) 曲 线 
3.3 n 能 级 “粒子 占有 数 ” 系 统 的 关系 曲线 


mi = exp(- 了- Be;)= 六 exp(- Her (3.113) 
而 得 到 两 个 能 级 “粒子 占有 数 ” 的 比值 为 


= exp[— Plss — 81)]= exp| - | (3.114) 


式 中 ni 为 低能 级 的 “粒子 占有 数 ”,n 为 高 能 级 的 “粒子 占有 数 ”. 
讨论 ;由 此 可 见 , 在 正 温 区 中 者 sl 天 sz, 则 ni 之 n2. | 


有 数 ” 大 于 高 能 级 的 “粒子 占有 数 ”. 在 负 温 区 中 系统 能 量 在 和 一 Neo 至 CN- 1) Ne。 


的 范围 内 ,实际 上 是 “不 稳定 过 程 ” 中 的 状态 .按照 (3. ee e2 之 el; 则 ns 之 ni， 
即 高 能 级 的 “粒子 占有 数 ” 大 于 低能 级 的 “粒子 占有 数 ”. 这 与 热平衡 条 件 下 的 正常 分 
布 规律 相反 . 

因此 ,通常 称 “ 负 温度 ”的 粒子 占有 数 分 布 情况 为 “粒子 数 反 转 态 ”. 

3. 关于 负 绝 对 温度 状态 的 一 般 性 讨论 

(1) 负 绝 对 温度 状态 存在 的 条 件 

1956 年 Ramsey 指出 负 温 度 存在 的 3 个 条 件 是 : 

@ 系统 内 部 能 达到 平衡 ,因而 可 以 用 温度 来 进行 描述 ; 

@ 系统 的 能 量 有 一 个 上 限 ; 

@ 系统 与 外 界 是 绝热 的 . 

从 以 上 两 例 可 以 看 出 这 些 条 件 都 是 必 不 可 少 的 . 

(2)“ 粒 子 反 转 态 ” 概 念 对 激光 发 生 过 程 的 分 析 

现 以 四 能 级 “激光 系统 ”为 例 ,说 明 负 绝对 温度 的 意义 . 

Q@ 这 类 激光 器 的 工作 物质 为 馈 离 子 Nd'? ,其 能 级 分 布 如 图 3.4 所 示 . 在 激励 信 
号 Wu 的 作用 下 大 量 Nd” 粒子 将 牙 迁 到 能 带 Es 能 级 中 .粒子 在 E4 能 级 中 维持 的 
时 间 极 短 ( 约 107 7s). 
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@ 它们 通过 与 其 他 粒子 的 碰撞 过 程 很 快 地 (无 辐射 地 ) 跃 迁 到 E3 能 级 . E; 能 级 
是 一 种 “ 亚 稳 态 ”, 能 维持 较 长 的 时 间 ( 约 10 3s) ,而 Ez 能 级 几乎 是 空 的 ( 即 粒 子 数 
ns 之 0). 因此 有 效 地 实现 了 大 量 粒子 ( 设 为 ns) 集 居 到 Es 能 级 上 的 粒子 数 “ 反 

G) 最 后 ,这 些 粒子 同时 从 Es 能 级 幅 迁 到 E; 能 级 ,因而 发 出 相干 性 很 好 的 频率 
为 vaz 的 激光 .显然 ,在 va 频率 产生 前 的 “ 亚 稳 态 ” 是 na 六 mn ,这 就 是 "粒子 数 反 转 ?的 
“ 负 温 度 状态 ”. 


Ea 


Es n3 
Wia = > ee > V32 
E,» 7172 
Ei 
图 3.4 四 能 级 图 


(3) 负 绝 对 温度 理论 的 奇怪 结论 

由 “ 负 温 度 ” 理 论 可 以 得 到 一 些 奇怪 结论 : 

QD “温度 T= - o 与 温度 T= + oo 在 物理 上 是 恒 等 的 .这 两 种 温度 对 系统 给 出 相 
同 的 分 布 和 相同 的 热力 学 量 值 . ”在 Landau 的 同一 本 《Statistical Physics》 书 中 的 另 
一 处 ,他 就 证 明 过 :温度 必须 是 正 的 了 >0, 这 岂非 自 相 矛盾 .在 数学 上 ,T = +oo= 
一 oo 也 是 不 可 理解 的 . 

(“系统 能 景 的 继续 增加 相当 于 温度 从 了 = + om 继 续 升 高 >, 并且 “ 炳 单调 地 下 
降 ”. 这 需要 超 高 的 想象 力 ! 

3 “ 当 T=0- 时, 能量 达 到 它 的 最 大 值 ,而 粹 重新 变 成 0. 这 时 系统 处 于 它 的 最 
高 量子 态 .” 这 似乎 服从 Nernst 定理 (W. H. Nernst,1864~1941), 但 是 其 中 “T=0 
时 热量 为 0, 而 T=0- 时 它 具 有 最 高 量子 态 ” 不 知 如何 理 解 ,T=0= T=0- 不 知 如 何 
能 够 成 立 . 

@“ 负 温度 的 区 域 并 不 位 于 绝对 零度 之 下 ,而 是 位 于 无 限 大 温度 之 上 ”, 即 “ 负 温 
度 比 正 温度 更 高 ”. 不 知 在 说 些 什么 ! 

(4) 如 果 负 绝对 温度 状态 成 立 则 热力 学 第 二 定律 的 “Kelvin 说 法 ”必须 进行 修改 

“ 负 温 度 ” 的 概念 除了 应 用 于 核 自 旋 系 统 、 激 光 器 之 外 ,还 可 以 用 于 顺 磁性 物质 、 
微波 量子 放大 器 等 课题 .以 上 分 析 表 明 热 力学 系统 在 平衡 态 下 的 能 量 有 最 高 极限 值 
Emax 时 ,对 应 的 “ 正 温度 ” 值 将 是 无 穷 大 ,而 粒子 数 “ 反 转 状 态 ” 实 际 上 是 系统 能 量 高 出 


第 3 章 统计 系 综 中 的 配 分 函数 及 其 应 用 185 


Emx 时 的 “ 非 平 衡 状态 ”. 所 以 “ 负 温 度 ” 是 越过 T= -coK 的 一 种 温度 状态 . 

这 种 状态 与 “ 正 温 度 ” 描 述 的 平衡 态 格格 不 人 ,从 而 引发 了 对 “ 负 绝 对 温度 ”下 的 
热力 学 规律 的 进一步 讨论 . 

“ 负 温 度 ” 热 力学 的 基本 概念 和 定律 大 多 数 都 与 “ 正 温度 ”的 一 样 ,但 热力 学 第 二 
定律 的 “Kelvin(W.Thomson) 说 法 ”须要 改变 . 

因为 “ 负 温 度 ” 只 不 过 是 高 于 “ 正 温度 ”的 状态 ,所 以 系统 对 应 的 内 能 、 系 统 与 外 
界 交 换 的 热量 等 概念 并 没有 改变 ,因而 热力 学 第 一 定律 仍然 成 立 . 

同样 对 热力 学 第 二 定律 “Clausius 说 法 ”, 粹 增加 原理 也 仍然 适用 .但 是 “ 负 温 度 ” 
系统 只 可 能 自动 地 从 一 0 K 下 降 到 一 wo K, 因 此 第 二 定律 的 “Kelvin 说 法 ”应 被 修改 
为 :“ 不 可 能 从 ' 正 温 热 源 ’ 取 热 使 之 完全 转变 成 功 ,或 者 作 功 把 热能 传 给 一 个 “ 负 温 
度 热源 而 不 产生 其 他 影响 .” 

热力 学 第 三 定律 也 不 会 改变 ,因为 T= +0K 或 了 = -0K 实际 上 都 是 不 可 能 达 
到 的 ,所 以 可 以 一 般 地 表示 为 lim 5 =0. 

当然 ,对 “ 负 温 度 ” 的 概念 , 至 今 仍 然 没 有 达成 共识 . 修改 热力 学 第 二 定律 的 
“Kelvin 说 法 ”只 是 一 部 分 人 的 一 朋 情 愿 .为 了 保持 热力 学 定律 的 纯洁 性 , 男 一 部 分 
人 宁可 回 到 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”的 处 理 方法 . 


3.3.8 “多 原子 分 子 "气体 的 热 容量 


1. 理论 : 配 分 函数 和 热 容 量 
若 由 原子 、 分 子 组 成 的 “多 原子 分 子 ”理想 气体 都 满足 exp(a ) 六 1 的 条 件 , 则 此 
气体 遵从 Boltzmann 统计 . 
“多 原子 分 子 ? 理 想 气体 的 配 分 范 数 是 
Z = ( 包 ) Z A 。Zc 。Z2 (3.115) 


其 中 


《3.116) 


Z?= 8 
而 y 是 “对 称 因 子 ”, 即 分 子 在 空间 的 完全 转动 中 存在 的 不 可 分 辨 的 位 形 数目 .例如 
对 异 核 双 原 子 分 子 的 Y= 1, 对 等 采 三 角形 分 子 (H2O、SO; 等 ) 及 对 轴 对 称 的 线性 分 
子 (CO, 等 ) 的 y =2, 对 棱锥 形 分 子 (NHs 等 ) 的 y = 3, 等 等 .在 求 经 典 转动 配 分 函数 
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时 必须 除 以 y 以 会 去 由 位 形 相 同 引 起 的 重复 积分 , 除 以 y 的 结果 不 会 改变 气体 的 内 
能 与 比 热 值 ,但 是 对 气体 的 自由 能 和 炉 等 热力 学 量 却 有 影响 . n 是 “振动 模式 的 数 
目 ”, 它 与 “ 简 正 振动 ”的 数目 有 关 . 于 是 


N 
#3 /21\ zt 
z= ela) Bh) i 


| gm 
一 3 
Xp 和 六 “TI 2sinh (BB ho, ) 
由 S= Nks (In Zi -B83 了 ) 可 求 得 各 部 分 的 炉 分 别 为 
号 
3 = Nks| In peg) 2 
DB -= 
和 Nkes[n 治 和 人 (3.118) 
Bhow: 
2 _ = 二 , Se 
3 Ne | In[1 ~ exp(~ Phwi)]+ exp(— Bhw;)-— i 
2 Nkasln 80 
其 次 ,气体 内 能 为 
E=- can +lnZ4+lnZsa+lnZc) 
re ho hw; 
N | 六 25 一 和 > ™ exp(Bhw)- 1|+ 0) 
a 3 
ee 站 { 语 + 2 Bho) 牙 | (3.119) 
所 以 等 容 热 容量 为 
i 9 下 人 2 eX (Bhw;) 
cv = 和 = Nke| 计 + )(Bhai) re (3.120) 
从 而 它 的 等 压 热 容量 为 
= = 2 exp(Phwi) 
Cp = Cy + Nks = FNka + 2 Nka(Bhw) Fexp CP Pie 
(3.121) 


2. 应 用 :物理 学 方面 的 讨论 
. (1) 由 于 2Z* = 8o, 因 而 电子 运动 对 热 容 量 的 贡献 是 
C? = 0 (3.122) 
这 就 解释 了 电子 运动 不 遵守 经 典 的 能 量 均 分 定理 的 原因 
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(2) 理想 气体 的 mol 平 动 热 容量 (mol 热 容 量 就 是 “ 比 热 ”) 等 于 c$ = SNaks = 


交 R 的 结论 与 实验 结果 是 一 致 的 ， 


(3) 若 定义 气体 分 子 每 个 "振动 模式 ”的 “振动 特征 温度 "为 6" ， 
-~ hw 


O° = 二 (3.123) 
则 气体 每 个 "振动 模式 ”的 振动 热 容量 为 
O° 
6 EE Q°\ exp( 工 ) 
C$ = 5 = Nks (条 ) op) TT (3.124) 


Q@ 所 以 在 常温 下 TOC, 即 x= ->>1, 或 ex -1xve*. 因 此 由 (3.124) 式 可 以 


得 到 室温 下 的 气体 振动 mol 热 容 量 为 
CS 2 Nkex:e 0 (3.125) 
产生 这 个 结果 的 原因 是 由 于 根据 (3. 119) 式 得 到 的 能 级 间 隅 为 E. 一 Ei-1 = 有 hw, 故 
Kas@5 一 上 ww, 这 表明 气体 的 振动 特征 温度 8° 正 是 使 分 子 振动 发 生 能 级 跃迁 所 需要 
的 加 热 温度 . 正 因为 常温 加 热 不 足以 产生 振动 的 跃迁 ,所 以 常温 加 热 时 它 对 热 容 量 
的 贡献 为 零 . 
@ 只 有 当 T 六 65 时 ,由 (3.124) 式 得 到 
limCf = limNks (去 一 jh) e = Nks (3. 126) 
这 就 使 高 温 下 的 热 激发 引起 了 振动 唉 迁 ,此 时 才 满 足 能 量 均 分 定理 . 
(4) 多 原子 分 子 其 振动 ,可 归结 为 若干 个 独立 的 简 正 振动 的 模式 .每 个 振动 模式 


都 有 一 定 的 频率 , 设 为 2 ,其 振动 能 量 都 可 按 (3.119) 式 中 的 有 关 部 分 计算 ,因此 ,由 
(3.124) 式 可 得 到 多 原子 分 子 的 振动 热 容量 为 


OF 


le (3.127) 
| 


|1 exp (全 


c 
cf = wl 


i=1 


二 
式 中 98 = 和 是 第 i 个 振动 模式 的 特征 温度 . 式 中 振动 频率 w, 则 由 分 子 光谱 


确定 . 

(3.124) 式 及 (3.127) 式 的 正确 性 亦 已 为 实验 所 证 实 . 

(5) 关于 分 子 转动 的 热 容 量 , 可 以 分 异 核 双 原子 分 子 的 转动 、. 同 核 双 原子 分 子 的 
转动 和 多 原子 分 子 的 转动 几 种 情况 来 讨论 . 
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@ 异 核 双 原 子 分 子 (两 个 不 相同 原子 构成 的 分 子 ) 的 转动 
它 可 用 一 个 转动 惯量 1 的 等 效 转子 表示 . 量子 力学 给 出 了 转子 第 j 个 转动 能 级 
的 能 量 和 “ 简 并 度 ” 分 别 为 


Py h’ 
B 一 十 1) 一- 
| J(] 2 (j = 1,2,'…) (3.128) 
gf = 2j+1 


若 定 义 转动 特征 温度 为 6” = 入- ( 见 (3.75) 式 ), 则 由 (3.74) 式 可 得 1 个 分 子 


的 转动 配 分 卫 数 为 
Ee a 0 
Z = > (2j + lexp|-j(j+1)E (3.129) 
2 (2j + Dexp| je 


一 般 来 说 , 双 原 子 分 子 气体 的 转动 特征 温度 的 量 级 约 为 10 K. 
( 1) 因此 在 常温 和 高 温 下 , 即 T 污 8 时 ,转动 态 可 用 连续 谱 表 示 ( 参 阅 例 3. 10 
和 例 3.11) ,于 是 有 


下 B 
Z8 = | (2 + 1)exp| - jCj+ 1 | = 市 (3.130) 
0 
利用 
ln Z8 
8 aln Z? 9 了 _ 
0 = NT (3.131) 
9 
可 得 到 
8B 
C8 = 3 = Nks (3.132) 
或 
cE 二 Naks = R (3. 133) 


这 正 是 分 子 转动 自由 度 为 2 时 的 经 典 比 热 (mol 热 容量 ) 值 . 
(ii ) 当 TB 时 ,可 以 保留 (3.129) 式 右边 的 前 几 项 ( 见 (3.76) 式 ), 即 


Zf ~ 1+ 3exp(- 29-)+ 5exp(- 82 ) (3.134) 
于 是 得 到 
CY 12Nks (SS) exp(- 22 】 (3.135) 


这 表明 当 了 趋 于 0K 时 双 原 子 气体 的 热 容 量 将 按 指数 规律 变 为 零 . 
(ii ) 若 温 度 了 与 92 可 比较 时 , 则 (3.129) 式 右边 级 数 收敛 很 惕 ,致使 计算 不 
便 .此 时 可 借助 Euler-MacLaurin 公式 (C.MacLaurin,1698 一 1746) 
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>f0)= Jf as 十 方 [CO)+ fa) 一 15[ 广 (0)- f (00)] 


1 一 (5) _ Ff(5) op 
+ 720Lf (0) f° (%)] a02a0Lf C0) | 060) 


式 中 
i G? 
fj)= (27 + 1)exp| -jCi 了 于 | (3.137) 
可 将 (3.129) 式 变换 为 
人 
Zf=G5+3+15" 7 +5(T)+ 人 
因而 算得 相应 的 转动 热 容 量 为 
B _ 二 了 本 67 本 
C = Nks(1+ 吝 ( 宁 ) Fl | (3.139) 


利用 以 上 结果 可 以 得 到 转动 mol 热 容 量 随 温度 变化 的 关系 .图 3.5 表示 了 这 个 关系 
曲线 . 


CF /IR 


TI 
0 0.5 1.0 1.5 2.0 二 


3.5 ” 异 核 双 原 子 气体 的 转动 比 热 曲 线 


@ 同 核 双 原子 分 子 (两 个 相同 原子 构成 的 分 子 ) 的 转动 

在 这 种 情况 下 ,必须 考虑 分 子 的 对 称 性 的 影响 . 

同 核 分 子 用 球 坐 标 表示 的 转子 中 ,9 角 的 取 值 范围 只 是 0 至 x, 而 x2x 的 状态 
与 0>x 完全 一 样 .因而 按 经 典 统计 计算 的 配 分 函数 在 数值 上 应 比 异 核 分 子 小 一 半 . 
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故而 由 计算 得 到 的 能 量 和 比 热 值 与 异 核 分 子 气体 仍 是 一 样 的 .但 当 温 度 相 当 低 
时 ,按照 量子 统计 的 方法 就 必须 考虑 两 原子 相互 交换 下 “ 波 函 数 ” 对 称 与 反对 称 的 

因此 ,转动 配 分 函数 (3.129) 式 的 “和 式 ” 中 量子 数 j 的 奇数 和 偶数 必须 分 开 , 因 
为 其 中 一 个 为 对 称 的 “ 波 函 数 ”, 男 一 个 则 是 反对 称 的 “ 波 函 数 ”. 

具体 如 何 确定 又 与 原子 是 Fermi 粒子 还 是 Bose 粒子 有 关 . 

(1j ) 例如 氢 分 子 是 Fermi 粒子 ( 氧 核 ) 组 成 的 同 核 双 原 子 分 子 , 其 总 波 函数 必须 
是 反对 称 的 .为 此 , 若 两 氧 原子 核 自 旋 平行 ( 称 为 正 氨 分 子 ) 则 j 只 能 取 奇 数值 ,对 应 
的 正 氧 转动 配 分 函数 则 为 


A E 3 (2 + 1)exp| - 了 DS | (3.140) 
若 两 核 自 旋 反 平行 ( 称 为 促 所 分 子 )， j 必须 取 偶 数值 ,因此 仲 氢 转动 配 分 函数 为 
ZrP= 5 (2j + Dexp[- j(j+DS | (3.141) 


j=0,2,4,"* 


正 氢 与 仲 氢 相 互 转变 的 几率 很 小 ,两 者 成 分 比较 稳定 .在 T<100 K 的 条 件 下 , 正 氢 
占 闻 , 仲 氨 占 地 .所 以 氧气 的 转动 热 容量 为 
3 Bo 1 “Bp 
4Cv +ACv (3.142) 
式 中 C8Y 与 CP 可 分 别 由 (3.140) 式 与 (3.141) 式 算出 . 
(il ) Bose 粒子 组 成 的 同 核 双 原 子 分 子 的 实例 是 所 分 子 Ds(D 为 氢 的 同位 素 )， 
按照 总 计数 必 须 对 各 的 要求 ,正名 应 /为 偶数 , 仲 尔 应 取 j 为 奇数 . 


在 特定 的 条 件 下 ,正气 占 印 , 仲 气 占 访 . 
同样 可 以 得 到 它 史 扫 容 失 为 


CS = 


多 + 云 CWw (3.143) 


以 上 结果 与 实验 相符 合 .这 说 明了 核 自 旋 状态 对 气体 热 性 质 影响 的 真实 性 . 

@ 多 原子 分 子 的 转动 

由 于 多 原子 分 子 的 转动 惯量 了 都 相当 大 ,因而 即使 在 相当 低 的 温度 下 仍 有 
8”<<T. 于 是 都 可 按照 经 典 统计 计算 .由 于 其 转动 自由 度 为 3, 故 多 原子 分 子 的 转动 
热 容 量 为 

C4 = FNks (3.144) 

应 该 注意 的 是 ,多 原子 分 子 的 转动 与 同 核 双 原子 分 子 一 样 也 会 出 现 不 可 分 辩 的 
空间 位 形 . 

以 上 的 统计 力学 理论 很 好 地 解释 了 气体 热 容量 的 性 质 . 一 般 而 言 , 按 量子 理论 
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的 观点 , 当 气 体 被 加 热 时 分 子 得 到 的 能 量 KaT 只 有 在 达到 能 级 间隔 的 差 值 后 才 有 可 
能 被 吸收 而 发 生 呈 迁 . 

这 个 过 程 的 宏观 表现 就 是 气体 的 热 容量 . 

其 中 双 原 子 分 子 气体 的 比 热 ( 或 热 容 量 ) 特 性 最 为 典型 . 

在 低温 下 热 激 发 不 足以 使 分 子 的 转动 和 振动 发 生路 迁 ,所 以 这 两 种 运动 的 自由 


度 是 “冻结 ”的 . 因而 斧 温 下 气体 只 有 平 动 跃迁 的 比 热 , 即 cv = c 人 = 六 及 . 
在 常温 下 分 子 的 转动 开始 “解冻 ”而 可 以 路 迁 ,因而 cy = cf + c = 写 及. 


在 高 温 下 分 子 的 振动 才 可 能 因 被 加 热 发 生 茎 迁 ,这 时 cy = c$+c%+c$= 坟 RR. 
上 述 比 热 与 温度 的 关系 完全 符合 实验 事实 . 
3.3.9 Einstein 固体 热 容 量 理论 


由 经 典 统 计 得 到 的 固体 比 热 cy = 3R (或 热 容 量 Cy = 3Nks) 是 一 个 常数 .此 结 
论 只 有 在 高 温 条 件 下 的 实验 结果 中 才 是 对 的 .真实 的 情况 是 , 随 着 温度 的 下 降 , 固 体 
比 热 不 断 减 小 并 趋 于 零 .为 了 从 理论 上 解决 这 一 问题 ,Einstein 首先 用 量子 论 的 概念 
计算 了 固体 热 容 量 (1907 年 ). 

Einstein 的 理论 中 使 用 的 是 最 为 简单 的 “量子 谐振 子 ”的 模型 . 虚拟 的 “量子 谐振 
子 ” 组 成 “多 体 ”“ 理 想 气 体 ”. 他 假设 固体 中 的 3N 个 独立 简 正 振 动 圆 频率 都 为 ,每 
个 振动 的 能 量 按 量子 力学 的 公式 取 值 为 


e=(i + 二 )ho (i = 0,1,2,….) (3.145) 


因为 是 “ 定 域 系 " 问 题 ,这 些 振动 遵循 Boltzmann 分 布 ,所 以 其 系统 配 分 函数 为 (“ 简 
并 度 ”g 二 1) 


f= 28iexp(- Bei) = > giexp[ - pf 十 去)ho | 


1 
2 exp{— Phow 
= exp( - Bho) 2, Lexp(— Bhw) |] = “a (3.146) 


由 此 得 到 每 个 简 正 振动 的 平均 能 量 为 


人 =— in 2F 1 (3.147) 


ho 十 

exp(Bhw)—-1 2 
固体 的 晶 格 振动 ( 若 不 考虑 它们 之 间 的 相互 关联 的 话 ) 等 效 于 3N 个 简 正 振动 ， 

所 以 固体 ( 系 综 ) 的 平均 内 能 为 

E = 3N(e) = —— SNAho 


exp (Bhw) it ®t Se) 
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其 中 Eo。= 辽 Nhw. Eo= 沪 Nhw 是 T=0 K 时 的 固体 内 能 ,被 称 为 “零点 能 ”. 此 “和夫 


点 能 ”的 存在 是 量子 力学 的 结果 .因而 固体 的 热 容量 为 
exp(Phow) 
(exp(Phw)— 1)’ 


(3.149) 式 即 是 Einstein 固体 热 容量 公式 . 设 < = 声学, 则 在 高 温 极限 下 可 得 


Cv = ob = 3Nks (Bhow)’ (3.149) 


eT 


2 
limCy = lim3Nks (= ) ex = 3Nks (3.150) 
T—m x-0 ex 一 二 


此 即 与 Dulong-Petit 定律 (P.L. Dulong,1785 一 1838;A.T. Petit,1791 一 1820) 相 一 
致 的 经 典 统计 结果 .而 低温 极限 下 的 热 容 量 则 为 


limCv = lim3Nks (=) e = lim3Nka 二 = 0 (3.151) 
图 3.6 给 出 了 Einstein 理论 比 热 曲 线 与 实验 曲线 之 间 的 对 比 .由 图 可 见 ,虽然 定 

量 上 的 差别 较 大 ,但 却 定性 地 阐述 了 固体 比 热 随 温度 的 变化 关系 .值得 注意 的 是 ,在 

低温 下 实验 曲线 按 T 规律 变化 而 Einstein 比 热 曲 线 则 呈 指 数 规律 变化 . 


@@) 经 典 比 热 曲线 


加 Ag、Al、C 等 
固体 的 实验 曲线 


QD Einstein 曲 线 (@ = hw /ks) 


0 TIObp 
0.5 1.0 1.5 2.0 


图 3.6 Einstein 理论 的 结果 
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3.4 常用 的 配 分 函数 及 其 应 用 (无 “ 显 关 联 ” 
系统 的 Bose 统计 和 Fermi 统计 ) 


Bose 统计 系 指 用 Bose 分 布 所 做 的 统计 ,而 Fermi 统计 系 指 用 Fermi 分 布 所 做 
的 统计 . Bose 是 用 量子 规律 做 统计 力学 的 首创 者 ,Fermi 只 不 过 是 按 不 同 的 规律 如 
法 炮制 而 已 (后 来 Dirac 又 独立 地 重新 发 现 了 Fermi 统计 ,并 声明 对 Fermi 的 发 现 权 
表示 尊重 ). Bose 统计 是 N. Bose 于 1924 年 (Z. Physik,1924,26,178) 首 先 引入 的 ， 
Einstein 翻译 了 此 文 ,并 作 了 如 下 评注 :“ 依 我 的 意见 , Bose 关于 Planck 公式 的 推导 
关系 到 一 个 重要 的 进展 . 这 里 所 利用 的 方法 也 提供 了 理想 气体 的 量子 理论 ,正如 我 
在 别处 将 得 到 的 那样 . "Einstein 的 文章 发 表 在 1924 年 和 1925 年 . 

Bose 统计 和 Fermi 统计 的 对 象 既 可 以 是 量子 “理想 气体 ”, 也 可 以 是 量子 “ 非 理 
想 气体 ”. 


3.4.1 Bose 统计 和 Fermi 统计 的 巨 配 分 函数 


1. Bose 统计 和 Fermi 统计 的 巨 配 分 函数 
根据 表 2.9, 非 相对 论 Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 的 对 数 就 等 于 非 相 对 论 


立 
Boltzmann 气体 的 正则 配 分 函数 V (8 应 ) 乘 以 -个 因子 序 (exp(Byx)); 而 非 
相对 论 Bose 气体 的 巨 配 分 函数 的 对 数 则 等 于 非 相 对 论 Boltzmann 气体 的 正则 配 
了 
分 函数 V (六 jz) 乘 以 一 个 因子 JE (exp(Bp)) 后 再 减 去 一 项 In[1 -exp(Px)] 


(这 最 后 一 项 In[1 exp(Bk) ] 是 后 来 为 研究 ”Bose-Einstein 凝聚 "而 从 Bose 统计 
的 “ 巨 配 分 函数 ”的 对 数 中 分 离 出 来 的 ,在 早期 的 统计 力学 教科 书 中 并 没有 这 一 
项 ). 即 


| 人 向 ) J§ CexpCBp))— In[1 expC Bu)] (Bose 分 布 ) 


立 
[二 f3 (exp(Br)) (Fermi 分 布 ) 
(B29 
式 中 
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J,(z)= > 
j=1 J 
(3.153) 
-1 | x'1idx 
人 (2)= IT'(y)/z exp(x)+ 1 


而 且 当 化 学 势 x 二 0 时 ,可 将 (3.153) 式 合并 为 
本 3 CE 人 (+ 号 Bose 分 布 , - 号 Fermi 分 布 ) (3.154) 


j=1 


Bose 统计 和 Fermi 统计 的 巨 配 分 函数 看 上 去 很 难 积分 ,但 实际 上 可 能 正好 相 
反 :只 要 利用 以 (2.66) 式 表示 的 下 列 “ 统 计 权 重 ” 


TF 2 (+ 1)’gexp[ ~ jp(4 — e)] (e 1) 

CE (3.155) 
D2) (+1)igexp[- (j +1)B(e -1)] (e> 4) 
j=0 


每 一 公式 的 上 排 为 Bose 分 布 , 下 排 为 Fermi 分 布 .先进 行 “统计 密度 ”D (e ) 与 “统计 
权重 ”exp[ -jjB(4 一 e)] 或 exp[ 一 (j+1)B(p 一 e)] 之 间 的 “Laplace 变换 ”( 如 果 
“ 简 并 度 ”g 计 入 “统计 密度 ”D (e ) 中 的 话 ) ,然后 对 j“ 求 和 ”, 就 可 得 到 最 后 的 结果 . 
其 实质 就 是 将 对 j 的 “ 求 和 ”和 对 。 的 “ 含 权 ”“ 积 分 ”这 两 种 运算 的 程序 颠倒 过 来 .如 
果 能 利用 现成 的 或 自己 新 发 现 的 数学 求 和 公式 ,将 结果 写成 一 些 简单 函数 关系 的 
话 , 那 是 最 好 不 过 ;然而 .即使 得 不 到 简单 函数 关系 的 话 ,那么 保留 级 数 求 和 表达 式 
也 是 蛮 不 错 的 一 件 事 . 

具体 操作 ,可 参阅 下 面相 对 论 ( 光 子 ) 气 体 巨 配 分 函数 的 对 数 的 计算 . 相对论 ( 光 
子 ) 气 体 时 一 种 服从 Bose 统计 的 量子 "理想 气体 ”. 

【 例 3.14】 已 知 :Bose 气体 和 Fermi 气体 的 Hamiltonian 是 = 二 

求 : 理 想 气体 状态 方程 在 经 典 极限 exp( - Bx ) 1 条 件 下 的 量子 力学 修正 . 

解 :对 Bose 气体 和 Fermi 气 体 来 说 ,它们 的 巨 配 分 函数 的 对 数 是 


了 
We nell 《Bose 分 布 ) 
二 ln ZZ) 一 


sy( 了 5 CexpCB4)) 《Fermi 分 布 ) 
在 经 典 极限 exp( - Bk ?六 1 条 件 下 ,有 


_ 3 1/ANY? 《Bose 分 布 ) 
exp (~ a) = exXp(CB8Hm) = ‘Vt( ) +… CFermi 分 布 ) 


式 中 4 被 称 为 “ 热 波 长 ” 
2 
和 (2 ) 
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于 是 ,由 J= - PY = -jz 儿 ,可 得 


Bh LN NF，， N /_m_\ 半 -] Bose 分布) 
i p 0 有 23 ( gV ) |= [1 于 ov (Da | 《Fermi 分 布 
式 中 第 二 项 即 为 理想 气体 状态 方程 在 经 典 极限 exp( - Bu ?六 1 条 件 下 的 量子 力学 修正 . 
2. 相对 论 ( 光 子 ) 气 体 作 为 特殊 Bose 统计 的 配 分 函数 
在 (2.169) 式 中 ,“ 一 般 气 体 ” 的 配 分 函数 是 


28V 人 人 
(4xh?)il \P 


根据 光子 的 情况 , 令 其 中 *= 3,1= 1,a =c, 并 注意 到 (站)! = 羡 , 便 可 得 到 
有 
Z = | ( 本 | (3.156) 
当然 相对 论 (光子 ) 气体 的 配 分 函数 (3. 156) 式 也 可 以 根据 表 2. 8, 按照 
Boltzmann 统计 计算 出 来 : 


egV 
z= [Jsexp(- Be De)de]| = gs | 


2xN(Bhc 
V 3 V\™ 
= (| 汪 避 全 


i= ni(Bhe) (3.157) 
但 是 ,根据 表 2.9, 相 对 论 ( 光 子 ) 气 体 的 自 旋 量子 数 为 1,8 =2, 严 格 说 来 应 该 服 
从 Bose 统计 ,而 不 是 服从 Boltzmann 统计 .因而 ,由 Boltzmann 统计 计算 出 来 的 
(3.156) 式 的 结果 是 不 能 算数 的 ,只 能 说 是 一 种 近似 处 理 方法 . 
正确 的 方法 是 用 Bose 统计 来 进行 计算 .相对 论 ( 光 子 ) 气 体 的 巨 配 分 函数 的 对 
数 , 可 由 例 3.9 中 Bose 分 布 的 “一 般 气体 ”的 巨 配 分 函数 的 对 数 得 到 . Bose 分 布 的 
“一 般 气体 ”的 巨 配 分 函数 的 对 数 ( 在 不 考虑 Bose-Einstein 凝聚 时 ) 是 


其 中 


2gV, + (了 =1)! 
t= In Zi = i ) 
So Gs 


根据 光子 的 情况 , 令 其 中 s=3,1=1,a =c,g=2,H =0, 并 注意 到 (去)! = 交 


* Jsr (exp(Br)) 


和 J4(1) = 奇 , 便 可 得 到 
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1 7 XV 
t=InZ = Rs (3.158) 


比较 一 下 (3.156) 式 和 (3.158) 式 , 便 可 知道 二 者 明显 不 同 . 

以 上 (3.158) 式 的 结果 亦 可 由 直接 计算 得 到 . 由 于 光子 总 数 不 定 ,而 且 其 化 学 势 
#=0. 同 时 ,相对 论 (光子 ) 气 体 的 能 量 与 动量 之 间 的 关系 是 e = cp. 其 “ 态 密度 ”根据 
表 2.3 是 

V 2 
Dl(e)= 2 hc se 
因而 ,相对 论 ( 光 子 ) 气 体 的 “ 巨 配 分 函数 ”的 对 数 是 


A -jsnl -exp(- Bhw) ID(w) du 


在 计算 以 上 积分 时 ,可 以 参考 对 积分 1(x) = | 0 的 处 理 : 
因为 
T= i = | A 
exp(z) 土 1 exp(z)[l1+exp(— 2z)] 


0 
z* exp(— Zz) 3 (1)’exp(— jz)dz 
j=0 


wm 


人 1 中 ziexp[- (二 2z 


j=0 0 


二 ( 干 1)! | abt y)dy 
0 


名 
而 
1 = CD 二 = 去 -去 + 二 3 
-人 
-加 -六 ( 玉 + 直 + 二 


|| 
二 
| 
| 
[De 
jn 
”w 
WA 
[Ms 
“| 


式 中 
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mw 


RCI 二 > 二 
为 Riemann(G.EF.B. Riemann, 1826-1866) )t 函数 (注意 此 处 5(x) 不 是 “ 巨 配 分 天 
数 ” 的 对 数 5= ln Z; ) .于 是 得 到 


四 dz 国 D1-x 
1(x) = a1- (1 | 人 |)rcogcn (3.159) 
将 (3. 159) 式 应 用 于 现在 的 问题 ,就 有 
间 六 4 


45(Bhe)’ 45X3 
可 以 看 出 ,得 到 的 结果 及 其 形式 都 很 简单 ,而 且 与 (3.158) 式 相同 . 


然而 ,在 进行 以 上 处 理 积分 T(x) = | cz 的 过 程 中 (以 上 计算 中 的 第 三 
个 等 号 右边 ) 却 透露 了 一 个 信息 , 即 可 以 将 此 积分 中 的 “被 积 函 数 * 的 分 母 利用 "等 比 
级 数 "的 概念 化 为 “ 求 和 ?的 形式 ,然后 将 * 求 和 "运算 和 “积分 "运算 颠倒 过 来 . 这 就 是 
在 计算 *“ 巨 配 分 函数 "的 对 数 《= ln Z1 时 ,可 以 用 “统计 权重 ”fe) 和 “统计 密度 ” 
万 (e ) 来 做 积分 的 理论 根据 . 


可 以 将 此 方针 应 用 于 相对 论 ( 光 子 ) 气 体 巨 配 分 函数 的 对 数 的 计算 .由 于 “统计 
密度 ”根据 表 2.5 是 
Pa 加 V 3 
Dl(e)= G2hc he 
因而 


“= lnZ2i =— D(e)de 


| 8 
exp(Be)—1 
= Js exp[- (j + 1)Be JD(e)de 


VB 
es 3 exp[- (j + 1)pe]de 


= 6 Ra pe BY ealEs exp(— xX)dx 


gV 1 geV ne 
一 = 0 ~ 
er 4 6r (Bhce)’ | 90 

2 


因为 相对 论 ( 光 子 ) 气 体 的 “ 简 并 度 ”g =2, 所 以 ,由 (3.160) 式 得 到 
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村 
三 (pc 

上 式 就 是 前 面 (3.158) 式 的 结果 ,只 不 过 在 运算 中 披 上 了 一 件 物理 学 的 外 衣 而 
已 ,这 种 方法 的 优点 是 可 以 为 了 利用 “Laplace 变换 ”而 便于 积分 ,使 得 原来 复杂 的 对 
“统计 权重 ”和 “统计 密度 ”之 间 的 统计 积分 变 得 相对 地 简单 起 来 ;相对 论 ( 光 子 ) 气 体 
问题 只 是 其 中 一 例 . 

讨论 : 

(1) 以 上 处 理 方法 说 明了 “ 巨 正则 系 综 ” 中 的 Bose 统计 和 Fermi 统计 都 可 以 化 
为 “正则 系 综 ” 中 的 Boltzmann 统计 来 计算 ,而 且 没 有 作 任 何 简化 . 至 多 是 “ 求 和 ”的 
结果 不 是 一 个 简单 的 函数 而 已 . 

(2) 从 以 上 处 理 方法 的 数学 表达 式 中 透露 出 来 的 物理 意义 是 :“ 巨 正则 系 综 ” 中 
的 Bose 统计 和 Fermi 统计 的 一 个 “ 态 ”, 可 能 是 “正则 系 综 ” 中 的 Boltzmann 统计 的 
无 数 “ 能 级 ”的 大 加 .在 科学 史上 ,Louis de Broglie 根据 光子 的 “统计 权重 ”f(e) 实 际 
上 就 是 “等 比 级 数 ” 的 求 和 公式 这 一 事实 ,认为 "一 个 "光子 应 该 是 “许多 ”量子 的 瘤 加 ， 

(3) 光子 是 “相对 论 的 ”, 但 光子 的 统计 力学 严格 说 来 并 非 彻底 “相对 论 的 ”, 因 为 
系 综 中 系统 之 间 存 在 “ 隐 关 联 ” 的 缘故 . 


3.4.2 应 用 ;光子 气体 


1. 光子 气体 的 内 能 EE, 辐射 压强 P 和 晃 S 
对 于 相对 论 ( 光 子 ) 气 体 , 由 (3.160) 式 可 得 


5 = lnZ， 一 


__ alnZ， nks 4 
ee. i A 
19 _ _ whi mn_l1n 
Po gy hey I el 
> panZ Arkb re _ 4 ws 
S = ks (In ee = 3oVT 


(3.161) 式 中 的 最 后 一 个 等 式 是 引入“Stefan 常数 ”(J. Stefan,1835 一 1893) 


2 4 
一 Es (3.162) 


后 得 到 的 . (3.161) 式 被 称 为 “Stefan-Boltzmann 定律 ”.“Stefan-Boltzmann 定律 ”是 
Stefan 首先 于 1879 年 从 实验 中 得 到 的 . Boltzmann 于 1884 年 又 从 理论 上 导出 了 它 
(这 是 统计 力学 的 一 项 伟大 的 胜利 ). 此 结果 也 可 以 由 热力 学 的 一 般 理论 得 到 ,但 热 
力学 理论 只 能 精确 到 一 个 待定 常数 ,至 于 常数 值 的 确定 , 则 只 能 由 统计 力学 方法 来 
解决 . 


oO 
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讨论 :将 “Stefan-Boltzmann 定律 "(3. 161) 式 、 (3.162) 式 ,与 例 3.9 中 “一 般 气 
体 ” 的 “ 巨 配 分 函数 ”的 对 数 放 在 一 起 考虑 ,就 可 以 得 到 结论 :由 s = 3 可知“ 物理 空间 
是 3 维 的 ”, 由 1=1,a=c 可 知 “ 光 子 气体 是 相对 论 的 ”.“Stefan-Boltzmann 定律 ”的 
正确 性 保证 了 “物理 空间 是 3 维 的 ”的 正确 性 ,保证 了 “光子 气体 是 相对 论 的 ”的 正确 
性 并 进而 保证 了 “狭义 相对 论 ” 的 正确 性 . 

2. 光子 气体 按 能 量 分 布 的 Planck 辐射 公式 

所 有 物体 都 根据 它们 的 温度 而 辐射 电磁 波 ( 热 辐射 ). 

辐射 与 空 窒 达到 热平衡 时 ,辐射 具有 完全 确定 的 性 质 ,此 种 辐射 被 称 为 “黑体 
辐射 ”. 

光子 气体 按 能 量 分 布 的 Planck 黑体 辐射 公式 可 以 由 光子 气体 的 巨 配 分 函数 的 
对 数 得 到 . 因为 


a - [Dw) nl -exp(- Bhw) Jdo 
0 


Ee 


= -| wrIn[1 ~ exp(— Phw) Jdo 
0 


即 


-i Vihf w dw 
E= 38 = | ep | (3. 163) 


ye a | 
(注意 :在 (3.163) 式 中 出 现 的 是 “统计 权重 1(w)= expcBhw)-i'’ 因 为 此 式 是 能 量 


表达 式 , 而 不 是 “ 巨 配 分 函数 ”表达 式 ) 所 以 


Bg 4 3 wdw _ V ede 
E(e,T)de = C3 exp(Bhw)—1 Thce) exp(Be)—1 (3.164) 


此 即 光子 气体 按 能 量 分 布 的 “Planck 黑体 辐射 公式 ”.“Planck 黑体 辐射 公式 ”给 出 了 
“Bose 统计 ”第 一 个 具体 实例 . M. Planck 做 梦 也 没有 想到 他 的 “黑体 辐射 公式 ”( 不 仅 
仅 是 为 创立 量子 力学 而 准备 的 ) 是 专门 为 S.N. Bose 发 明 第 二 类 统计 力学 而 准备 的 . 

在 历史 上 , W.C. W.O.F.F. Wien(1864 一 1928) 曾 在 1896 年 从 分 析 实 验 数据 中 
得 到 一 个 描述 黑体 辐射 的 经 验 公 式 (Wien 公式 )， 

dE(wo)= 巨 (wow)dw = cliwsexp(- csP)dw (3.165) 

式 中 cl、cs 为 两 个 经 验 参 数 . 此 公式 虽然 在 高 频 部 分 与 实验 符合 ,但 在 低频 部 分 却 与 
实验 结果 有 所 差别 . 

工 .也 .Rayleigh( 即 J. W.Strutt,1842 一 1919) 和 JJ. H.Jeans(1877 一 1946) 利 用 经 
典 电动 力学 和 统计 力学 ,于 1900 年 导出 了 另 一 个 热平衡 黑体 辐射 的 能 量 分 布 公式 
(Rayleigh-Jeans 公式 ) 为 
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dE(w)= E(w)do = ese do (3.166) 


此 公式 只 是 在 低频 部 分 与 实验 结果 一 致 ,而 在 高 频 部 分 则 相去 其 远 ,特别 地 , 当 
w>%0;E'(w) 一 wo 时 导致 紫外 发 散 困 难 . 

为 了 解决 热 辐射 问题 中 理论 与 实验 的 矛盾 , M. K.E.L.Planck(1858~ 一 1947) 于 
1900 年 提出 了 量子 假说 ,并 由 此 建立 了 量子 论 . 

由 于 微观 粒子 的 “ 波 粒 二 象 性 ”(“ 波 粒 二 象 性 ”的 说 法 是 有 争议 的 ) ,辐射 场 既 可 
看 作 由 各 种 频率 的 电磁 波 组 成 ,也 可 看 作 光 子 的 集合 . Planck 推导 黑体 辐射 公式 时 
采用 的 是 第 一 种 方法 (即将 辐射 场 视 为 由 各 种 频率 的 电磁 波 组 成 ) ,本 书 采 用 的 第 二 
种 方法 (即将 辐射 场 视 为 光子 的 集合 ). 

由 于 光子 的 静 质 量 为 零 , 在 任何 情况 下 ,Boltzmann 分 布 都 不 适用 . 

光子 间 没 有 相互 作用 (电磁 场 到 加 原理 使 然 ) ,所 以 光子 集合 形成 的 “气体 ”是 一 
种 量子 理想 气体 . 光子 是 一 种 自 旋 为 1( 光 子 有 两 个 偏振 方向 ,“ 简 并 度 ”g = 2) 的 
Bose 子 ,遵守 Bose 统计 ,其 “统计 权重 ”为 


四 1 
fl(w,T)= exp(Bhw)— 1 


当时 ,Planck 是 用 “内 插 法 ”假设 得 到 这 一 “统计 权重 ”的 ;Planck 对 这 种 假设 是 否 正 
确 甚至 几 年 后 仍 是 心 存疑 虑 的 .辐射 场 与 物质 到 达 热 平衡 的 过 程 是 物质 不 断 吸收 和 
发 射 光子 的 过 程 ,光子 数 不 守 恒 . 因 此 ,大 用 最 可 几 方 法 推导 它 的 分 布 函数 时 , 没有 
2mi = NN 这 一 “约束 条 件 ”, 不 会 出 现 不 定 乘 子 7, 或 "= 0( 实 际 上 就 是 化 学 势 上 = 0)， 


根据 Einstein 质 能 关系 


(3.167) 


e2 = cp’ + mc4 (3. 168) 
和 光子 静 质 量 m = 0 的 条 件 , 可知 光 子 的 能 量 与 动量 满足 严格 的 关系 
E 二 CP (3.169) 
于 是 可 计算 出 在 w 一 w + dw 区 间 的 光子 数 统计 分 布 和 光子 气体 在 能 量 e->e + de 区 
间 的 统计 分 布 分 别 为 
dN(w,T)= fl(w,T)D(w)dw 
2 pdp , 
人 ss Be dq dqedqslsin 0d0dy 
二 人 4rVP- Ne w’ dw 
~ hs exp(Pe)— = rc’ exp(Phw)—1 Ne 
从 而 
dE(o,T)= gf(o,T)D(o)do = Bh pe 
V ede 
rx(hc)? exp(be)—1 ME 
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此 即 (3.164) 式 . 它 与 实验 结果 完全 符合 . 

讨论 1:Planck 能 量 分 布 公式 的 极限 情况 

(1) 在 低频 高 温 的 情况 下 , Bhw<1,exp (Bhw) 一 1~Bhw, 这 时 Planck 公式 
化 为 


_ rp/ 二 
dE(w)= E(w)dw = RA dow (3.172) 


也 就 是 说 回 到 了 Rayleigh-Jeans 公式 (3. 166) 式 . 
(2) 在 高 频 低 温情 况 下 ,Bhw 污 1,exp(Bhw) -1 一 exp(B 下 oo) ,这 时 Planck 公 
式 化 为 


dEtw) = E'Cw)dw = wiexp(- Bhw) do (3.173) 
此 即 Wien 公式 (3. 165) 式 .图 3.7 描绘 了 用 Planck 公式 、Rayleigh-Jeans 公式 和 
Wien 公式 计算 所 得 的 频谱 分 布 工 A545e)E(w) 关 于 Ba 的 曲线 ， 


0 Bhw 


图 3.7 Planck 公式 的 频谱 分 布 曲线 
(P. 表示 Planck 公式 ,R.J. 表示 Rayleigh-Jeans 公式 ,W. 表示 Wien 公式 所 得 结果 ) 


讨论 2: Wien 位 移 定律 
利用 频率 与 波长 的 关系 部 = 元 ,可 将 Planck 公式 (3.171) 改 用 波长 4( 这 里 的 4 
不 是 “ 热 波长 ”) 表 示 为 


dE(X3)= E (A)dX = : 
A da ' 可 本 加 (3.174) 
由 此 求 得 
2xnBhc 
dE’ (A) _ ~ 5exp( ) 2nBh 
二 人 -人 


(3.175) 
设 Amx 为 E (24 ) 取 极 大 值 时 相应 的 波长 , 则 由 极 值 条 件 
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dE 0) -0 (3.176) 


得 到 方程 
_ 1 2xBhc _ 2xBhc\ _ 
i exp( )=0 (3.177) 


此 超越 方程 的 解 yw = 2aFhe FT 以 从 下 面 两 曲线 的 交点 求 得 


Ne 

| 5 (3.178) 

TY 

作 图 法 ( 见 图 3.8) 给 出 
ymx = 4.965 
即 
1 人 = 2.898x10-3m .天 (3.179) 
f(y) 
f(y)= 志 
2 f(y)=1-e” 


图 3.8 方程 (3.177) 的 图 解法 


它 表 明 , 当 温 度 升 高 时 ,辐射 能 最 大 的 波长 以 与 温度 成 反比 的 方式 向 短波 方向 移动 . 
这 一 规律 被 称 为 “Wien 位 移 定 律 ”. 

讨论 3; 二 维 光子 气体 

(1) 对 二 维 光子 气体 来 说 ,能 量 在 e->e + de 区 间 的 状态 数 为 


四 pdp ede 
df (e)= Y ce) 2rh: 一 V 2， 2x(hc): (3.180) 
能 量 在 e->e + de 之 间 的 光子 数 为 (“ 简 并 度 ”g = 2) 
dN(e)=2x Vw ede (3.181) 


2nr(hc)’:[exp(PBe)—1] 
能 量 在 se + de 间或 圆 频率 在 w->w + dw 间 的 辐射 能 量 则 为 


Vw) ede 
d 一 (2) 
dE(w,T)= edN(e) CheyTexpcBe)—11 
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Ve hw’:dw 
~ xc’[exp(Bhw)—1] 
式 中 V6z) 是 二 维 面 积 .于 是 ,所 有 频率 的 总 辐射 能 晤 是 


2 wdw 和. (7 1 )| x dx 
| exp(Bhw)— 1 Bh / exp(X)— 1 
其 中 
x = Bhow 
{| x2dx \ 
(2) 因为 | 5 人 和 ”= 2.404, 所 以 
2.404Vwh/ 1 
机 (两 ) = #VwaT 
式 中 
~ _ 2.404k8 
?xhc) 
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(3. 182) 


(3. 183) 


(3.184) 


(3.185) 


(3.186) 


【 例 3.15】 已 知 :平衡 辐射 可 被 视 为 光子 总 数 不 确 定 的 光子 气体 ,温度 为 ,容积 为 V， 


求 : 热 辐 射 的 内 能 ,等 容 热 容量 、 炉 .Helmholtz 自由 能 和 压强 . 
解 ; (1) 方法 一 
光子 气体 能 量 关 于 圆 频率 w 一 w + dw 的 统计 分 布 为 


3 
Ee 2 Te 1 


因而 热 辐 射 场 的 内 能 和 等 容 热 容量 为 
SS 天 wsdw 一 TC2 大 二 4 
b= Koes) expeBhw) -1 = I5chcy VT = ovT 
_ /93E\Y _ 4rk$ 
Cv = ( 闻 ), = RYT = ovVT 
于 是 
了 
| FT = VT = ov 
热 辐射 场 的 Helmholtz 自由 能 和 压强 为 
ey a = wk$ 1 4 
[F=E- 71s=- 1sVT =- 寺 VT 
__/9aF wks 1 ee 
( 光 )， = hc = 3 = 可 六 
(2) 方法 二 
可 先 计算 光 子 气 体 巨 配 分 函数 的 对 数 


= -|pco?mcl -exp(C- Bhw) Jdw 
0 
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=- | wlnCl - expC— Bhw) Jdo 
0 


mc 
ey = VT = ”3 诗 oVT 

于 是 可 得 

. =- - vr = oVT 

r=- mf =- Ser =- 寺 cyT 

"00, 

(四 -二 vr 
3.4.3 ”Debye 固体 热 容量 理论 

1. Debye 假设 


显然 ,Einstein 关于 固体 只 有 一 个 简 正 振动 频率 的 假设 过 于 简化 . 1912 年 P.J. 
W.Debye(1884 一 1966) 利 用 连续 介质 弹性 力学 理论 给 出 一 个 固体 的 圆 频率 分 布 关 
系 .实际 上 ,Debye 的 连续 介质 弹性 力学 也 是 一 种 相当 简化 的 理论 ,最 低 限 度 的 “ 几 
何 非 线 性 ”弹性 力学 也 不 知 要 比 Debye 的 理论 复杂 多 少 倍 ( 见 沈 惠 川 ( 经 典 力 学 》)， 
但 Debye 模型 比 之 谐振 子 模型 来 说 却 是 复杂 的 . 

众所周知 ,由 经 典 电动 力学 导出 的 圆 频率 间隔 wm 一 w + dw 内 的 驻 波 数 是 


dN = 2x Fo5 de (3.187) 


Debye 指出 上 式 只 代表 横 波 在 两 个 偏振 方向 上 的 简 正 振 动 数 , 对 于 固体 (实际 上 是 
“弹性 体 ”) ,还 要 加 上 一 个 纵波 的 简 正 振动 数 ( 即 对 于 “线性 ”弹性 体 来 说 ,应 当 有 3 个 
“ 简 正 模式 ”) . 设 纵波 波 速 为 cn , 横 波 波 速 为 c,, 则 固体 中 w 一 w+ dw 间隔 内 的 简 正 
振动 数 为 


2 
dN = dN, + dN, = (六 下 各 用 dw = D(w)dw (3.188) 
1 2 


其 中 D(w) = ( 襄 + 匣 vo? 是 固体 的 加 频率 分 布 函数 ( 态 密度 )， 或 被 称 为 "Debye 


频谱 ”, 其 分 布 如 图 3.9 所 示 . 
固体 品格 原子 的 振动 可 视 为 理想 “ 声 子 ” 气 体 来 处 理 ( 这 也 是 一 种 “分 立 化 ”的 结 
果 ).“ 声 子 ” 是 服从 Bose 统计 的 “ 准 粒 子 ”, 化 学 势 x = 0, 其 统计 权重 为 


1 
av 
声 子 (包括 纵波 声 子 和 横 波 声 子 ) 关 于 圆 频 率 w 的 量子 状态 数 密度 为 


(3.189) 
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DO) 


一 V ’ 2 
D(w)= 2 (BE 十 C3 )jo ee Bw (3.190) 
式 中 
> 2\ 9N 
- pe - 三 = (3.191) 


2. Debye 理论 的 巨 配 分 函数 
因为 简 正 振动 的 总 数 为 3N, 所 以 有 一 个 角 频 率 上 限 , 设 为 wp,wp 被 称 为 
“Debye 频率 ”. 于 是 有 


| pow)ao - B | wrdo = 3N (3.192) 
0 0 
将 (3.192) 式 代入 (3.191) 式 ,得 到 
与 地 = 3N 
或 
wh = 守 a 了 ~ 5 (3.193) 
2 
所 以 Debye 固体 的 态 密度 又 可 以 被 写 为 
六 (3.194) 
wD 


因为 B= 29 ,所 以 


vy 
“= lnZ =-— | po)ml — exp(— Bhw) ldw 


wD 
= B | wln[1 -exp(- Bhw) Jdw (3.195) 
0 
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今 
_ 二 | A. 
一 Bhwp i Ai VW Bhw, Y(x)= ed 二 本 
则 
5=lnZ=-3Nn[Tl-exp(-x)]+NYCr) 
其 中 
入 | yzdy = 1 (7 > Op = ee 
YCx)= 0 h 
3 (在)= 天 5 (T< en = 
X15 5x’ B 


即 对 应 于 高 温和 低温 两 种 情况 ,有 


N - 3NIn[] - exp(— x) | (T> Op = hp) 
5 = ln A 一 N 4 记 g 
Tt a WD 
(7T<eo = 沁 ) 
3. Debye 理论 的 热力 学 量 
对 高 温 { 7 六 Bn = wD ) 而 言 
B 
E = (ey =- WE = 3NksT 


9 
ef ( 乱 ) = 3Nks 


S = ks(InZ-8 aB )= Nks|4 + 3In(B-)] 


对 低温 ( TB。 = 人 2 ) 而 计 
FP 4 4 
E = (e) =- SR = ENks 
D 
_ (3E 12m: A 
Eo (5 )， ”5 Nks (8) 


4. Debye 理论 的 热 容量 


(3.196) 


(3.197) 


(3.198) 


(3.199) 


(3.200) 


(3.201) 


每 个 简 正 振动 的 平均 能 量 (e) 也 可 以 直接 由 (3.148) 式 给 出 ,于 是 得 到 固体 的 内 


能 为 
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wD wD 
二 一 | Se | _ hwdw 
B= ye | Duda es 


-= Nh 
(本 ) FPC4)5C4)+ Eo (3.202) 
其 中 T(z) 是 俐 玛 冰 教 ， 5(z) 是 Riemannz 函数 ,而 零点 能 是 
BE | PR Oy AE (3.203) 
2 8 


从 而 固体 的 热 容 量 为 


_ 9(e) _ ks aE = 2Mke ( 租 w’exp(Phw)dow 
ee ) | ees a 


(3.204) 式 的 积分 很 难 积 出 .为 此 ,用 (3. ps 因而 (3.204) 式 化 为 


9Nkaf ye 
Cv = 2 | ye (3.205) 
注意 到 -eye iizdy = - dz) ,并 利用 分 部 积分 法 , 便 可 得 到 
本 可 Sx 
Cv = 3Nks| 4D(x) | | (3.206) 
(3.206) 式 即 为 “Debye 热 容量 公式 ”, 其 中 
二 3 
D(x)= 三 | -dy (3.207) 
0 


被 称 为 “Debye 函数 ”. 对 应 于 不 同 的 温度 ,x 的 取 值 范围 从 0 至 无 穷 大 . 

由 (3.196) 式 可 见 ,9o 不 仅 粗 略 地 表示 了 晶 格 振动 频率 的 数量 级 ,而 且 是 利用 
(3.206) 式 计算 固体 热 容量 的 重要 参量 .通常 确定 9。 值 的 方法 是 将 不 同 温度 下 的 比 
热 实验 值 代 人 (3.206) 式 求 得 . 

讨论 1: Debye 比 热 公式 的 极限 结果 

Debye 比 热 公式 的 详细 计算 如 下 : 


(1) 对 于 高 温 极限 ,有 x = 了 <1 及 y<1, 可 取 er~v1+y, 于 是 有 
ee 
limD (x) = lim S| ydy ed (3.208) 
所 以 有 
有 对 于 ee 
limCv = lim3Nks| 4D(x) a 1 |= 3Nks(4 — 3) = 3Nks (3.209) 
此 即 (3.200) 式 第 一 式 , 亦 即 “Dulong-Petit 定律 ”的 经 典 结果 . 
(2) 在 低温 极限 下 有 x= 与 ?六 1 及 y 六 1, 可 以 得 到 


208 统计 力学 


本 _ 0 - 3 安 a 
所 以 
limCv(T) = limCv (x) = 3Nks 人 = 12x Nka ye (3.211) 
Bx 59 


上 式 即 (3.201) 式 第 二 式 , 它 表明 在 低温 极限 下 固体 热 容 量 与 五 成 正比 .这 一 结果 
被 称 为 "Debye 矿 定律 ”, 因 为 它 与 非 金 属 固体 在 低温 下 的 实验 结果 一 致 . 

讨论 2: Debye 比 热 公 式 的 不 足 

Debye 固体 比 热 公 式 与 实验 曲线 符合 得 很 好 . 这 是 早期 量子 统计 理论 十 分 成 功 
的 例子 . 

但 是 Debye 比 热 公 式 与 另 一 些 实验 结果 仍 有 一 定 的 差异 ,这 是 因为 实际 的 固体 
结构 要 比 Debye 固体 模型 复杂 得 多 ,需要 应 用 线性 弹性 力学 甚至 非 线性 弹性 力学 中 
的 知识 ,还 需要 应 用 固体 物理 学 中 的 知识 .物理 学 的 理论 必须 精益 求 精 . 

Debye 频谱 只 是 由 单 原 子 唱 体 的 简单 模型 导出 .若是 多 原子 分 子 的 晶体 , 分子 
内 部 振动 频率 要 比分 子 品格 振动 频率 高 得 多 , 其 对 应 波长 与 晶 格 大 小 同 数量 级 . 因 
此 ,分 子 内 部 振动 频率 不 能 当 作 连续 分 布 处 理 . 

其 次 ,弹性 波 的 速度 cr (纵波 速 )、c,( 横 波 速 ) 实 际 上 与 温度 TT 有关 ,金属 中 电 
子 运动 在 3 K 以 下 也 对 比 热 有 较 大 的 影响 ,其 他 因素 也 不 可 和 忽略. 

M. Born(1912)、M. Blackman(1935) 等 人 考虑 上 述 影响 对 Debye 理论 作 了 
修正 . 

除 此 之 外 ,还 有 晶体 结构 的 各 向 异性 .晶体 中 的 杂质 和 缺陷 对 固体 频谱 分 布 的 
影响 .所 以 根据 晶体 的 分 子 结构 与 晶 格 类 型 研究 晶体 的 频谱 已 成 为 深入 研究 物质 结 
构 与 性 质 的 一 种 有 效 方 法 . 

虽然 计算 晶体 频谱 的 程序 非常 复杂 ,但 物理 学 家 们 利用 计算 机 仍 能 获得 良好 的 
结果 .更 详细 的 内 容 可 参阅 固体 物理 学 方面 的 论著 . 

讨论 3: 如 果 假 设 声 子 服 从 Fermi 统计 时 的 固体 比 热 

重新 计算 ,可 得 
下 | Ti 1 
在 低温 时 (TBbo) 仍 有 Cv T?. 

讨论 4: 服 从 一 维 Bose 统计 时 的 固体 比 热 

若 声 子 是 一 维 的 , 则 其 在 w>w + dw 区 间 的 状态 数 为 

do(wo)= Do)dw = Bdw 或 8 = 羡 


于 是 , 声 子 气体 的 内 能 为 
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DD 


ny | jw, TD Cao 


NAF wdw _ Nh/ksT\’ 
= Eo+ wo | exptBhw)— 1 = Eo+ ) rT'(2)5(2) 
在 低温 时 (TBp) 有 
Cy eo 


讨论 5: 服从 二 维 Bose 统计 时 的 固体 比 热 
若 声 子 是 二 维 的 , 则 其 在 w 习 w+ dw 区 间 的 状态 数 为 


d0(w)= Do)dw = Bwdw 或 P= 
于 是 , 声 子 气体 的 内 能 为 


wD 


E= Eo+ | sf(w, TD (do 
0 


wp 
ANIHh wdw 
二 一 一 一 一 一 十 
i wb exp(Phw)— 1 wh 


在 低温 时 (TBb) 有 


3 
B ) T(3)5(3) 


ER 
3.4.4 应 用 : 液 所 和 Landau 的 超 流 理论 
1. 液 所 
所 有 两 种 稳定 的 同位 素 : 自 旋 为 方 户 的 ?He(Fermi 子 ) 和 自 旋 为 0 的 4He(Bose 


天 

通常 所 说 的 “ 氨 ”, 指 的 是 自 旋 为 0 的 " He(Bose 子 ), 其 正常 沸点 为 4.2 开 ,在 
4.2 K 以 下 呈 液 态 . 

液 复 有 两 个 完全 不 同 的 “ 相 ”: Hel 和 HeII. 其 中 Hel 与 普通 的 液态 完全 一 样 , 没 
有 什么 可 多 说 的 ,而 HeII 则 有 许多 异乎 寻常 的 性 质 , 具 体 特 性 如 下 : 

(1)“ 超 流动 性 ”. HeII 在 流 经 直径 为 0.1~1 pm 量 级 的 毛细 管 时 不 再 有 黏 滞 性 
( 黏 滞 系 数 近 似 为 0) , 黏 滞 系数 随 温 度 T 一 0 K 而 趋 于 0. HeII 存在 一 个 “临界 流速 ” 
vc, 当 流 速 大 于 v。 时 此 “ 超 流动 性 ”消失 . 

(2)“ 超 导热 性 ”. 在 超 流 态 下 HeII 的 “ 热 导 率 ” 比 高 温 下 大 近 万 倍 . 

(3)“ 力 热效应 ”“ 热 力 效 应 或 喷泉 效应 ”. 由 温差 导致 压强 差 被 称 为 “ 力 热 效 
应 ”; 由 压强 差 导 致 温差 被 称 为 “热力 效应 ”, 而 “喷泉 效应 ”是 一 种 “热力 效应 ”. 

为 了 描述 HeII 的 热力 学 性 质 ,L. Tisza 于 1938 年 和 1940 年 提出 了 一 个 “二 流 
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体 模 型 ”".“ 二 流体 模型 "认为: 

(1) HeII 由 正常 流体 (流体 的 质量 密度 为 p, ) 和 超 流体 (流体 的 质量 密度 为 2,) 
所 组 成 .正常 流体 具有 黏 滞 系数 和 不 为 零 的 业 , 而 超 流体 的 系 滞 系数 和 人 均 为 零 . 
HeII 的 质量 密度 为 p= Pp, + Ps .Ph 与 bp; 之 间 的 比值 和 温度 有 关 . 

(2) 设 T; 为 “ 相 变 温度 ”, 则 
0 (T=0K) 
pe (T=7,) 
”T= 0K) 
0 T= 了:) 

(3) 设 v 为 液体 的 速度 场 ,(v, ,vy ) 分 别 为 正常 流体 和 超 流体 的 速度 场 , 则 

Py = Onyn + Osy， 
后 来 ,L.D. Landau 又 假定 超 流 体 的 速度 场 是 “无 旋 ” 的 , 即 
VXxv,=0 
由 此 得 到 “第 二 声 ”( 区 别 于 正常 流体 的 “第 一 声 ”) 的 波 速 为 
a 
Wl (es) 

式 中 s 为 mol 箭 ,cv 为 mol 等 容 热 容量 . 

“二 流体 模型 "在 解释 HeII 的 性 质 上 取得 了 很 大 成 功 . 

然而 ,Tisza 的 “二 流体 模型 "仅仅 是 一 种 唯 象 理论 ,是 一 种 纯 经 验 性 的 理论 . 

2. Landau 的 超 流 理论 

Landau 的 超 流 理论 是 从 统计 力学 的 角度 来 描述 “二 流体 模型 ”. 具有 极 强 物理 
学 直观 能 力 的 Landau 认为 ,系统 的 总 Hamiltonian 等 于 基态 的 “Hamiltonian”e。o 与 
“元 激发 ”的 Hamiltonian 之 和 ,动量 等 于 “元 激发 ”的 动量 之 和 ;: 


| = go + |eCP)NCp)dp 


p= |pwcp)dp 
而 高 温 端的 HeII 激发 的 色散 关系 为 
e(p)= A Pa 中) 


27177“ 
式 中 A 是 “能 院 ”,m "为 “ 准 粒子 ”的 “有效 质 量 ”. 和 赁 着 他 的 物理 洞察 力 ,Landau 进 一 
步 提出 ,低温 下 HeII* 元 激发 ”的 能 谱 可 以 被 表示 成 ; 


ap (在 卫 一 0 低 动量 区 ) 
cp- 


2 i 
AT+ 人 (在 高 动量 区 ) 


其 中 a 为 “声速 ”. 由 于 液 氨 的 翻 滞 系数 很 小 ,所 以 在 液 氮 中 没有 " 横 波 ”, 只 有 ”“ 纵 
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波 ”, 即 a 是 “纵波 ”的 “声速 ”. 低 动量 区 的 “元 激发 ”是 “ 声 子 ”, 而 在 高 动量 区 的 “元 激 
发 ”是 所 谓 “ 旋 子 ”. 

1954 年 R.P. Feynman(1918 一 1988) 指 出 Landau 所 提出 的 能 谱 可 以 从 可 靠 的 
物理 原理 导出 ,1961 年 它 又 被 中 子 的 非 弹 性 散射 实验 结果 所 证 实 .因而 ,Landau 的 
能 谱 公 式 目 前 已 被 物理 学 家 所 普遍 接受 . 

1959 年 J.L. Yarnell 等 人 利用 非 弹性 中 子 散射 从 实验 上 确定 了 HeII 元 激发 ” 
的 能 谱 ,后 来 D.G. Henshaw 和 A.D. Woods 于 1961 年 又 扩展 了 实验 的 观测 范围 . 

3. Landau 超 流 理论 的 配 分 函数 

(1) 低 动量 区 

在 低 动量 区 ,“ 元 激发 ”是 “纵波 ”的 “ 声 子 ”, 简 并 度 g=1, 其 “ 巨 配 分 阴 数 ”的 对 数 
可 由 例 3.9 中 Bose 分 布 的 “一 般 气 体 ”的 巨 配 分 函数 的 对 数 得 到 . Bose 分 布 的 “一 般 
气体 ”的 巨 配 分 函数 的 对 数 ( 在 不 考虑 Bose-Einstein 凝聚 时 ) 是 


本 
a Ss (本 。 Ee “Ji (exp(Br)) 


在 眼下 的 情况 中 , 取 1! = 1( 注 意 (3.212) 式 的 第 一 式 ),s =3,g=1,4=0, 并 注意 到 


( 圭 )! = 站 和 J401) = 医 , 便 可 得 到 (3.213) 式 


5 = (有 (3.213) 


当然 ,此 (3.213) 式 的 结果 亦 可 由 直接 计算 得 到 
=nZ== RP — exp(— Bap) Jdp 


"” 


下 2 (a) jn0l ~ exp(— x) Jdx 


3 下 : 3 
下 Bs (nhs) J es >。 (a 


式 中 ,由 于 是 在 低温 区 ,因而 已 将 积分 上 限 取 为 w. 而 


f x3dx 二 
| 1 TCD 这 六 15 


(2) 高 动量 区 
在 高 动量 区 ,“ 元 激发 ”是 “ 旋 子 ”, 简 并 度 g = 1, 其 “ 配 分 函数 ”是 (参阅 表 3.2) 
Cp py lap 


i es | @ 
Zi D2 hs exp BA)| prexp B 
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+o 2 
Vps /2m’ 本 ) 
2 hh B exp( 2A) | (1 十 po B 区 )dx 


2 * \ 才 
so5( 生 他 ) exp(— PA) 


式 中 ,由 于 x= 和 /fr (p po) 较 小 ,因而 已 将 积分 下 限 取 为 om. 另 外 ,x 线性 项 对 
积分 的 贡献 为 零 ,而 x? 项 对 积分 的 贡献 可 忽略 不 计 , 故 可 作 以 上 近似 . 
在 (3.214) 式 中 的 近似 符号 > 实际 上 应 当 视 为 等 号 = ,因为 Landau 要 的 就 是 这 


个 效果 ;反而 (3.212) 式 中 “ 旋 子 ” 的 Hamiltonian 倒是 凑 出 来 的 ,物理 上 说 起 来 有 点 
牵强 . 


4. Landau 超 流 理论 的 热力 学 量 

(1) 低 动量 区 

“ 声 子 ” 气 体 的 内 能 .Helmholtz 自由 能 、 和 等 容 热 容量 分 别 是 
EFE=_ nn2, 人 1 ) 


(3.214) 


38 ~ 30B\Bha 
F =- nf 0 (a) (3.215) 
5=- (部 )， = 2 (ah) 
Cv = T( 纵 ) = 2 ( 碟 ;) 


(2) 高 动量 区 


因为 “ 旋 子 ”是 “Bose 子 ”, 而 且 “ 旋 子 ” 气 体 属于 “ 非 局 域 系 ”, 所 以 “ 旋 子 ”气体 的 
Helmholtz 自由 能 是 


F 
F=- ND +NdnN-1) (3.216) 


而 平均 “ 施 子 ” 数 (N) 可 以 由 Helmholtz 自由 能 取 极 小 值 ( ?全 ) 。，=0 得 到 , 即 


2 * ,十 
(N) = Zf = 2 (A ) exp(- BA) (3.217) 


于 是 ,“ 旋 子 " 气 体 的 Helmholtz 自由 能 \ 粹 .内 能 和 等 容 热 容量 分 别 是 


第 3 章 统计 系 综 中 的 配 分 函数 及 其 应 用 213 


__InZf __(N) _ Vp’? (2xm° )? 
F = Ty B 二 gah exp(— PA) 


> ( 际 )， = (Nyks( 记 + 的 ) (3.218) 


大 二 关注 全 (N) (A+ 冯 ) 
r = T( 乔 )， - = (ND)ks| 立 + BA+ (BAA)? | 
可 见 , 当 T>0 K 时 ,“ 旋 子 ” 气 体 的 这 些 热力 学 量 都 按 exp( - BA ) 趋 于 零 
(3) 总 “等 容 热 容量 ” 
总 “等 容 热 容量 ”是 低 动 量 区 “等 容 热 容 量 ” 与 高 动量 区 “等 容 热 容量 ”之 和 , 即 


Cy = 红 ka (Bi) + CN)ks[ 字 + BA+ CBA)? | (3.219) 
Landau 超 流 理论 的 这 些 结果 与 实验 符合 得 很 好 . 
5. Landau 超 流 理论 的 临界 速度 


Landau 超 流 理论 假设 “ 超 流体 ”的 动能 变化 是 由 液体 中 产生 一 个 动量 为 p 和 能 
量 为 e(p) 的 “元 激发 ”所 引起 的 ,从 而 得 到 所 谓 “Landau 判 据 ”: 


— E€ 
Vv = | (3.220) 
el(p) \ dfeCp)N_，， 
全 | 可 以 由 而 ( 守 )=0 得 到 ,于 是 
| Ue (3.221) 
Plmn dp 
从 而 ,Landau 超 流 理论 的 临界 速度 是 
55P)_ wa ( 声 子 激发 ) 
v.=4? (3.222) 
全 ( 旋 子 激发 ) 


Landau 超 流 理论 的 临界 速度 的 理论 值 比 实验 观测 值 大 许多 , 这 是 因为 Landau 
的 超 流 理论 本 来 就 是 一 种 极 不 严格 的 近似 理论 .后 来 R.P. Feynman 用 量子 力学 对 
此 作 了 修正 (提出 所 谓 “ 量 子 化 涡 旋 ”), 才 基本 上 与 实验 观测 值 大 臻 相符 .再 后 来 ， 
N.N. Bogoliubov 用 近似 的 “二 次 量子 化 ”方法 , 李 政 道 \, 杨 振 宁 、 黄 克 逊 用 “ 钢 球 ” 
Bose 模型 ,还 有 其 他 人 用 “凝聚 态 Bose 系统 ”的 “ 微 扰 展开 ”方法 “Green 图 数 ” 
(G. Green,1793 一 1841) 方 法 等 对 此 问题 作 了 进一步 的 研究 . 当然 ,所 有 这 些 理论 都 
还 没有 成 为 定论 . 


3.4.5 Bose 气体 


1. 未 考虑 Bose-Einstein 凝聚 时 的 巨 配 分 函数 和 热力 学 量 
上 述 光 子 和 声 子 (可 能 只 是 两 种 假想 的 粒子 ) 属 于 特殊 形式 的 Bose 子 .对 于 一 般 


214 统计 力学 


的 Bose 子 的 统计 力学 ,其 巨 配 分 函数 的 对 数 是 未 考虑 Bose-Einstein 凝聚 时 的 
(2.152) 式 第 一 式 


“= ln Zi =- | 23ssp’ nl - exp(—-a— Pe)]dp 


= -5 (9 2 六 | van -exp(- a - Be)]Jde 
0 
- EE ( 吞 ) er nt 1 
= ev (i) Js (exp (B+)) (3.223) 
将 (3.223) 式 代 人 表 2.6, 即 得 Bose 和 
(N) =- 2 = gv (0 ey J3 (exp(Bp)) 
已 = (e)=- 2 = BY (rs) J¥ Cexp Be)) 
= 页 am 和 - § (i ) J3 (exp(Bp)) (3.224) 
9 ka(InZ -Qa 22 一 pb) 


= ksgV (元 全 ) “$3 Cexp(Bp))— Ba Cexp( Bp)) | 


在 计算 中 应 用 了 数学 公式 /3(z) = z 1§ (2z). 

2. 考虑 Bose-Einstein 凝聚 时 的 巨 配 分 函数 和 热力 学 量 

上 面 (3.232) 式 的 推导 中 有 一 处 缺陷 值得 注意 :在 (3.232) 式 被 积 函 数 中 Ve 的 出 
现 意 味 着 完全 忽略 了 粒子 处 在 基态 (eo = 0) 时 的 贡献 . 

这 样 做 所 引起 的 误差 一 般 来 说 是 很 小 的 .但 当 温 度 趋 近 于 0K 时 ,粒子 处 在 基态 
所 作 的 贡献 就 不 但 不 能 忽略 ,相反 地 ,这 一 贡献 反而 往往 是 相当 重要 的 . 这 是 因为 
Bose 系统 不 受 Pauli 不 相 容 原理 的 限制 , 当 温 度 趋 近 于 零 时 ,所 有 气体 分 子 将 迅速 聚 
集 到 零 能 量 基态 ,这 一 现象 被 称 为 “Bose-Einstein 凝聚 ”. 有 鉴于 此 ,正确 的 做 法 是 ， 
将 (3.223) 式 修正 为 (2.185) 式 

“= ln 2, 


=— ginf1 - exp(- a)]- 85 (各) 六 | van ~ expe— a - Be) Jde 
0 
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3 
=— gln[1 — exp(— a)]+ gV (zn7:) J Cexp ,i (3.225) 


式 中 ,第 一 项 描述 粒子 处 在 基态 (e = eo。=0) 的 贡献 ,第 二 项 描述 粒子 处 在 激发 态 
(e 取 0) 的 贡献 .相应 地 ,有 


tslcs 


二 
Si pT T+ 8V (2 7 ) Js (exp(- wa)) (3.226) 
记 
8 
Gh 
(Ca)-1 
ee (3.227) 
(N.) = 8V (rnz) J¥ exp a)) 
则 
(N) = (No) + (N.) (3.228) 


式 中 《NN) 表 示 Bose 气体 总 平均 粒子 数 ,( No 表示 处 于 基态 的 平均 粒子 数 ,(N.) 表 示 
处 于 激发 态 的 平均 粒子 数 .在 通常 温度 下 , 因 (No) 和 <(N), 故 (3.224) 式 第 一 式 适 用 . 
但 当 温 度 很 低 时 , 《No) 的 值 迅速 增 大 ,达到 与 N 同 数量 级 ,这 时 (3. 224) 式 第 一 式 已 
失效 ,特别 地 , 当 T 一 0 时 

8 


《No) = explta) 1 ~— (N) 
即 
8 8 
a ~ In(1+ 8)~ (3.229) 
由 于 4N) 污 1, 故 a 区 1. 因 而 在 0K 附近 ,可 以 认为 
exp(a)~1 (3.230) 
将 (4.230) 式 代 人 (3.227) 式 第 二 式 , 得 到 此 时 处 在 激发 态 的 粒子 数 为 
量 
(N.) = 2. 6128V (2 83 二 (3.231) 
计算 中 利用 了 积分 公式 
四 x*-ldx 四 Di 一 z 
Tz)= EE (1 | |)rczgcz) 
ES 
nn 二 1 n (3.232) 
r(>)= x,T (3)= ,Tan +1)= nn 


)= 1.341,5(3) = 1.202,5(5) = 1.037 
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式 中 FPCz ) 为 伽 玛 函 数 ,5(z ) 为 B.Riemann 函数 . 
设 Bs 表示 “凝聚 温度 ”( 即 在 温度 趋 近 0 K 的 过 程 中 ,Bose-Einstein 凝聚 将 发 生 
而 全 部 粒子 仍 处 在 激发 态 时 的 温度 ) , 则 在 (3.231) 式 中 用 N 代替 N。, 即 得 


2rji2 1 (N) \4 
ea = (2 6125 Se 
从 而 
TT \ 
(N) = (No) + (NY (8 ) 
或 
(No _,，_/T\i 
Ev 1 过) (3.234) 


由 (3.234) 式 所 描述 的 变化 曲线 已 标 绘 在 图 3. 10 中 . 它 形象 地 说 明了 当 温 度 趋 近 于 
0 K 时 所 发 生 的 Bose-Einstein 凝聚 现象 . 


(No) 


AN 


1 


1 
Os 


3.10 Bose-Einstein 凝聚 
注意 到 T 二 Bs 时 ,条 件 (3.231) 式 成 立 , 于 是 便 得 到 此 时 Bose 气体 的 热力 学 量 


这 
(N) = 2.6128V (sg ) 
了 
E = 2.012gV (22%3) cepe) - 0.770 ‘DN 
B 
2.235 
m (ksQa)Y (NT 和 , 
P= 1.3418( 32 ) = 0.513 -人 (FB- 
S = 3.353gVks (385 ) = 1. 284(N) ks (B- ) 
由 此 推出 Bose 气体 的 等 容 热 容量 为 
Se 0 6 I Ti 
Cv = ( 宣 ),= 守 客 = 六 S$ =1.925(N)ks(B-) (T<@s) (3.236) 
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而 在 高 温 下 热 容 量 趋 近 于 经 典 值 立 ( N)》 ks. 计算 表明 , Bose 气体 的 等 容 热 容量 在 
T= gs 处 连续 ,但 相应 曲线 出 现 转折 ( 见 图 3.11). 


Cr 
Nks 


图 3.11 Bose 气体 的 等 容 热 容量 随 温度 的 变化 


对 “Bose-Einstein 凝聚 "现象 的 物理 解释 ,基本 上 如 上 所 述 .但 也 有 不 同 的 意见 ， 
详 见 ter Haar D 的 《Elements of Statistical Mechanics》(Rinehart, New York， 
1954; 中 译本 《统计 力学 基础 ,上海 科学 技术 出 版 社 ,1980) 一 书 . 

另外 ，Bose-Einstein 凝聚 ”现象 与 数学 上 的 “孤立 波 ” 有 关 , 国 内 外 在 这 方面 的 
论文 已 有 很 多 . 


3.4.6 Fermi 气体 


电子 的 自 旋 为 记 ,是 一 种 Fermi 子 . 金 属 中 的 自由 电子 气体 是 一 种 典型 的 Fermi 


气体 , 即 服 从 Fermi A 以 下 讨论 这 种 Fermi 气体 的 性 质 . 
1. Fermi 气体 的 巨 配 分 函数 和 热力 学 量 
Fermi ee 191) 式 ， 


3 
_8” BgB(2m) | e2 de 


0 exp[ Be -AT 


Es 


5 fs (exp(Bp)) (3.237) 
式 中 
x*! 


本 
六 《27 = TCv)4 z exp(x)+ Le 
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对 非 相 对 论 Fermi 气体 (注意 a = -- be ,由 (3.237) 式 可 得 


anzZ _ 
(N) =- 人 -= ov (i) fa (exp(Br)) 
天 _ dnZ_ 38V/ m 和 
E= (ee = 35 ~ 28 [i f3 (exp (Br)) 
1 9mn2 .8 
P= = § (0) fs (exp(Bp)) (3.238) 


aln Z _ paln 的 


S = ks(InZ -a : aB 


- kogv (zi) [3f§ CexpCBp) )— Bufa (exp(B+)) | 
式 中 CN)、E、P 和 S 分 别 是 Fermi 气体 的 总 平均 粒子 数 . 总 能 量 、. 压 强 和 业 . 在 计算 
中 应 用 了 数学 公式 户 (z)=z f(z). 


2. 一 般 情况 下 Fermi 气体 的 总 粒子 数 、 总 能 量 和 热 容 量 的 近似 计算 
在 T 关 0 K 的 一 般 情 况 下 , 非 相 对 论 性 Fermi 气体 的 (N) 和 表示 式 (3.238) 式 
ee 
人 | td 
We (各 让 exp[B(e -A)]+1l expl Pe — AT 
2 (3.239) 
-三 ( 2 | 
TB 于 T 一 1 
可 见 ,4 是 (《(N),，V， i (3.238) 式 第 一 式 ) .对 一 块 给 定 的 金属 ,《N) 和 V 
保持 不 变 , 因 此 
A = p(T) (3.240) 
此 肯 数 关系 可 以 “Fermi 能 量 ”er 展开 式 的 形式 给 出 .为 此 ,可 令 


a 7(e)de 
1 = | se | (3.241) 
当 ?(e) = ce 二 和 ae (a= 9 ) 时 , 便 得 到 (3. 239) 式 . 作 变 量 代 换 
Ble -4) = z, 上 式 化 为 


r 7(Bu+ 2z) dz = 小 
PB*[exp(z)+1] pb 


dr 


7(Bp + z) + 让 


0 
CE es exp(zZ)+1 
0 oo 
SO MO /nl 志 | 2 1Bp +z)j 
,exp(— Z)+ ] ) exp(2)+ 1 
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有 
二 RE 工 f7(Cn +z 
-EF | re z) (1 spd) + | 2 作 和 > 


人 11T37C-z)， ,1fy(Bp+z) 
= eae | ae + | (3.242) 


由 于 金属 的 “Fermi 温度 ”Be (参阅 (3.252) 式 第 二 式 ) 一 般 高 达 10! 一 105 K, 即 
在 通常 情况 下 T< Br, 从 而 pp 一 经 7 之 1. 有 如 此 背景 , 故 作为 一 种 近似 (第 一 次 近 
似 ) ,可 es 于 是 (3.242) 式 成 为 


1 {vBu+z)— 7(Br ~ 2z) 
1= | rae +t] LB ta dz 
_ 2 zdz 1 fz3dz 
= ye)de+ 训 3 | + sm Cp))| 


lL ) exp(z)+1 0 Exp (2)+1 


下 


4 
= ye)de+ BY C4)+ 3 p+ (3.243) 
0 


讨论 : 
(1) 若 令 7(e)=( 织 ) e, 则 由 (3.243) 式 得 


= 新知 ) [80+ 刻 壤 ]= 癌 (各 ) [+ 间 ( 赤 )] eam 
(2) 车 令 1(e) = 25 (32 加) 司 , 则 由 (3.243) 式 得 


_ BV /2m\ir2,3 , Ti] 8V /2m 5 
- 弛 ( 估 ) [4 F + 一 他 |] To (Re ) 5 人 ( 记 ) ] (35009) 
如 果 设 pn 是 绝对 零度 时 Fermi 气体 的 化 学 势 ， eF = JoseF 为 “Fermi 能 量 ”, 则 
由 (3.245) 式 (参考 下 面 (3.252) 式 第 一 式 ) 可 以 解 出 


2 -地 zw 2 
= 
在 (3.246) 式 中 做 了 第 二 次 近似 .将 (3.246) 式 代入 (3.245) 式 , 作 第 三 次 近似 后 
得 到 


3 

5 F 
~ 二 (Ner[1+ 呈 ( 雹 ) | (3.247) 
由 此 求 得 电子 气体 的 热 容 量 的 近似 值 为 
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_ (9EY _w Nka wn T 
Cy = 全 二 (3.248) 


它 表明 ,电子 对 热 容量 的 贡献 与 温度 了 成 正比 . 式 中 BF 是 "Fermi 温度 ”参阅 
(3.252) 式 第 二 式 ). 

在 常温 下 ,电子 气体 的 热 容 量 极 小 ,与 品格 振动 的 热 容量 相 比 可 以 忽略 . 

但 由 于 电子 气体 热 容量 随 温度 的 一 次 方 下 降 , 而 品格 振动 的 热 容量 随 温 度 的 三 
次 方 下 降 , 因 此 在 很 低 的 温度 下 ,电子 气体 的 热 容 量 将 不 能 再 被 忽略 ,相反 可 能 成 为 
主要 贡献 . 

3. Fermi 气体 统计 权重 在 T=0 K 时 的 简化 

当 T=0K 时 ,Fermi 气体 的 统计 权重 ( 即 一 个 量子 态 上 的 平均 粒子 数 ) 可 被 简 
化 为 


ls ee < po 

f= 0, eo 

式 中 po 是 绝对 零度 时 Fermi 气体 的 化 学 势 ,又 被 称 为 “Fermi 能 量 ”es ,er = po, 它 

表示 在 了 =0K 时 被 占据 的 最 高 能 级 的 能 量 .由 (3.249) 式 可 知 , 小 于 这 个 能 级 的 单 
粒子 态 都 将 被 填 满 ,而 高 于 这 个 能 级 的 单 粒 子 态 则 都 是 空 着 的 ( 见 图 3.12). 


f 


( 当 了 =0K 时 ) (3.249) 


3.12 ”Fermi 分 布 曲线 
将 (3.249) 式 代 人 (3.238) 式 第 一 式 , 有 


(wy = 8, | pra Bb (3.250) 
~ oThs EE -Ee hs 
式 中 pr 是 相应 sr 的 电子 极限 动量 (被 称 为 “Fermi 动量 ”). 由 (3.250) 式 可 得 
2 二 于 
pp = 3 (和 (3.251) 


4. Fermi 能 、Fermi 速度 和 Fermi 温度 


对 非 相对 论 性 电子 气体 ,e = 六 ,由 此 得 Fermi 能 量 er 及 Fermi 温度 gr: 
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(3.252) 


_ er _ _h: /6m(N)\s 
OF ke Sel gV ) 


将 (3.249) 式 代入 (3.238) 式 第 二 式 ,并 注意 到 。= 六 ,得 到 非 相对 论 性 Fermi 
气体 的 总 能 量 为 


pF 
8V fpdp_ gvV 1 3 _ BV /2m\? s 
ee 2x hh 人 2m 4 hm Se ioz( : ef 
= ee (3.253) 
同时 ,Fermi 速度 是 


We = V < (3.254) 


统计 力学 中 的 几 种 特征 温度 见 表 3.2. 
表 3.2 统计 力学 中 的 几 种 特征 温度 


类 别 特征 温度 的 计算 公式 
_ 
转动 特征 温度 6?= 了 1 
振动 特征 温度 68 = 守业 (i 为 振动 模式 的 编号 ) 
温度 2 尖 ) 
Deb ; Bbp = 一 2 | 
机 和 
_2xh’/ _ 《(N) \3 有 (N) \$ 
6r2(N h? /《N》\ 竹 
Fermi 温度 本 se) (=7.506 (YD) ) 


注 :可 以 看 出 ,Br 二 9a, 即 Fermi 温度 大 于 Bose 凝聚 温度 . 


【 例 3. 16】 已 知 :粒子 是 非 相 对 论 的 , 自 旋 为 j; 在 强 简 并 的 理想 Fermi 气体 中 
Dre)d _ 1  / 1 Y? 
| 二 rp = jpce?de + 可 2 cp) ( 方 ) 十 和 

求 :Helmholtz 自由 能 和 Gibbs 自由 能 . 

解 :体积 Y 中 ,关于 能 量 s 的 量子 状态 数 密度 为 
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De= (21+1 了 5( 径 rE CA 


式 中 C 代表 常 系数 . 当 平均 粒子 数 (N ,温度 T 和 体积 V 确定 时 ,化 学 势 x 由 下 式 决 定 : 


2 
wm =jreopeeode = cj sep sr 久 Qwi 1+ 革 ( 诡 ) | 


而 Fermi 气体 的 内 能 由 下 式 决定 ; 


-0 jy pce = cj smi 包 qxi|1+ 路 ( 芯 ) | 
当 了 ->0 时 ,由 前 一 式 得 


有 (XM) = 6r(N) 1] 和 
We Dm 


在 同一 式 中 ,由 于 方 括号 内 第 二 项 很 小 ,可 用 ee 代替 4, 得 


-和 2 
p= er| 1+ 字 ( 天 ) ez|1- 豆 ( 瑟 ) | 
将 此 式 代入 气体 内 能 的 公式 ,并 作 相 应 的 近似 ,得 (并 且 同 时 得 到 低温 Fermi 气体 的 内 能 、 
Helmholtz 自由 能 .Gibbs 自由 能 、 等 容 热 容量 、 烂 和 压强 ) 


ee DR 
E = ENDer|1+ 全 《4 二 一 


2 
F=E- TS = 二 (Ner|1- 苇 (应 ) | 


_ _ < 
G = (Np = (Ner [1 夸 ( 开 - 


a 
ro 
| 


Cv =- kap( 引 ) = CN) 本 (及 ) 


5 = | 学 dT =-| 学 dp = (Ni 二 (天 ) 


3.4.7 应 用 :高 温 致密 物体 


温度 非常 之 高 或 密度 非常 之 大 的 物体 的 性 质 符合 Fermi 统计 . 

1. 高 温 致密 物体 的 统计 力学 描述 

处 在 极 高 温 下 的 系统 ,一 方面 会 有 大 量 粒子 和 反 粒 子 的 不 断 产生 和 淹没 . 比如 ， 
对 正 负 电子 对 ,有 


e -二 e =Y (F256) 
另 一 方面 ,粒子 作 剧 烈 运动 ,它们 可 认为 是 极端 相对 论 性 的 ,其 能 量 为 
e = Vpic +1m2c4 > cp (3.256) 


换言之 ,其 Hamiltonian 与 动量 之 间 的 关系 类 似 于 光子 . 
从 热力 学 的 观点 看 ,可 以 将 (3.255) 式 视 为 一 种 “ 准 化 学 反应 ”. 于 是 ,在 达到 平 
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衡 时 ,反应 式 两 边 的 “化 学 势 ” 应 该 相等 .由 于 光子 的 “化 学 势 " 等 于 零 , 因 此 


yp-+p*+=0 (3.257) 
当 温度 足够 高 时 ,可 认为 正 负 电子 数 相 等 .于 是 ww ”= J” ,继而 有 
pn-= pr=0 (3.258) 


由 于 正 负 电子 服从 Fermi 分 布 ,因而 将 (3.256) 式 和 (3.258) 式 代 和 人 (3.238) 式 第 一 
式 和 第 二 式 ( 人 参阅 例 3.9) , 便 可 得 到 正 负 平 均 电 子 数 及 其 相应 的 能 量 .它们 分 别 是 


ezde 性 | 1 )| ydy 


人 
i | exp(Be)+1 2r\Phc ) exp(y)+1 
(3.259) 
有 = EE- A | ydy 
2 (hc)3) exp(Be)+1 228 pc ) exp(y)+1 
即 
3gT 3 
CN') = (N-) = 285 (下 ) $63)= 0.9015 多 (本 
(3.260) 
E'= E-= B78 (FL-) 了 =- i 1 
2rmpB\Bhc) 120 2408 \Bhec 
上 述 (3.259) 式 中 
fydy 3 ydy _ 7x 
Ee 二 1] 2 5 (3) ey 二 1 120° 》 pe (3.261 ) 
由 辐射 场 能 量 ( 见 (3.161) 式 ) 
_ 4c 4 41rwks a ne 
EV (3.262) 
可 知 
+ FF-- 了 
E*= E- = je8E (3.263) 


若 令 p= 蕊 表示 系统 的 能 量 密度 , 则 当 系统 是 Fermi 系统 时 ,其 能 量 密度 为 


ee 
OF = 168FC， (3.264) 


式 中 gs 是 Fermi 能 量 简 并 度 , 对 电子 8。 = 2;P, 是 辐射 场 (光子 场 ) 能 量 密度 . 类似 
地 , 当 系 统 是 Bose 系统 时 , 它 的 能 量 密度 为 


PB: = 广 gep. (3.265) 


式 中 gs 是 Bose 子 简 并 度 , 对 光子 g=2. 
2. 天 体 物 理学 中 的 高 温 致密 物体 
符合 Fermi 统计 的 高 温 致密 物体 的 事例 存在 于 天 体 物 理学 中 . 科学 家 们 认为 ， 


在 宇宙 早期 , 方 = ksT 相当 于 甚至 超过 电子 的 静止 质量 mc (1 MeV) ,因而 相应 
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的 温度 高 达 T 一 10? K. 此 时 的 宇宙 是 可 以 被 认为 是 一 个 多 种 粒子 组 分 不 断 转化 、 产 
生 、 漂 灭 而 形成 的 化 学 热平衡 体系 .宇宙 总 能 量 密度 是 各 组 分 能 量 密度 之 和 , 即 


= (Pee + 1628r)e, = HesT 


gs = ,8° + 二 § D8r 


有 了 密度 和 温度 之 间 Ne 通过 宇宙 学 模型 中 的 Friedmann 方程 (A.A. 
Friedmann,1888 一 1925) 就 可 以 得 到 时 间 和 温度 之 间 的 关系 .利用 这 一 关系 ,马上 可 
算出 相应 如 此 高 温度 的 时 间 估 计 在 10: 一 10”s 之 间 . 这 一 膨胀 宇宙 的 极 早期 用 是 宇 
宙 原 初 元 素 合 成 时 期 . 

根据 天 体 演化 理论 ,恒星 像 生 命 物 体 一 样 也 会 经 历 诞生 成 长 和 衰老 的 过 程 . 恒 
星 演化 的 早期 ,星际 物质 凝 缩 形成 原始 星 .原始 星 在 “引力 ”(“ 引 力 ” 这 个 词 之 所 以 打 
上 引号 ,是 因为 根据 广义 相对 论 “ 引 力 ” 只 不 过 是 时 空 弯 曲 的 一 种 “效应 ”) 作 用 下 收 
缩 ,密度 增 大 ,中 心 区 温度 升 高 ,导致 所 燃烧 成 氨 的 核反应 ,成 为 主星 序 上 的 一 颗 星 
( 主 序 星 ) .恒星 在 主星 序 上 宁静 而 稳定 地 发 光 并 骤然 减 小 引起 “引力 ” 壕 缩 , 恒 星 便 
由 主 序 星 变 成 致密 星 , 进 入 其 晚年 .致密 星 是 恒星 演化 的 最 终 阶 段 .确定 一 颗 恒 星 是 
和 否 演化 成 白矮星 .中子星 和 黑洞 ( 见 图 3.13) ,基本 上 取决 于 它 的 质量 . 


(3.266) 


t ， 

! 星际 气体 

4 冷却 和 引力 不 稳定 

! 原始 星 

' + 

| 平衡 的 ” 主 序 星 。 热 核反应 (H 一 He) 
扫射 + 

物质， 红 巨 星 ”元 素 的 合成 中 微 子 产生 
重 恒星 
超新星 爆发 

中 子 星 黑洞 
(脉冲 星 ) 

。 


重 元 素 丰 富 度 增 加 
图 3.13 恒星 演化 过 程 图 
具体 天 体 物理 学 方面 的 讨论 由 于 与 统计 力学 无 关 , 故 不 再 详 述 . 
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3.5 常用 的 配 分 函数 及 其 应 用 (有 ” 显 关 联 ” 
系统 的 Boltzmann 统计 ) 


在 本 节 中 ,需要 提醒 注意 的 是 以 下 5 点 : 

(1) 有 “ 显 关联 ?的 系统 是 自然 界 中 “出 现 ”( 或 者 “存在 ”) 最 多 的 系统 (甚至 几乎 
“所 有 的 系统 ”都 是 有 “ 显 关联 ”的 ,无 “ 显 关联 ”的 系统 只 是 极 少数 理想 状态 ) ,因而 也 
是 近代 统计 力学 中 最 为 关心 .最 值得 研究 的 系统 (近代 统计 力学 中 最 为 关心 .最 值得 
研究 的 另 一 个 问题 是 第 4 章 中 的 “ 相 变 和 临界 现象 ”). 

(2) Euler 描述 的 “ 系 综 理论 ”之 所 以 被 提出 来 ,Lagrange 描述 (或 用 “ 派 球 和 人 盒 ” 
方法 描述 ) 的 “系统 理论 ”( 或 “ 近 独 立 子 系统 理论 ”) 之 所 以 被 抛弃 ,都 与 “自然 界 中 所 
有 的 系统 都 是 有 “' 显 关联 ”的 ”这 一 客观 事实 和 认识 有 关 . 

(3) 一 般 来 说 ,由 于 “相对 论 粒子 ”是 “局 域 ”的 ,因而 有 “ 显 关 联 ” 的 系统 与 相对 论 
无 关 . 换 言 之 ,对 有 “ 显 关联 ”的 系统 来 说 ,在 其 配 分 函数 的 常规 部 分 ( 即 (2.169) 式 ) 
中 总 是 有 !=2. 

(4) 正 由 于 自然 界 中 所 存在 的 “ 显 关 联 ” 是 千变万化 的 ,因而 有 “ 显 关联 ”系统 的 
Boltzmann 统计 的 精确 解 (用 常用 简单 函数 关系 表示 的 完整 的 “ 配 分 函数 ”) 只 是 凤 毛 
鹿角 、. 少 而 又 少 的 ,大 量 的 求解 只 能 依靠 近似 方法 来 处 理 ， 

(5) 有 “ 显 关联 ”的 系统 中 的 “ 显 关 联 ”, 是 由 “相互 作用 势能 ”的 主要 部 分 UCr;) 
( 式 中 rj = | gq 由 一 gq 刀 |, 或 干脆 将 rij 记 为 r) 来 表示 的 . 


3.5.1 有 "“ 显 关联 "系统 的 Boltzmann 统计 的 精确 解 :两 粒子 系统 


有 “ 显 关联 ”系统 的 Boltzmann 统计 的 精确 解 只 有 很 少儿 个 ,但 却 是 统计 力学 理 
论 工作 者 所 梦 寨 以 求 的 .并 举 以 下 两 例 (两 粒子 系统 ) 说 明之 . 


【 例 3.17】 已 知 : N 个 无 相互 作用 的 双 原 子 分 子 (两 原子 之 间 当 然 有 “ 显 关联 ”相互 作用 ) 在 温 
度 了 时 封闭 于 容积 为 Y 的 箱 体 中 ,其 中 单个 分 子 的 Hamiltonian 为 


e = 2 Cp)? + Cp )2J+kr (rz = |g 包 一 4 包 |) 


2 
求 :(1) 系 综 的 配 分 函数 ; 
(2) 系 综 的 Helmholtz 自由 能 ,等 容 热 容量 ; 
(3) 分 子 直径 的 方 均值 (ri2》. 
解 :本 题 中 尽管 分 子 之 间 无 “ 显 关联 ?相互 作用 ,但 双 原 子 之 间 是 有 " 显 关联 "相互 作用 的 .因而 
统计 方法 不 能 用 “系统 理论 ”的 ,而 只 能 用 Gibbs“ 系 综 理 论 ” 的 . 
(1) 单个 分 子 ( 系 统 ) 的 配 分 函数 为 
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3 3 
NA 沪 |empc- Be) [1 dp da [| dp daa 
=1 k= 


= ( 眉 ) [exp[ - ast | 1Tdopaag 


因而 , 系 综 的 配 分 函数 为 
3N ~N 
上 去 (让) [jexp(- 和 化 i ) Ta dg | 
作 变 量 代 换 
V (qt -gq®) = |g -ql=rs=2 
则 有 


再 变换 到 球 坐标 系 , 令 a= 坟 隐 ,得 到 


Z= (er) ( i expC— ar’ wo 


(2) 


p=_ anZ_ 9N 
~ ap 2 

9 
Cv = ( 强 ) =- ap( 强 ) = Kap (Se) = Nk 


(3) 利用 求 平均 值 的 方法 ,可 得 


3 3 
| ag qk 2exp( 一 Be) ll dp? dg ll dp dq 


|exp- Be) Ilapir da Ilapi da 也 


(ris)= = 


3 
” 砍 


|z eXp( 一 Qz2 )dz |epc- QZ2 ) dz 
| 


j= cxp《 一 0Z 2)dz ~ 是 jexpc- az’ )dz 


【 例 3.18】 已 知 : N 个 无 相互 作用 的 双 原 子 分 子 在 温度 7 时 封闭 于 容积 为 V 的 箱 体 中 ,其 中 
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单个 分 子 的 Hamiltonian 为 
é = 2 Lp )? + Cp 2J+k|ri—ro 

式 中 e 和 ro 为 正 的 常数 ,riz = | qi 一 gq 人 1= WwW(9q 息 一 9g 包 )2. 

求 :(1) 系 综 的 配 分 函数 ; 

《2) 系统 的 Helmholtz 自由 能 和 等 容 热 容量 . 

解 : 本 题 中 尽管 分 子 之 间 无 * 显 关联 ”相互 作用 ,但 双 原 子 之 间 是 有 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 的 .因而 
统计 方法 不 能 用 “系统 理论 ”的 ,而 只 能 用 Gibbs* 系 综 理论 ”的 . 

(1) 单个 分 子 ( 系 统 ) 的 配 分 函数 为 


2i = 志 |exp<- Be) TIappaag Ilapgp agp 
一 一 11 一 a d re | 2) 
(有 jemc Bk| me 一 mo| 1I qi dq 
因而 , 系 综 的 配 分 函数 为 
4 二 让 (53) [eec- Bk | ris — ro| ,Taatagp ] 


变换 成 球 坐 标 后 成 为 


ZF= (mY) (2 ) Ur expC— Bk|lr-ro| dr | 


一 (eeY) (zn: ) Wik exp( 一 glr -nbart lr expC— Bklr-rol ar| 
ne 


dreV AN 2 4 
= ( N ) (zs) [名 CBk)3 成 ep- Aero) | 
(2) 由 上 式 , 可 得 Helmholtz 自由 能 为 


P= 


因此 


azlnZ\、 _- _ 2[2(Cx2 一 2)+ (x+2)2exp( 一 X)] 
Cv = kapr ( ), = *»{6 [x*+2—-expC— x)] 】 


式 中 x= Pero = Ke 
讨论 : 

(1) 从 以 上 两 例 中 可 以 发 现 , 双 原 子 分 子 这 一 “系统 ”(“ 分 子 ”) 是 由 两 个 “ 子 系 
统 "(“ 原 子 ”) 组 成 的 ,因而 系统 的 “Hamiltonian”e 包含 有 两 个 “ 子 系统 ”的 位 形 4 外 
和 动量 pk (i 二 1,2). 依 此 类 推 ,在 “多 原子 分 子 ”系统 中 ,i = 1,2,…… 

(2) 在 原子 之 间 有 “ 显 关 联 ”相互 作用 的 系统 (尽管 分 子 之 间 无 “ 显 关联 "相互 作 
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用 ) 中 , 其 “Hamiltonian”e 中 的 “相互 作用 势能 ”一 般 是 r; = | gq 让 一 gq 由 | = 
vv(q 和 外 = 9 中 六 的 函数 .即使 将 “相互 作用 势能 ”展开 成 r; = | qk? 一 gq 让 | 的 Taylor 
级 数 形式 并 略 去 高 次 相互 作用 项 ,其 对 应 的 配 分 函数 一 般 来 说 仍然 很 难 计算 . 两 粒 
子 系统 中 也 仅 有 个 别 可 解 的 算 例 . 


3.5.2 非 理想 气体 的 正则 配 分 函数 以 及 "位 形 积分 "的 引入 


当 气 体 中 的 分 子 间 “ 显 关联 ”相互 作用 不 可 忽略 时 ,此 相互 作用 势能 必 将 对 气体 
的 宏观 性 质 产 生 影响 ;这 种 气体 被 称 为 “ 非 理想 气体 ”. 在 热力 学 中 , 非 理想 气体 的 状 
态 方程 的 一 般 形式 是 用 如 下 的 Kamerlingh-Onnes 方程 (H. Kamerlingh-Onnes， 
1853 一 1926) 来 描述 的 : 


PV = A+ 地 + 站 + 六 +… 
V (3.267) 
PV=A+BP+CP+D'P+ 


式 中 A、B 和 B'、C 和 CD 和 D”*…… 分 别称 为 第 一 、 第 二 、 第 三 …… 位 力 (virial) 系 
数 ,这 些 系数 在 一 般 情 况 下 都 是 温度 T 的 函数 .“ 系 综 理 论 ” 统 计 力 学 的 任务 之 一 就 
是 要 用 数理 统计 的 方法 导出 以 上 的 各 级 位 力 系数 , 即 得 到 Kamerlingh-Onnes 方程 . 
“位 力 (viriaD) ”这 一 名 词 是 Claussius 首先 引入 气体 运动 论 的 (但 “Claussius 位 力 ” 定 


义 为 通常 所 说 “位 力 ”的 广 ) ;而 “位 力 (virial) 系 数 ” 这 一 名 称 则 是 Kamerlingh-Onnes 


首先 应 用 的 . 

有 关 非 理想 气体 状态 方程 主要 是 对 van der Waals 气体 状态 方程 (J.D. van der 
Waals,1837 一 1923) 的 讨论 ,首先 是 由 H. D. Ursell 于 1927 年 (Cambridge Phil. 
Soc. ,1927,23,685) 提 出 来 的 .有 些 人 认为 Kamerlingh-Onnes 方程 (3.267) 式 ,也 许 
ein Dieterici 气体 (B) 状 态 方 程 ,都 只 是 一 种 “数学 展开 ”、“ 不 太 物 

理 ”, 只 有 van der Waals 状态 方程 才 是 “有 物理 内 容 ” 的 . 

为 简单 起 见 , 以 下 仅 讨 论 单 原子 分 子 气体 的 方程 ; NN 个 分 子 的 Hamiltonian 的 
一 般 形式 是 

e= 5 PE + UCge) (k= 1,2,,3N) (3.268) 


等 号 右边 第 一 项 为 站 第 二 项 则 是 分 子 间 相互 作用 的 总 势能 ,其 中 
( qx) 表示 各 分 子 ( 系 统 ) 的 空间 坐标 . 可 以 看 出 ,在 用 统计 力学 推导 非 理想 气体 的 状 
态 方 程 时 ,其 统计 方法 必然 是 系 综 的 . 由 于 分 子 之 间作 用 的 力 程 只 是 分 子 本 身 大 小 
的 若干 倍 ,因此 在 分 子 数 密度 不 是 很 大 的 条 件 下 ,3 个 以 上 的 分 子 同 时 进入 同一 个 力 
程 范围 内 的 概率 是 非常 之 小 的 .换言之 ,只 须 考虑 分 子 之 间 的 两 两 相互 作用 势能 
U(qt)=UCr) 即 可 ,其 中 r=|9 包 -9 中 | 是 第 i 个 分 子 ( 系 统 ) 与 第 j 个 分 子 ( 系 
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统 ) 之 间 的 距离 .这 相当 于 取 了 第 一 次 近似 . 

田 长 霖 和 J.H.Lienhard 说 道 :这 种 近似 ,@ 任何 一 对 分 子 间 的 作用 势能 可 以 
认为 只 是 它们 之 间距 离 的 函数 .不 管 它们 的 相对 取向 . 它 适 用 于 没有 极 性 的 球 对 称 
势 , 这 通常 是 无 极 性 的 不 带电 的 分 子 球 对 称 作 用 势 . 对 于 带 有 永久 偶 极 和 矩 的 .总 体 不 
是 球 对 称 的 或 带电 的 分 子 , 要 用 更 为 一 般 的 方法 进行 处 理 . @ 气体 的 势能 是 所 有 成 
对 的 势能 之 和 . 对 于 不 是 太 笛 密 的 气体 ,这 样 规定 是 合适 的 .实质 上 这 表明 气体 足够 
稀薄 ,在 每 一 时 刻 只 有 两 两 粒子 相互 作用 ,其 他 的 相互 作用 能 可 以 忽略 .” 

L.D.Landau 和 EE.M. Lifshitz(Landau 学 派 以 其 “物理 直观 性 ”而 著称 ) 则 认 
为 “这样 的 假设 一 点 也 不 会 影响 所 得 到 的 公式 的 普遍 性 ,因为 由 于 自由 能 的 可 加 性 


早 就 知道 它 具 有 形式 已 = Nf( T,X ) ,所 以 对 于 少量 气体 所 推导 出 来 的 公式 自动 地 


也 适用 于 任何 数量 的 气体 .” 
于 是 ,可 将 总 势能 近似 地 取 为 
N 
U(qgi)= Uz 十 U3 十 … + UN-lN = Dun (r) (3.269) 


式 中 wu = up (7) 表示 两 个 分 子 ( 系 统 ) 之 间 的 相互 作用 势能 , 即 气体 分 子 之 间 相 
互 作用 的 总 势能 ;下 标 ( 酉 ) 外 的 圆 插 号 ( ”) 是 为 了 表明 ui 不 是 张 量 而 只 是 一 个 标 
量 ( 在 后 面 的 讨论 中 ,为 了 与 习惯 保持 一 致 将 取消 圆 括 号 ) ;约束 条 件 i 一 j 表示 两 个 
分 子 ( 系 统 ) 之 间 的 距离 只 能 取 一 次 ,不 能 重复 取 值 (但 是 在 最 初 推导 van der Waals 
气体 状态 方程 时 ,没有 认识 到 这 一 点 :i,j 是 可 以 重复 取 值 的 ). 

李 政 道 指 出 :粒子 间 的 势能 uj 仅 是 = | qk a qd 的 函数 ,唯一 的 要 求 是 势 
能 误 减 得 比方 快 ”Landau 和 Lifshitz 也 指出 ,为 了 保证 后 面 推导 中 一 个 积分 的 收 


敛 , “分 子 之 间 的 相互 作用 力 必须 在 很 大 的 距离 下 按 "一 的 需 次 规律 而 下 降 ”. 通 党 对 
于 所 有 的 原子 气体 或 分 子 气体 来 说 ,这 一 条 件 总 是 能 够 满足 的 . 
于 是 ,利用 (3. 268) 式 即 可 得 到 的 正则 配 分 函数 为 


去 |" a 2 (> DL " Duw) 1 apaa 
-|exp(- PDucn) lag 


i .ZU (3.270) 
其 中 

|exp[- BU( qx ,J aq. = |…|exp(- B ou ) ll ag P271) 

Z” 被 称 为 “位 形 积分 "(实际 上 就 是 用 分 子 之 间 的 距离 表示 的 、 仅 考虑 分 子 之 间 
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相互 作用 的 “ 子 配 分 函数 ”). 

对 于 气体 来 说 ,分 子 之 间 的 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 实际 上 并 不 太 强 因而 它 不 足以 形 
成 “束缚 态 ”. 特别 是 当 相对 坐标 + = | gq - 9 刀 | 大 于 分 子 之 间 的 作用 “ 力 程 ” 的 范围 
时 ,wu (7) 实际 上 近似 为 零 . 将 (3. 让 宙 好 写 下风 如 一个 exp( 一 Bu ) 按 
Taylor 级 数 展开 ,有 


exp(— 把)= 工 - BCuch )+ FP: Cu ) = ji (ud )” + 


(27 
令 
foun =— Bu + diP: (uow )* -一 1 (dp ) + (3.273) 
得 到 
fi = exp(— Pu je (3.274) 


式 中 厂 六 被 称 为 "二 粒子 函数 ”( 由 此 可 以 看 出 fo 也 是 个 小 量 ). 从 现在 起 ,将 下 标 
(要 ) 外 的 圆 括号 (”) 打 开 , 以 与 习惯 保持 一 致 . 
于 是 “位 形 积分 ”Z” 中 的 被 积 函 数 可 以 展开 如 下 : 


exp(— Bus) ul (1+f;) 


=1+ 2 2 ff Dt 828) 

由 所 的 定义 (3.290) 式 可 知 ,(3.291) 式 等 号 右边 各 项 代表 分 子 之 间 相 互 作用 的 
各 种 组 合 状态 对 “位 形 积分 ”Z" 的 贡献 :第 一 项 的 1 是 单个 分 子 状态 ( 即 u =0) 的 贡 
献 ; 第 二 项 Sf 全 部 是 一 对 分 子 作 用 状态 的 贡献 ;第 三 项 之 fsfir 中 除 有 成 对 
分 子 相互 作用 外 ,还 包含 i=i( 即 ff ) 等 3 个 分 子 之 间 的 两 两 相互 作用 的 贡 卖 
依 此 类 推 ,(3.275) 式 包括 了 所 有 各 种 数目 的 分 子 相互 作用 的 组 合 状态 . 其 每 一 项 的 
结构 ,类 似 于 一 个 Nx N 阶 矩 阵 的 考 NCN - 1) 个 “ 偏 %“ 不 变量 ”当然 必须 满足 约束 
条 件 i 二 让 .举例 来 说 :QD 对 两 粒子 系统 ,N =2, 其 1 阶 “ 偏 ”不 变量 ”是 fis;@@ 对 三 
粒子 系统 ,N=3, 其 1 阶 “ 偏 ”不 变量 ”是 fi + fi + fw, 其 2 阶 “ 偏 ”* 不 变量 ”是 
fiz f13 二 fz f23 + fi3 f23 ;其 3 阶 “ 偏 “不 变量 ”是 fiz f13 f23 * 

于 是 ,(3.275) 式 的 “位 形 积分 ”可 写成 


3N 
ZZ = ja Fo fofir +…)] dg; (3.276) 
i<j i<ji<i k=1 
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3.5.3 有 “ 显 关 联系 统 的 Boltzmann 统计 的 近似 解 : 非 理想 气体 状态 
方程 的 推导 


1. 非 理 想 气体 状态 方程 的 数学 基础 

在 (3.276) 式 中 再 作 第 二 次 近似 :假设 wy 与“ 热 运动 能 量 ” 方 = ks 了 相 比 要 小 得 

多 ,因而 可 以 略 去 两 个 上 以 上 相 乘 的 求 和 项 , 变 被 积 函 数 为 (1 + 2) 方 ). 另外 注意 

3N 

到 |…| J aq = V* CV* 是 “ 系 综 理论 ”中 的 写法 ), 以 及 f 的 不 同 i、j 值 的 各 个 积 

分 都 相等 ,于 是 
3N 3N 3x2 
fs Tag 三 *"* 二 j…]f ag 二 vf ll dg (3.277) 


(3.277) 式 对 fi 的 积分 时 可 置 坐 标 原点 于 第 一 个 分 子 上 ,因而 可 以 用 相对 坐标 
r 和 fia(7) 表 示 其 中 的 自 变 量 和 因 变 量 ,于 是 


3x2 3 3 
[fz Il ag. = | Fr) I[ da® | IT dg 
k=1 k=1 k=1 
= v || fryrsin gdrdgd9? = drV|f Cridr (3.278) 
0 


由 于 fy 共有 方 NCN 一 1) 对 分 子 ,因而 由 (3.270) 式 得 到 
i<j 


Z= 二 | YN + HNN 二 yi 人 endr| 


oe A 加 S 2r| f Cryrdr| (3.279) 
其 中 又 进行 了 第 三 次 近似 ， 
令 


B=- 2rN| fr)r?dr = 一 2xN| {exp[- Bulr)]- 1yr2dr (3.280) 
0 0 


(Landau 和 Lifshitz 认为 ,为 了 保证 (3.280) 这 样 的 式 子 收敛 ,分 子 之 间 的 相互 作用 
力 必 须 在 很 大 的 距离 下 按 一 的 寡 次 规律 而 下 降 . ) 将 (3.280) 式 代 人 式 (3.279) 式 ， 
就 得 到 


ee (ps) (i -部 )=- 2 (1- 部) (3.281) 


式 中 Z4= (a) ] 是 “ 配 分 函数 Z 的 常规 部 分 ”. 
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利用 压强 与 配 分 画 数 的 对 数 In 之 间 的 公式 ,并 取 - 让 ~1+ 第 (第 四 次 
Vv 


近似 ) ,最 后 得 到 
有 
P = 太 生 mnZ 一 部 (1+ 呈 
PV = NksT(1 + 二) (3.282) 


此 即 所 求 得 的 近似 的 非 理 想 气体 方程 .其 中 Nks7T 为 第 一 “位 力 系 数 ”, Nks TB 为 第 
二 “位 力 系 数 ”. 在 通常 情况 下 ,这 个 由 二 级 “位 力 系数 ”表示 的 气态 方程 已 经 足够 精 
确 .为 此 ,只 要 将 分 子 作 用 势能 u(r) 代 入 (3.279) 式 和 (3.280) 式 就 可 以 得 到 非 理想 
气体 的 状态 方程 . 

Landau 和 Lifshitz 的 做 法 稍 有 不 同 : 他 们 先 由 “ 配 分 函数 ?找到 Helmholtz 自由 


能 F 的 表达 式 ,然后 再 由 P= - ( 3 区 ) 得 到 状态 方程 


讨论 :必须 指出 的 是 ,上 述 推导 在 数学 上 物理 学 上 是 不 够 严谨 的 . 即 
(1) 方 虽然 可 以 被 视 为 小 量 , 但 > ; 广 求 和 的 项 数 却 有 人 C5 一 上 项 ,N 是 个 大 
数 ,因此 之, 方 不 一 定 比 1 小 . 同 理 2fsf ry 的 数值 也 不 一 - 定 比 Dufy 小 .所 以 “第 二 


次 近似 ” 了 及 以 下 (以 后 ) 各 项 是 没有 道理 的 . 
本 

B 很 小 ,但 人 实际 上 并 不 小 ,所 以 “第 四 次 近似 "的 理由 也 不 足 

故此 方法 还 有 必要 进行 修改 . 

2. van der Waals 气体 状态 方程 的 导出 

将 上 述 理 论 应 用 于 “Sutherland 分 子 力 模 型 ”(G. B. B. M. Sutherland). 
“Sutherland 分 子 力 模 型 ”假设 气体 分 子 是 由 有 相互 吸引 力 的 钢 球 组 成 的 ,分 子 作 用 
势能 u(r ) 如 图 3.14 所 示 . 

现在 由 此 条 件 求 1 mol 气体 的 状态 方程 . 由 给 定 的 u(r) 可 知 : 当 rr 三 2ro 时 ,有 
u(r)=%%; 当 rr 记 2ro 时 ,有 u(r) 二 0, 且 可 取 exp[ 一 Bu(r)] 守 1 一 Bu(r), 所 以 由 
(3.280) 式 可 得 B 值 为 
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ul7) 


3.14 分 子 作 用 势能 u(r) 


2r0 co 
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B=-2xN{| {exp[ 一 应 (Cr)]- 1)r2dr 二 | {exp[- Pu (r) |]— 1} rdr 


2r0 


= 4N ， Snr + 2xNB | uCr)rzdr 一 往 
2 


ro 


式 中 


De AN Snr 


a -2xN(E)| wr):dr 


bs 


对 1 mol 气体 而 言 ,有 N= Na 及 Naks = R, 因 而 (3.284) 式 是 
pe Snr 


a = 一 2xN | u(r)ridr 


2r0 


代 此 式 人 (3.282) 式 ,于 是 对 1 mol 气体 就 得 到 
PE) 


1+ 盖 
V 


= RT 


经 整理 ,可 化 为 


(= b) = RT 


(3.283) 


(3.284) 


(3.285) 


这 正 是 van der Waals 气体 状态 方程 的 形式 . 由 (3. 284) 式 的 定义 式 可 知 ,b 是 分 子 
斥 力 形成 的 分 子 固 有 体积 总 和 的 4 售 ， 而 与 则 是 分 子 引 力 势 所 产生 的 附加 压强 (内 


压强 ). 


以 上 就 是 由 微观 模型 推导 van der Waals 气体 状态 方程 的 全 过 程 .但 李 政 道 在 
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《统计 力学 ) 一 书 中 提醒 读者 注意 :“van der Waals 气体 状态 方程 高 于 三 级 的 展开 是 
完全 错误 的 .” 
【 例 3.19】 已 知 : 非 理 想 气体 其 二 分 子 之 间 的 “ 显 关联 ”相互 作用 势能 为 
oc (r < 一 ro) 
J | k (加 ) (rp0) 


求 :(1) 第 二 位 力 (virial) 系 数 B, 式 中 B= 全 4, 而 


4 =-4r|Fr)rsdr = 4r|rz[L1-exp(C- BUCr)) Jdr 
0 


(2) 状态 方程 的 一 阶 修正 ; 
(3) 内 能 . 
解 :(1) 将 已 知 的 UCr) 代 入 有 A, 得 


7 四 
4 -4r| rar + tm) 1- erp (A (#)) Jar = i - Bk ) 
于 是 
B= Nr 3(1-ABk) 
(2) 状态 方程 为 
P= 席 (1+ 二 学 )= 席 [1+ 2 cl - pe) | 
人 


式 中 方 括号 的 第 二 项 即 为 状态 方程 的 一 阶 修正 . 令 


且 5b 科 Y, 则 状态 方程 的 一 阶 修正 可 改写 为 
(P+ 襄 )CY- 5 = NkaT 
(3) 系 综 的 配 分 函数 为 
= [$8r) ] 2 
其 中 
Z2 = Jexp(- 82 Ucr)) TId9， = VN - VY Vs-14 = V* (1- 入 4) 
即 


Zv = | 


所 以 
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一 人 一 i 


E=-2n2-3N a 
a 25 VvV 2 V 


3.5.4 有 “ 显 关联 "系统 的 Boltzmann 统计 的 精确 解 : 非 理想 气体 的 集团 
展开 法 


以 上 用 近似 方法 处 理 非 理想 气体 问题 时 ,只 考虑 了 两 分 子 系统 的 “ 显 关 联 ” 相 互 
作用 总 势能 .然而 当 分 子 数 密度 足够 高 ,以 至 于 3 个 以 上 分 子 系统 的 两 两 " 显 关联 ” 相 


互 作用 不 能 忽略 时 ,“ 略 去 两 个 上 以 上 相 乘 的 求 和 项 , 取 被 积 函 数 为 (1 + > 方 )” 就 


不 对 了 .为 了 使 得 “真实 气体 ”的 “ 配 分 函数 ”能 够 精确 到 (3. 281) 式 ,就 必须 引入 新 的 
研究 方法 .对 真实 气体 的 研究 工作 首先 是 由 H. D. Ursell 提出 的 . 1937 年 前 后 ,由 
E. Mayer 和 M.G.Mayer 夫妇 等 人 创立 的 “分 子 集团 展开 方法 ”可 以 严格 地 计算 这 
种 条 件 下 的 非 理 想 气 体 状态 方程 . 1938 年 B. Kahn 和 G. E. Uhlenbeck (Physics， 
1938,5,399) 将 此 方法 推广 于 “量子 ” 非 理想 气体 ,并 由 李 政 道 和 杨振宁 加 以 补充 和 
完善 (1959). 为 简单 起 见 ,这 里 仍 以 一 种 成 分 的 单 原 子 分 子 气体 为 对 象 来 介绍 此 种 
方法 . 

1. 引入 "分子 集团 ”的 概念 以 改写 “位 形 积分 ” 

可 以 将 (3.276) 式 中 直接 或 间接 作用 在 一 起 的 所 有 分 子 称 为 一 个 “分 子 集团 ”， 
并 定义 1 个 分 子 的 集团 积分 (J.E.Mayer 和 M.G. Mayer 夫妇 称 之 为 “ 群 积分 ”) 为 

3N 
b, = no 2 1 fs; dg (3.286) 


1<i<i<! k=1 


式 中 -二 是 此 积分 的 归 一 化 因子 .积分 号 内 fy 的 连 乘 式 ]] f 是 ! 个 分 子 相互 作 


l<i<j<! 


用 的 某 一 种 组 合 状态 , 求 和 ”》 则 饥 及 所 有 可 能 的 各 种 不 同 组 合 .由 因子 下 可 以 


l<i<j<! 


看 出 ,Mayer 夫妇 所 谓 的 “集团 展开 ”实际 上 有 点 类 似 于 Taylor“ 级 数 展开 ”, 只 不 过 
是 将 Taylor“ 级 数 展开 ”中 每 一 “级 " 换 成 了 "集团 展开 ”中 的 每 一 “集团 ”而 已 . 

必须 说 明 的 是 ,因为 二 粒子 函数 方 的 空间 范围 很 小 ,所 以 积分 空间 为 有 限 区 域 ， 
以 臻 积分 结果 几乎 与 气体 容积 无 关 . 

为 了 完全 消除 容器 容积 V 对 b, 的 影响 ,通常 都 取 极限 值 5= limb1, 因 此 5 与 V 
无 关 (J.E. Mayer 和 M.G. Mayer 夫妇 说 :“ 对 ! 个 分 子 的 坐标 的 积分 ,将 得 出 一 个 因 
子 V, 并 和 归 一 化 因子 的 分 母 中 的 V 彼此 相 消 . 因此 , 群 积 分 与 系统 的 体积 无 关 ,至 
少 当 1 不 太 大 及 V 不 太 小 时 是 如 此 .”). 
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为 简单 起 见 , 仍 沿用 符号 b, ,但 在 使 用 (3.286) 式 时 ， 应 将 上 dqdk 的 积分 上 下 限 


取 为 0 至 oo. 
按照 积分 式 (3.286) 式 ,可 以 写 出 前 四 个 集团 积分 如 下 : 


bi | d4 (3.287) 
Vv 
一 村 要 ‘1) (2) 
b: = 2 rod dq (3.288) 
ba = 下 ( 户 : ja + fizf2s + fisfzs + fizfisfrs)dq' "dq ”dq®™ (3.289) 


bs = zo | fafafa eT 六 fisafu dy 
12 项 4 项 


十 ja fs ja fu a f12 f2 fa faa J 
3 项 12 项 
+ fafafafufis 十 … + fizfzsfafufisfa dq' dq“dq dg (3.290) 


6 项 

李 政 道 指 出 :“ 对 于 以 上 的 展开 项 ,采用 图 形 表示 是 方便 的 . 现 用 圆 内 的 数字 表 
示 某 粒子 ,于 是 不 同 的 粒子 就 由 不 同 的 标号 圆 来 表示 . 圆 之 间 连 一 直线 者 表示 方 因 
子 , 无 直线 相连 的 ,因子 就 是 1. 所 以 只 要 有 若干 直线 就 对 应 有 若干 fj 因子 之 积 .”“ 定 
义 图 :有 N 个 点 ,每 点 用 不 同 数 字 =1,2,… ,NN 标记 ,每 两 点 间 有 一 线 或 无 线 相 连 ， 
就 构成 一 个 N 点 的 图 . ”定义 集团 :集团 是 一 图 ,图 中 任意 两 点 都 由 直线 直接 或 间接 
相连 . ”显然 ,集团 一 定 是 图 ,但 图 不 一 定 是 集团 .” 

它们 所 对 应 的 集团 组 合 状态 如 图 3.15 所 示 . 图 中 ! 个 分 子 相 互 作用 所 形成 的 
1 集团 ,是 用 ! 个 直接 或 间接 连 在 一 起 的 小 圆 来 表示 的 , 圆 内 的 数字 是 分 子 的 


3.15 分 子 集团 的 组 合 状态 图 
一 般 来 说 , 符 言 ` 设 N 个 分 子 的 气体 处 于 某 一 种 集团 分 布 状态 {mi}”, 即 是 说 ， 


有 单个 分 子 状态 mi 个 ,两 分 子 作 用 的 集团 m; 个 ,…, ! 个 分 子 相互 作用 的 集团 m 
个 .于 是 可 用 下 面 的 方式 描述 这 个 分 布 : 
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集 团 : 1 一 集团 2- 集团  … 1 一 集团 
mi} 集团 数 : mi m2 mi … (3.291) 
分 子 数 ， mmi 2m; lm … 
显而易见 ,气体 按 集团 分 布 的 状态 满足 条 件 
2 Im:=N (3.292) 


当 有 N 个 分 子 的 气体 处 于 某 一 个 {mi } 分 布 状态 下 ,由 排列 组 合 公 式 可 知 ,由 于 
交换 分 子 编号 而 产生 的 不 同 组 合 方式 数 为 


N! 
I i (3.293) 


震 按 分 子 集团 分 布 的 状态 计算 位 形 积分 ,可 将 (3.286) 式 中 的 有 ae， 的 积分 重 
新 按 分 子 集团 EN 276) 式 改 与 为 


ZU = > [ITaog- ag 


ll i 


i 


mi 个 


lag Kdqk 才思 lag 外 da 名， 
cl 


mz 个 


由 mraedede… X (3.294) 


ma 个 
式 中 2 表示 在 遍及 (3. 292) 式 条 件 下 对 所 有 {mi} 的 各 种 分 布 求 和 ,而 每 一 种 


(m1) 分 布 都 须要 乘 上 因子 (3. 293) 式 .然后 将 集团 积分 的 定义 式 (3. 293) 式 代入 
(3.294) 式 ,就 得 到 


FY = 2 [I NICOVOD™ : (3.295) 


mui! 
B. Kahn 和 G.E.Uhlenbeck 曾经 证 明 过 , 当 用 量子 力学 的 配 分 函数 代替 经 典 配 
分 函数 Z 时 仍 可 以 导出 这 一 公式 ,并 且 不 限于 势能 仅仅 是 与 两 个 分 子 的 坐标 有 关 的 
一 些 项 之 和 的 那些 系统 ,不 过 此 时 群 积 分 b, 的 表达 式 不 如 (3.286) 式 这 么 简单 . 
2. 非 理 想 气体 的 巨 配 分 函数 
上 述 (3.295) 式 在 (3.292) 式 条 件 下 的 求 和 计算 相当 复杂 ,为 此 考虑 利用 表 2. 1 
所 给 出 的 巨 配 分 函数 形式 , 便 有 


me 和 N NICVamne 
-一 一 pe De 一 一 一 一 一 Er 
2Z = 2) Zexp aN) = 3 Emr exp( a) | 和 mui! 


(3.296) 
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将 (3.295) 式 代 人 (3.296) 式 ,其 中 的 方 括号 因子 可 以 被 改写 为 
[5 sc] [人 ec 
= | (Fi) epc- al)|' (3.297) 


由 于 (3.296) 式 中 之 加 上 > 的 两 个 求 和 结果 , 等 效 于 无 约束 条 件 下 遍及 所 有 可 能 
的 {m1}) 求 和 ， 因此 来 得 


wm 


2= > (Li Lb (a FF) rp- ol)] | 
= {> mT bv (zg 3) exp(- a)] | 
-站 [en[or (Bs) onc wo] 


有 | {exp( y'b1V )} (3.298) 
=1 


]” 


Fe 了 (y'biV) (3.299) 
上 述 (3.299) 式 就 是 非 理 想 气 体 的 巨 配 分 函数 ,其 中 引 人 了 参 变 量 
卫 
?= (BNE) exp—o) 
非 理 想 气体 的 配 分 男 数 和 巨 配 分 函数 的 对 数列 表 如 表 3.3 所 示 . 
表 3.3 非 理 想 气体 的 配 分 函数 和 巨 配 分 函数 的 对 数 


配 分 函数 和 巨 配 分 图 数 的 对 数 说 明 
_ feV/ m \¥7* 证 
-3 (a | 和 1 p， = 了 -| DI la 


3. 由 非 理 想 气体 的 巨 配 分 函数 得 到 的 "Mayer-Ursell 集团 展开 式 ” 
取 (Yj;)=P 及 x;=V ,利用 表 2.6, 得 到 


记 InZ = kaT by' (3.300) 
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羡 
类 似 地 利用 表 2.6, 并 注意 y= (二 各 hz ) cxp( a) 的 定义 ,得 到 
(N) =- ZInZ = VD biy! 
或 \ 


二 = Dbiy! (3.301) 
1=1 


其 中 v= 5 称 为 气体 的 容积 度 , 它 表示 单个 分 子 占有 的 平均 体积 . 


上 述 两 式 被 称 为 “Mayer-Ursell 集团 展开 式 ”. 
4. 非 理想 气体 的 状态 方程 
若 将 (3.300) 式 和 (3.301) 式 联 立 消去 参 变量 y, 便 得 到 非 理想 气体 的 状态 方程 
现在 选用 一 个 比较 简捷 的 方法 来 求 得 这 一 状态 方程 
由 (3.301) 式 可 知 , 当 v 趋向 于 无 穷 大 时 ,y 的 极限 值 将 为 二 .于 是 可 以 假设 》 
的 形式 为 
y = od 3 所 ) (3.302) 


= 


y = Pexp(— a (3.303) 
又 可 将 (3.301) 式 改写 为 机 
Pp = Dbiy' (3.304) 
于 是 得 到 级 数 和 
= = ?Pb 队伍 > nb 1y' (3.305) 


将 》 视 为 复数 ,利用 复 函 数 f(y) =y se 在 y=。 处 的 级 数 展开 公式 ,其 中 y! 的 
系数 12b, 等 于 
Rb, = 


A dp 
(» dy 二 exp(1 pe (3.306) 


上 述 (3.306) 式 表明 , 1?b, 同时 也 是 复 函 数 f(o) = exp(12)Biei) 展开 成 o 寡 
级 数 时 2 :的 系数 . 若 将 它 直接 展开 成 
fCpY= [| exp 1B,p’) = D2 1 (1B )™ipb, (3.307) 
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的 形式 , 则 当 j 与 mj; 的 取 值 满足 条 件 
,jm = 1 (3.308) 
时 ,可 将 求生 ee 并 得 到 
ID pe Ls mT (Bi)™ JpTm (3.309) 


于 是 pe" ea 
2 2 I 3 1 (18; )™, (3.310) 


须要 说 明 的 是 ,条 件 (3. 308) 式 是 指 j 到 1,2,…,1 的 各 值 时 与 对 应 的 mi, maz,… 
mi 相 乘 后 再 求 和 ,而 (3.310) 式 中 的 之 则 应 遍及 所 有 可 能 的 ma 取信 的 方式 求 和 . 


R. K. Pathria 在 其 (统计 力学 一 书 中 指出 ， (3.310) 式 首先 是 由 M.G.Mayer 夫人 于 
1937 年 得 到 的 .但 是 (3.310) 式 的 逆 关 系 

(2+ Fm) Gp)" 
Bi-1 = bp (= De a 人 :> 


( >， (i 1)m; = ! 一 l,m; 一 0,1,2,…) 则 是 在 1942 年 由 J .EE. Mayer 各 1953 年 
由 J.E. Kilpatrick 得 到 的 . (3.308) 式 与 (3.310) 式 给 出 了 b, 与 的 函数 关系 .由 此 


可 算出 前 几 项 的 集团 积分 为 
bl!=1 
_Bb 
b = 品 
We 1 (3.312) 
bs = pd 中 3aP: 


bs = $B + BiP, + 六 


现在 可 以 利用 以 上 结果 写 出 状态 方程 的 表示 式 . 注意 由 (3.303) 式 及 (3.304) 式 
可 得 到 


dy = (1- DjBip')exp(- BBipi)dp = (1- > jBjp!)Sdp (3.313) 
j=1 i = 
所 以 有 


Bo! (3.314) 


人 
全 
J 
jh 
| 
WE 
we。 
oO 
六 
~ 
站 
!| 
__ 
| 
Ms 
+ 
jh 
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将 此 结果 代入 (3.300) 式 , 便 得 到 


_ a 4 
上 二 kaT(p > 2 FE + (3.315) 
注意 p= 二 ,最 后 化 为 
a (3.316) 


上 述 (3.316) 式 就 是 由 分 子 集团 展开 法 导出 的 状态 方程 .将 它 与 Kamerlingh-Onnes 
方程 (3. 267) 式 相 比 较 , 就 得 到 各 级 位 力 系 数 的 表示 式 : B= 去 kaT8,， C2 = 


- 子 ks7TB,,…… 一 般 地 ,第 j+1 级 位 力 系数 为 ka 了 省 


5. 关于 8B, 的 意义 和 计算 方法 的 说 明 
(3.310) 式 表示 集团 积分 bi 可 以 被 分 解 为 各 类 更 为 简单 的 积分 8) 的 组 合 .这 些 
更 为 简单 的 积分 B 实际 上 是 “不 能 再 分 解 "的 积分 形式 ,故而 B 被 称 为 “不 可 约 积 
分 ”, 它 所 对 应 的 分 子 的 集合 则 被 称 为 “不 可 约 集团 ”. 为 了 说 明 问题 ,不 妨 先 看 看 
(3.287) 式 至 (3.290) 式 给 出 的 几 个 集团 积分 .其 中 第 一 个 积分 因为 |dq” = V, 所 


以 最 为 简单 , 即 


bi = 1 Ld 
We 阁 将 坐标 原点 置 于 第 i 个 分 子 上 , 则 二 粒子 函数 
fi =f( | qk q¥ | ) 就 用 相对 坐标 ri = EE | qk 一 qk | 表示 , 即 ff; = f(rs). 于 是 便 有 


可 能 将 集 加 积分 进行 分 解 用 同样 的 方法 可 以 得 到 第 二 个 积分 为 
b, 二 7 六 2dqg dg” 一 过 | fra)da2|dgo 二 二 | Padge (3.318) 
由 (3.289) 式 中 bs 的 前 3 项 积分 可 以 算得 
由 Papadaedaedege 一 jf ry ydq® |f (ra)dq™ |dq® 一 v{| fadge 
而 bs 中 的 第 四 项 可 以 算得 为 
ff fada™ dg dq 到 区 rs )f( r3 Ft ra )dgwdq® [dq®™ 
一 v| ff fadq ?dq® 
于 是 得 到 
bs = 吉 (|fadq®) + 村 | jafafadaedee (3.319) 
用 同样 的 方法 可 算出 bs 中 有 关 各 项 的 积分 式 为 
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= |fudq® |fadq® |fudq® [dg®™ 一 y{| 7ad9e ) 


Ke 


一 所 
La 一 Vv || ff fnfudq® dq® dq® 
4)——{3) 


-一 人 
一 V fizdq®™ fzsfzsfadq' ”daq'® 
Ieeer] 
(WN—(2) 
I 一 ya7fafafaPasdeeadaedqw 
一 人 尼 
WA 
= V | frzfisfufafauafadq' "dq dq 
Al 


于 是 得 到 
bs = 3{)fadq®) + /fda® fafafuda® dg 
Ea Z| G3fifis fa fo + 6f1afiafisfafas + fiofisfufafafa)dq” dq"dq'® 


(3. 320) 
将 (3.317) 式 至 (3.320) 式 与 (3.310) 式 中 的 各 b, 值 比较 ,立即 得 到 


有 一 | APadae 一 ||fadav dq® 
B, 一 #||fafufudg® dq'? || fafafudg®dg® dq? 
过 a5|| fufsfadav dg® dq® 


Bs = sl | G3fafi fafy + 6fi2 fiafufafa + frofisfu fofafa )dq" "dq™ dq™ dq®™ 

(3.321) 

这 些 结果 表明 ,在 (3.302) 式 中 引入 的 待定 系数 B; 正 是 一 些 “ 不 能 再 分 解 ” 的 分 子 集 “ 
团 积分 , 即 “ 不 可 约 积分 ”. 

此 外 ,在 数学 方面 ,R.K. Pathria 特别 指出 ,极限 值 5= limb, 就 是 数理 统计 学 
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中 著名 的 “Thiele 累积 量 ”. 

6. 讨论 

一 般 而 言 ,由 (3.286) 式 给 出 的 集团 积分 六 可 以 分 解 成 若干 个 更 小 的 分 子 集团 
(被 称 为 子 群 ) 的 积分 .只 要 将 两 个 子 群 共同 相连 的 那个 分 子 看 作成 是 固定 的 , 则 这 
两 个 子 群 的 积分 就 彼此 完全 独立 .于 是 整个 分 子 集团 的 积分 就 化 为 这 些 子 群 积分 的 
乘积 . 当 子 群 不 能 够 再 继续 分 解 时 ,这 种 子 群 就 是 “不 可 约 集团 ”, 对 应 的 积分 就 是 
“不 可 约 积分 ”. 除 了 最 简单 的 Bi =1 之 外 ,这 些 不 可 约 分 子 集团 的 基本 特征 是 :从 其 
中 一 个 集团 的 分 子 连接 图 中 的 任 一 个 分 子 出 发 可 以 循 着 两 条 彼此 不 同 的 连接 路 径 
到 达 任 意 的 另 一 个 分 子 , 且 两 条 路 径 不 在 任何 分 子 处 交叉 .由 此 可 以 写 出 不 可 约 积 
分 B 的 定义 式 为 

B, = | 和 Tifydaq® ‘dq’ (3.322) 


l<i<j<k+1 
(3.322) 式 与 集团 积分 b 定义 (3.286) 式 的 不 同 之 处 在 于 其 分 子 集团 所 有 的 组 合 形 
式 都 是 不 可 约 的 . 

需要 再 次 强调 的 是 :(3.316) 式 是 用 分 子 集团 展开 的 “不 可 约 积分 ”表示 任意 阶 
“位 力 系数 ”的 气体 状态 方程 .此 为 经 典 统 计 理 论 成 功 地 应 用 于 非 理想 气体 所 得 到 的 
精确 结果 . 

J.E. Mayer 和 M.G.Mayer 夫妇 在 《统计 力学 ) 一 书 关 于 讨论 “ 非 理 想 气体 ” 问 
题 的 有 关 章 节 中 总 结 说 (其 中 编号 为 本 书 作 者 所 加 ): 

“研究 非 理想 气体 的 上 述 那 个 方法 分 为 下 列 几 个 步 又; 

(1) 位 形 积分 的 被 积 函 数 exp[ - BU( 9q) ] 先 被 展开 成 为 许多 项 之 和 , 除 其 中 第 
一 项 始终 等 于 1 外 ,其 他 的 项 只 有 在 位 形 空间 的 一 个 有 限 区 域内 不 等 于 零 .在 这 个 有 
限 区 域内 ,系统 的 某 些 分 子 彼此 很 接近 ,形成 许多 群 .然后 我 们 将 分 子 的 分 布 相 同 的 
各 项 , 即 每 群 中 有 ! 个 分 子 的 那些 群 的 数目 mi 都 一 样 的 各 项 ,集合 在 一 起 积分 .每 
一 个 这 样 的 集合 在 被 积分 之 后 ,都 是 一 个 数字 系数 与 许多 群 积 分 的 客 的 一 个 乘积 . 
所 谓 群 积分 b 力 是 在 i 个 质点 的 位 形 空间 中 的 一 些 积分 . 

(2) 新 的 被 积分 过 的 那个 和 包含 的 项 数 比 较 少 ,而 且 和 的 对 数 可 以 用 和 的 最 大 
项 的 对 数 来 代替 .这 最 大 项 对 应 于 分 子 在 诸 群 间 的 平衡 分 布 对 于 位 形 积分 的 贡献 . 

(3) 以 最 大 项 的 对 数 代替 位 形 积分 的 对 数 的 结果 ,使 此 对 数 的 表达 式 中 包含 一 
个 量 纲 为 体积 的 倒数 的 新 参量 y. 

(4) 量 y 可 以 展开 成 为 v 的 负 宕 的 级 数 ,展开 式 中 的 系数 不 能 用 群 积分 b, 很 简 
单 地 来 表示 .但 是 群 积 分 本 身 是 许多 项 之 和 ,其 中 各 项 都 是 一 个 数字 因子 与 一 个 量 
岗 为 v “的 不 可 约 的 积分 B 的 宕 的 乘积 . y 用 这 些 不 可 约 的 积分 来 展开 时 ,就 比较 
简单 . 

(5) 最 后 ,利用 y 展开 成 为 v ' 的 备 级 数 的 式 子 ,我 们 可 以 把 气体 的 所 有 热力 学 


244 统计 力学 


函数 及 热力 学 参量 都 显示 地 表达 成 为 每 个 分 子 所 占 的 体积 v 的 负 寡 的 级 数 .” 
后 来 ,N.N. Bogoliubov(1909 一 1992) 采 取 了 与 J.E. Mayer 和 M.G. Mayer 夫 

妇 不 同 的 统计 方案 . Bogoliubov 指出 ,实际 上 研究 真实 气体 对 理想 情况 的 微小 偏离 

的 所 有 论文 中 ,为 避免 边界 的 影响 “都 不 是 显示 地 假设 N 一 co,VY 一 o ,而 是 假设 


NW = v 为 有 限 的 量 ”. Bogoliubov 在 应 用 七 = v 的 假设 后 得 到 的 数学 形式 ,要 比 J.E. 


Mayer 和 M.G.Mayer 夫妇 来 得 简单 .Landau 和 Lifshitz 认为 , Bogoliubov 的 方法 
“虽然 比较 复杂 ,但 是 原则 上 使 我 们 可 以 把 热力 学 函数 的 计算 精确 到 任何 程度 .” 


实际 上 ,在 用 “ 系 综 理论 ”来 讨论 同一 个 问题 时 ,Bogoliubov 应 用 = v 的 假设 


更 有 道理 (不 言 而 喻 ,对 v 必须 作 符 合 “ 系 综 理 论 ” 的 解释 ). 当然 ,J.E. Mayer 和 
M.G.Mayer 夫 妇 以 及 Bogoliubov 的 讨论 都 是 有 参考 价值 的 . 


3.5.5 有 "“ 显 关联 "系统 的 反问 题 ; 由 热力 学 状态 方程 求 “位 形 积分 ” 


1. Helmholtz 自由 能 与 配 分 函数 之 间 的 关系 
Helmholtz 自由 能 与 配 分 函数 之 间 的 关系 是 


F =- (3.323) 
由 于 Helmholtz 自由 能 的 “可 加 性 ”, 当 Z=Z4.。Z! 时 ,就 有 下 = F4+F ,于 是 
Fo =- nf (3.324) 
因而 
Z" = exp(- 有 7) (3.325) 


2. mol 理想 气体 的 Helmholtz 自由 能 

mol 理想 气体 的 Helmholtz 自由 能 ( 均 以 Kelvin 温度 T 和 mol 容积 v 为 自 变 
量 ) 是 (参阅 沈 惠 川 和 郑 久 仁 人 热 物理 习题 精 解 ( 下 ); 或 沈 惠 川 等 6 统计 力学 题 谱 》, 均 
略 去 常数 项 ) 


fT,v)= cvTCG -In7T)- RTiny (3.326) 
而 常用 的 几 种 非 理想 气体 的 mol Helmholtz 自由 能 为 
cvT(l1— InT)— RTln(Cv — 有 二 二 (van der Waals 气体 ) 
cyT(1 -InT)- RTIn(v - b)-— 24— (Dieterici 气 体 (A)) 
fCT,v) = (nO—1)v 
a 2 . 

cvyT(l1 -1nT)— RTIn(v - b) TOV + eS (Clausius 气体 ) 
cyT(1 ~- In T)- RTlnCv — by ( 某 真 实 气 体 ) 


(3.327) 
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式 中 cv 是 理想 气体 的 mol 等 容 热 容量 . 
在 (3.327) 式 中 减 去 (3.326) 式 ,得 到 这 几 种 非 理想 气体 的 mol Helmholtz“ 位 


形 ” 自 由 能 为 


RTln{ 一 2 (van der Waals 气体 ) 
RTIn 一 一 《Dieterici 气体 (A)) 
fCT,v) = Ge 全 国富 (n 下 Cn ~1) vi 
RTin( -一 | TV Tey ) (Clausius 气体 ) 
Rolo( Ss) ( 某 真实 气体 ) 
(3.328) 
3. 几 种 非 理想 气体 的 “位 形 积分 ” 
将 (3.328) 式 代入 (3.325) 式 , 即 得 这 几 种 非 理 想 气体 的 “位 形 积分 ”是 
exp|- p| RTIn(; . = 人 | (van der Waals 气体 ) 
Jn{- LRTIn (GE) cmv) CDicterici rh(A)) 
exp|- BI RTIn(s— = | (Clausius 气体 ) 
exp{- [RTIn(s 5s)- a8; | ( 某 真实 气体 ) 
(3.329) 
可 以 将 以 上 结果 总 结 在 表 3.4 中 . 
表 3.4 几 种 非 理想 气体 的 “位 形 积分 ” 
名 称 状态 方程 位 形 积分 Z” 
人 (p+ 重 ) Cv-b)=RT exp{ ~-B|[ RTIn(—7) -2 |} 
Se (p+ 名) Cv-b2=RT cxp{ -6| RTin( ,S00 2 | 


| = 
Clausius 气体 Es rae py |o- b)= RT exp{ -B| RTIn(—— pe zc |} 


某 真实 气体 (p+iEs) Cv-b)=RT cxp{ -B| RTIn(s 2 A 二 
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讨论 : 
(1) 因为 B= i = Na (Na 是 Avogadro 常数 ) ,所 以 在 不 是 用 mol 热力 学 
量 来 表示 的 情况 下 ,只 要 将 Na 换 成 N( 其 余 mol 热力 学 量 也 同时 换 成 常规 热力 学 


量 ) 即 可 . 
《2) van der Waals 气体 的 “位 形 积分 ”在 作 了 某 种 展开 和 近似 的 情况 下 ,就 可 以 
回 到 (3.281) 式 的 形式 ， 


Z! =1- 字 (b- 阁 ) (3.330) 


(3) 这 几 种 非 理想 气体 的 “位 形 积 分 ?的 形式 和 结构 很 有 启发 意义 ,它们 对 如 何 
正确 地 写 出 系 综 的 配 分 函数 极 具 参 考 价 值 .换言之 ,可 以 仿照 量子 力学 中 任意 构建 
“ 波 函 数 ” 的 做 法 ,在 统计 力学 中 也 可 以 任意 构建 “ 配 分 函数 ”以 满足 理论 分 析 ( 例 如 
“ 相 变 ”) 的 需要 . 


习 题 


【 题 3.1】 已 知 :由 N 个 固定 的 , 磁 矩 为 As 的 近 独 立 偶 极 子 组 成 的 顺 磁 系统 , 置 于 磁 感 为 B 


的 磁场 中 ;单个 偶 极 子 在 磁场 中 存在 能 量 为 土 wsB 的 两 个 态 . 
求 : 系 统 的 Helmholtz 自由 能 ,内 能 ,等 磁 热 容量 , 炉 和 状态 方程 . 


答 : 
F =- nf = 全 In[2cosh CBsB)] 
E =- WBA- =- NesBtanh BusB) 
S$ =- ($7), = Nes Linc2coshC BuaB) )— BuaBtanh BpaB) ] 
M =- (88) = Nuatanc BaB) 
Cs = (7), = Ne| coat Seas | 


【 题 3.2】 已 知 : 某 种 粒子 在 磁场 B 中 可 能 取 0,e + yaB 这 三 个 能 值 之 一 ;系统 由 N 个 无 相 
互 作用 的 这 种 粒子 组 成 . 
求 :系统 的 内 能 和 等 容 热 容量 . 


答 : 
-ns 
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2NexpC— 8e) [ecoshCpBnrsB)- ppBsinhC BusB) ] 
1 + 2exp(— Be)coshl PpsB) 
-np( 路 )， 
_ 2NkeB:exp— 2Be) 
~ 1+2expC— Pe)coshCBpsB) 
x [Ce? + 18B?) cosh 2B1sB) — 2erpBsinh (2B1pB) + 2742 ] 


【 题 3.3】 已 知 :晶体 由 NN 个 自 旋 为 1, 磁 和 矩 为 As 的 原子 组 成 .将 晶体 置 于 均匀 外 磁场 B 中 ， 
则 磁 矩 在 外 磁场 中 的 势能 为 


Cv 


LaB = e, 
E 三 一 上 8Bcos 0 -+ = el 
— HpB = e+ 
求 :(1) 单个 原子 的 配 分 函数 ; 
(2) 每 个 磁 偶 极 子 ws 平行 (个 ) ,垂直 (上 ), 反 平行 (y ) 于 B 的 概率 ; 
(3) 晶体 的 平均 总 磁 矩 及 其 在 高 温 弱 场 和 低温 强 场 条 件 下 的 近似 ; 


(4) 晶体 的 内 能 . 
答 :(1) 
ZF = exp BusB)+1+expC— BusB) = 1+2coshCpBHnsB) 
(2) 
Py. = expC— Has = 1 expc BusB) 
Zf Zf 
1] 1 
Pj = ZFEXPC pe ) = ZE 
1 1 
P; = Zexp(- Be, ) = ZEeXP— BusB) 
(3) 
《 B) 《一 B) 
《<M)= Ny | pH OY SRE Cp 
1 1 


2sinh C BusB) 
= Ns T+ 2coshd BsB) 


在 高 温 弱 场 条 件 下 , BysB<<1,exp(Bu4sB) 守 1+ BpugB,exp( 一 Bu4sB) 守 1 BygB, 故 有 


‘Mm ~ 2( )B (此 为 Curie 定律 
在 低温 强 场 条 件 下 ,pwasB 福 1, 故 有 
(AMf) 2 Nus 
(4) 
E= N| eps A hd a sid PpaB) CuaB) | 
Zi ZI 
2sinh CBrupB) 


=— NesB T+ coan CHB. BS LB =— B(M) 
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【 题 3.4】 CO;: 是 线性 分 子 , 它 有 4 个 振动 模式 .CO 的 mol 分 子 量 为 M ,转动 惯量 为 !. 
求 :CO 的 业 值 与 热 容 量 . 


答 : 
V/_m \i,5 | ( AN 

” bi es, Po 
De Nes| nN (Br ) 2 |]- i 0 + 部 
S38 一 Nks| 正直 大 十 1 | 
Cc _ ca 加 加 于 pi 
SS” = Ne In[L1 exp. Bhow; ) ]+ exp— Bho; ) 一 | 
$0 := Nksln go 

aE 全 4 2 exp CPBhw:) | 
Cv 57 Nks 本 2 Bhowi) [expCBhow)— 1]’ 


exp Bhw:;) } 
Lexp CBhwi)— 1] 


【 题 3.5】 已 知 :一 Einstein 模型 的 固体 与 单 原子 分 子 理 想 气体 处 于 平衡 态 ; 一 固体 分 子 转变 
成 蒸气 原子 所 需 能 量 为 eo. 
求证 :平衡 条 件 为 


二 
是 _ 1 
Cp = Cv + Nks = Nks ( 工 十 2 CBho)? 


NA ZLCT VY) 
Zf CT) 
式 中 Zf 为 蒸气 的 分 子 配 分 函数 ,Zf 为 固体 原子 的 配 分 函数 , N^ 为 蒸气 中 的 粒子 数 . 
求 : 饱 和 蒸气 压 P. 
答 : 
已 = 广 (2 [2sinh (a2) | exp - Beo) 
【 题 3.6】 已 知 :光子 可 在 容积 为 V 的 容器 中 自由 运动 ,光子 的 能 量 动量 关系 为 s= cp. 
求 :关于 能 量 s 的 基 子 状态 数 密度 和 关于 圆 频率 w 的 量子 状态 数 密度 ， 


答 : 
一 dP2Ce) 一 V 2 
i Es 
V 
Dl(w) = Ze 


【 题 3.7】 已 知 :光子 的 能 谱 为 e = hck, 式 中 上 * 为 波 数 ; 
求 :(1) 光子 气体 的 Helmholtz 自由 能 , 粹 和 压强 ; 

(2) 光子 气体 ( 亦 即 电磁 辐射 ) 的 内 能 ; 

(3) 光子 气体 的 等 容 热 容量 ; 

(4) 光子 气体 的 绝热 方程 ; 

(5) 平衡 辐射 的 平均 光子 数 与 内 能 和 体积 的 关系 . 

答 :(1) 
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_ 1f_ wk _ | 
Pe brs re = 50VT 


FF=- PV =- 言 oVT' 


__(9FY _4 yn 
S = 3 = 3oVT 
__{(3FY 1m_E 
和 (5), = 3 = 3v 
(2) 
是 3PFY .了 4 _ 
E=F-T($7), =-3VT' + $0oVT = ovVT 
(3) 
，- (9EY - 3 
Cv = ( 守 ), = 4ovT 
(4) 
VT = const. 
(5) 
a i 汪 间 7 
he exp( Be) -1 - a ( py VT 
而 根据 Stefan-Boltzmann 定律 有 
E~ vr 


从 上 述 两 式 中 消去 了 ,得 到 
(N) ~ ViE 


【 题 3.8】 已 知 :高 温 时 气体 与 辐射 处 于 平衡 状态 , 设 气体 压强 等 于 辐射 压强 ,是 全 = 人 


求 : 气 体 的 密度 po 与 温度 T 之 间 的 关系 . 
答 : 

11/m\ ne Tmke vs 
P= 名 (是 )of ~ 45 CheysT 


【 题 3.9】 已 知 :黑体 在 3 维 空间 中 辐射 ,温度 为 了 ,体积 为 V. 
求 : 辐 射 的 总 平均 光子 数 . 
答 ， 


_ V/ ly 
(N) = 2.404 7 (he) 


【 题 3.10】 已 知 :光子 气体 能 量 分 布 的 Planck 公式 为 
__ alnzZ _ VAT wi dw 


人 a8 | wc exp Bhw)— 1 
巨 正则 系 综 的 能 量 涨 落 公式 为 


2 =_ 22 
(CAE)*) =- 58 
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按 下 式 定 义 谱 能 量 密度 u (w)， 
(CAE)’?) = V| Cau Cw) 2)da 


求 :光子 气体 谱 能 量 密 度 的 涨 落 . 
答 : 


(CAELC y= I 
EY meiLexpCBhw)—1 TexpCBhw)—-1] 


【 题 3.11】 已 知 :在 Stefan-Boltzmann 定律 中 , 空 窒 ( 黑 体 ) 辐 射 的 能 量 与 温度 的 n 次 方 成 正 
比 (在 3 维 空 突 中 n =4). 现 有 一 s 维 的 空 容 . 

求 : 与 s 的 关系 . 

答 : 


n= s+]l 


【 题 3.12】 已 知 :处 于 平衡 态 的 光子 气体 置 于 一 容器 中 ,温度 为 了， 
求 :每 秒 钟 内 碰撞 到 器 壁 单位 面积 上 的 光子 数 . 
答 : 


2r 二 只 
> 大 a9lsin gcos gb| 和 = 4( 字 ) 


【 题 3.13】 已 知 :体积 为 V 的 固体 中 ,所 有 原子 静止 在 平衡 位 置 时 其 势能 为 e, CV) .原子 在 
平衡 位 置 附近 作 振 动 时 ,采用 Debye 频谱 其 能 量 可 写 为 


eCV,ni)= ep CV)+ 2 (mn + 去 )hwiCV) 


设 原子 振动 而 引起 的 内 能 为 E,r= -V4 名 《与 ;无 关 . 


_ depCV) EK 
求证 :固体 的 状态 方程 为 P=— dV +r TV 


【 题 3.14】 已 知 :固体 中 某 种 准 粒子 服从 Bose 统计 ,具有 色散 关系 wo = Ck?, 式 中 w 为 圆 频 
率 ,k 为 波 数 . 

求证 :在 低温 下 , Cyoc T3. 

【 题 3.15】 已 知 : 液 氮 膜 中 表面 弹性 波 的 圆 频率 w 与 波长 人 ,表面 张力 o 及 液体 质量 密度 p 


之 间 的 关系 为 w? = 中 ;2 .振动 模式 数 关于 波 数 上 的 谱 密度 为 


D(K) = -2 (Ye 为 膜 的 面积 ) 
圆 频率 上 限 是 Debye 频率 wp. 


求 : 表 面 振动 能 与 温度 之 间 的 关系 . 
答 : 
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式 中 xp= phop= 


【 题 3.16】 已 知 : 铁 磁 体 中 , 自 旋 波 的 能 量 动量 关系 为 e = ap’ ,a 为 常数 . 自 旋 波 是 元 激发 ， 
化 学 势 k=0, 服 从 Bose 统计 . 

求 : 自 旋 波 的 等 容 热 容量 . 

答 ， 


【 题 3.17】 已 知 :量子 液体 中 声 子 的 能 量 动量 关系 为 s = cp, 而 它 关 于 动量 p 的 量子 态 密 
度 是 
用 Cpye 2 
粒子 服从 Bose 统计 ,其 统计 权重 为 
1 
EE expCBe)—1 
求 :Bose 量子 液体 中 声 子 按 动量 的 分 布 及 声 子 总 数 . 
答 : 
2d 
dNcp)= DCp)fKp)dp = 2 i 
:| xd 了 
N= trV (zBhe ) [es Sahe) 503) 
式 中 5C(3) 为 z=3 的 Riemannt 函数 值 . 


2 


【 题 3.18】 已 知 :自由 粒子 的 Hamiltonian 是 s = 并 
求证 :此 自由 粒子 系统 没有 超 流 现象 . 


【 题 3. 19】 求证 :理想 Bose 气体 的 物 态 方程 为 
V 2_1\， 
了 RS 


NeaT 2 和 3 
式 中 
= 王 (208 二 ) (n= 《从 为 粒 于 数 密 度 ) 
【 题 3.20】 已 知 :Bose 气体 的 化 学 势 为 
求证 :入 <0. 


【 题 3.21】 已 知 : 自 旋 简 并 度 为 g 的 Bose 气体 ,其 分 子 数 密度 为 上 = < 


252 统计 力学 


求 : 化 学 势 上 4=0 时 的 温度 @s. 
答 : 


2rn 3 
| es 
Os = 二 [rs 3)] 


【 题 3.22】 已 知 :Bose 气体 的 自 旋 简 并 度 g = 1, 为 其 化 学 势 . 
求证 :其 内 能 为 


_ 3 m_\¥ e expCjBk) 
E = 2BV (38 57 ) 2 


六 
【 题 3.23】 已 知 :对 非 相 对 论 下 的 量子 Bose 气体 来 说 ,能 量 小 于 e 的 单 粒子 量子 态 数 
02(e)oce" ,其 中 n= 之 ， 
求 :压强 与 平均 能 量 密度 之 间 的 关系 . 
答 : 
Be 六 
v= 或 P= a 
讨论 :对 非 相对 论 下 的 量子 Fermi 气体 ,可 作 同 样 的 计算 ,结果 也 相同 . 


【 题 3.24】 已 知 : 非 相 对 论 理想 Bose 气体 分 子 的 能 量 动量 关系 为 <= 元 


求 : 最 可 几 速 率 所 满足 的 方程 及 此 方程 在 exp(- Bk) 全 1 条 件 下 的 近似 解 . 
答 : 


ceo[e( 二 -四 ] = 一 二 一 
2 p 


它 是 一 个 超越 方程 .在 exp(- By ) >1 条件 下 ,有 近似 解 
_ 2 _ /2ksT 
AN 了 Nm 


【 题 3.25】 已 知 :函数 的 定义 及 相关 热力 学 量 的 计算 式 ， 
求证 :理想 Fermi 气体 的 压强 已 = 号 区 ,而 极端 相对 论 性 Fermi 气体 (粒子 能 量 与 动量 的 关系 


为 e= cp) 的 压强 P= 二 也 .将 此 结果 与 一 般 Bose 气体 与 光子 气体 进行 比较 


【 题 3.26】 已 知 :Fermi 气体 处 在 弱 简 并 条 件 exp( -Bx ) 人 >1 下 . 
求 : 此 气体 中 粒子 数 按 能 量 的 统计 分 布 . 
答 : 


dN cS 帮 ( 经 )? VEerpCpcn ~ €) [1 - expCBCp - e))» Jde 
【 题 3.27】 已 知 :低温 下 ,电子 气体 中 Bx>1. 


求 :其 巨 配 分 函数 的 对 数 . 
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3 - 
> V /2m\? | Ve’de _V 
WE ( 知 ) 让 expla +Bey+1™ 15f3(7) 


‘ », _ /2xnBhi\3 
式 中 “热流 长 ”4 = (2zp 外 )”,z=expCBy) .在 强 简 并 条 件 下 ,pp 六 1, 此 时 
1 2 
fs By) = Cpe |1+ 吕 (去 ) 十 | 


【 题 3.28】 已 知 :理想 Fermi 气体 经 历 绝 热 过 程 . 
求 :绝热 过 程 方程 式 . 
答 : 


VT3 = const. PT-3 = const. PV3 = const. 

【 题 3.29】 已 知 : 当 T->0 K 时 , 简 并 电子 气体 的 业 对 压强 的 导数 按 正比 于 TT 的 规律 趋 于 零 ， 
且 ( 防 ) 一 const 

求 :T 一 0 K 时 简 并 电子 气体 的 热 容量 差 Cp -~ Cy 与 温度 的 关系 . 

答 : 

Cp 一 Crv cc 了 

【 题 3.30】 已 知 : Fermi 粒子 的 自 旋 为 方 气体 是 非 相 对 论 的 ,粒子 的 能 量 动量 关 系 为 
e =p? ;容积 为 ViT-0. 

求 :(1) Fermi 能 级 ; 

(2) 平均 动能 ,零点 压强 ,等 温 压 缩 系数 和 弹性 模 量 的 表达 式 ; 


(3) 一 个 电子 能 量 的 相对 涨 落 ; 
(4) (v1), (vi). 


答 :(1) 
和 [62(N) 1 _ hh /3v(NYS 让 2 
oD 大 (= 计 = 
(2) 
(e) = Ber 
__ /Ne\y _ 2/N) 二 针 
Fe ( aV 5 ( V )er = eas] 3 
= A en 
ee V\'aP/r 5P 2 ner 
9 
kr =- V (yp), = 针 P = 名 ner 
(3) 
QO i 


《(E)》72 
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(4) 
CW | wpDcv?dvsin bdgdp = 0 


RR A 
(v1)= v= 5 VF 5 Vr 


式 中 vr = 2 为 Fermi 速度 . 


【 题 3.31】 已 知 ; 由 N 个 非 相 对 论 的 ,无 相互 作用 的 电子 组 成 的 电子 气体 ， 
(1) 沿 长 度 为 Yo 的 线段 上 运动 ; 

(2) 在 一 个 2 维 平面 Yo 上 运动 ; 

(3) 在 一 个 3 维 体积 Ve) = Y 中 运动 . 

求 :(1) 量子 态 密度 DCe); 

(2) T 一 0 时 的 Fermi 能 量 es. 

答 :(1) 沿 长 度 为 Yo 的 线段 


Ey 2m 这 Yo 2m ; 
OA 全 和 x (和 % ) 2 
到 人 rT (N)? 
2m/ 4Vi 和 
(2) 在 一 个 2 维 平 面 V6， 
p= ( 震 ) 下 
二 (起 )25CN 
后 \2m/ Vo 


(3) 在 一 个 3 维 体积 Va =Y 中 
i 2m 1 
23( 窜 ) 


和 
er = 四 (3) 
【 题 3. 32】 已 知 :在 另 一 种 极端 相对 论 电 子 气体 中 ,能 量 与 动量 的 关系 为 


= wczpz+mzct. 设 此 气体 是 完全 简 并 的 ,其 Fermi 能 量 为 er. 
求 :粒子 数 密度 n ,能量 E 和 状态 方程 . 
答 ; 


3 pe 
E= J cp Br dp = sr /pr + micidp 


一 和 人 (sinh| 4 sinh™! (EE = ) |- 4sinh:( 严 ) | 


已 = 一 ( 禾 )， = 六 | 言 sinhx 3 sinh( 壹 )+ x | 
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其 中 x=4sinh -1 EE 


mc 


【 题 3.33】 已 知 : Fermi 粒子 的 自 旋 为 方 气体 是 极端 相对 论 的 ,粒子 的 能 量 动量 关系 为 
s= cpDpiT~0; 容 积 为 Y， 


求 :(w》,WXV57 (十 
答 : 


(Vi) = = = 


= 言 只 即 wy = \/ 言 六 


【 题 3.34】 已 知 :在 极端 相对 论 电 子 气体 中 ,能 量 与 动量 的 关系 为 e = cp. 设 此 气体 是 强 简 并 
的 ,电子 数 密度 为 n ,容积 为 V,Fermi 能 es = (3rn)3hc. 


求 : 强 简 并 极端 相对 论 理想 Fermi 气体 的 粹 和 等 容 热 容量 . 


Ckper)’ 加 C3 ) 了 kG N) 了 
CV 


oY 

q 站 
之 
wl 


【 题 3.35】 已 知 : 


1 Ded f Ey 1 2 7m 1 \4 
| sot = |Dtiyde+ sD cp) (三 ) + 驻 太 xz7( 方 ) re 
0 0 
1(e) = gprpce-nyJ+i 为 Fermi 统计 权重 , 非 相 对 论 Fermi 气体 的 Fermi 能 为 


=- (4D) -二 6 (N) F 
” 2C 2mL C2j+1)V 


求证 :(1) 在 非 相 对 论 情况 下 PV= 所 EE; 
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(2) 在 极端 相对 论 情况 下 PV= 吉 EE. 


求 : 非 相 对 论 强 简 并 Fermi 气体 的 等 温 压缩 系数 ， 
答 : 


1/9Vv a 1/9V = 总 A 1 \? 
«r= 一 砂 ( 钼 ), =- 沙 ( 簿 ),= 于 -|[1- 和 下 (到) | 


【 题 3.36】 已 知 :由 六 个 极端 相对 论 的 ,无 相互 作用 的 电子 组 成 的 电子 气体 ,在 一 个 3 维 体 
积 Y 中 运动 ;电子 的 能 量 动量 关系 为 e。 = cp; 简 并 度 8 = 2; 电 子 速度 为 c; Fermi 零点 能 为 


【 题 3.37】 已 知 : 超 密 电子 气体 可 视 为 极端 相对 论 气体 ,在 极端 相对 论 电子 气体 中 ,能 量 与 动 
基 的 关系 为 e= cp. 设 此 气体 是 完全 简 并 的 ,电子 数 密度 为 n. 

求 :(1) 气体 在 T->0 时 界限 能 ( 即 Fermi 温度 ); 

(2) 应 有 的 粒子 数 密度 ; 


(3) 极端 相对 论 电子 气体 的 压强 . 
答 :(]) 
二 全 《3738 
(2) 
1 /mcY’ 

a(n ) 

(3) 
P= 计 少 可 二 C3)3hcn = 村 ner 
由 此 得 


PV#$ = const. 


【 题 3.38】 已 知 : 有 一 由 质量 为 m 的 粒子 组 成 的 经 典 气体 ,粒子 间 相 互 作用 势能 为 UCr)， 
其 中 r= |g 姑 -49 多 | 为 粒子 i 与 粒子 六 之 间 的 距离 ;气体 处 于 平衡 态 , 温 度 为 了 . 

求 :(1) 粒子 按 速度 的 统计 分 布 ; 

(2)《〈《y 和 (v ). 

答 :(1) 


dN Cvi) = (Be ) i oxp(- Bar )ay, 


式 中 dpi 一 Cdplidpzdps )i;,dyv; = Cdvidvzdyvs 7 | 。 
(2) 


4y》= 0 
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(2) = 304) = 率 


【 题 3. 39〗 已 知 :很 多 脂肪 酸 分 子 分 布 于 水 面 , 其 性 质 类 似 于 2 维 气体 . 每 个 系统 的 能 量 可 
写 为 


e= 2 Cp )? + Cph2 )2 了 + UV | qi - g 包 | ) 
式 中 UC| 4 外 -9 外 | ) 为 分 子 间 “ 显 关联 ”相互 作用 势能 . 设 表面 积 为 c, 记 
9 = 2r| Lexp(C- BU)- 1]rdr 
而 r=| gb -gp|=Viar rg yr. 
求 :类 似 于 van der Waals 方程 的 状态 方程 . 
答 : 


A NOV, 1IN_1/NY 
P= 斑 和 = 万 25(Nno+259)= 方 2- 二 (2) 6] 


【 题 3.40】 已 知 : 某 气体 其 二 分 子 之 间 的 “ 显 关联 ”相互 作用 势能 为 方形 势 阱 


00 广 一 C 
wo- ar<b 
0 rb 


求 :第 二 位 力 (viriaD) 系数 B, 式 中 B= 今 4, 而 


A=-4x|lfCr)rdr = 4r|rz[L1- exp(- BUCr)) Jdr 
0 


答 : 


b 


4 = 4r| rdr + 4xlr* [1 — expCBuo) Jdr = Cb — (Cb? - a’)expCBuo)] 


0 a 


B= xTp - (b? — a3)expC Buo)] 


【 题 3.41】 已 知 :一 温度 为 了 ,体积 为 Y 的 经 典 系统 ,由 N 个 质量 为 m 的 质点 组 成 ;压强 为 
P; 质 点 之 间 的 相互 作用 势能 为 
UCr) = 六 (r= | gl? -gq |,A>0,n >0) 
此 外 ,UC yr) =yY “UCr) 对 任意 n 都 成 立 ( 当 n= 1 时 这 种 势能 类 似 于 和 氧 原子 情况 ). 
求证 :E=apPV+b 译 . 
求 :a 和 bb. 
答 : 
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【 题 3.42】 已 知 :一 维 经 典 谐振 子 的 Hamiltonian 为 
和 ap + 去 kg 
式 中 K = mo 为 恢复 力 的 弹性 系数 . 
求 :能 量 为 。 时 的 态 密度 . 
答 ， 


加 
Da) RNE = he 


【 题 3.43】 已 知 :气体 分 子 运动 规律 类 似 于 在 经 典 近 似 下 线性 谐振 子 . 
求 :分 子 动量 和 位 形 在 p>p + dp ,x 一 x+dx 区 间 的 统计 几率 . 
答 ， 


2 十 m2? 2 x2 
dp Cp,x) = eexp(- BE EE )dpdx 


【 题 3.44】 已 知 :二 维 经 典 谐振 子 的 能 量 为 
= = 了 [PE + p8] + 雪 kLg? + g8] 
式 中 = mw? 为 恢复 力 的 弹性 系数 . 
求 :能 量 为 。 时 的 态 密度 
答 ， 
ee 全 得 (时 )。 一 ch 
【 题 3.45】 已 知 :二 维 线性 谐振 子 各 量子 态 的 能 量 是 
ei= (i+1)hw (i=0,1,2,.) 
且 能 级 ; 是 Ci+1) 重 简 并 的 ,系统 由 NN 个 这 样 的 独立 二 维 线性 谐振 子 组 成 
求 :系统 的 Helmholtz 自由 能 , 信 , 内 能 和 等 容 热 容量 . 


答 ， 
F =- NDA = HCBhow +2Incl expC— Bhow) )] 
2 Bhw 区 二 此 
三 3 = 2Nke (spc h lnL1 -~ exp( Bhw)]) 


和 1 
E=- NH = 2N | 3 |e 
Cc, = 2Nke (Bhw)’*expCBhw) 
I LexpCBhw)— 1] 
讨论 :如 果 谐 振子 是 经 典 的 , 且 各 向 同性 , 则 其 能 量 为 
e = 2 Lp + ps + 方 mw? [qf + q$] 
于 是 可 得 


E= 全 =2NkeT 
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【 题 3.46】 已 知 : 双 原 子 分子 的 转动 动能 用 球 角 坐标 及 其 共 配 正则 动量 表示 为 
_1fT ， _ 1 2 
二 | 到 ps | 
求 :(1) 转动 配 分 函数 的 经 典 表达 式 ; 


(2) 相应 的 炉 和 等 容 热 容量 . 
答 :(1) 


(2) 


【 题 3.47】 已 知 :刚性 双 原 子 分子 的 Hamiltonian 为 
c= 芭 [P+P+ I+ 吉 | P+ rg? | 
由 人 个 这 样 的 分 子 组 成 的 理想 气体 体积 为 ,温度 为 了 


求 :(1) 此 理想 气体 的 配 分 函数 ; 
(2) 此 理想 气体 的 Helmholtz 自由 能 ,Gibbs 自由 能 , 和 , 内 能 , 精 , 物 态 方程 以 及 Cp 一 Cy 的 


表达 式 . 
答 :(1) 


(2) 


n mm 
G= 志 [( 羞 外) -nzj]= 合 {1-in| (28F) ( 蔗 )]) 
H= 南 [ (器 双 )，+ ( 急 多 ),]= 喜 六 
FF-_amZ -5 
a5 2 天 
aF 


学 
5 =- ( 放 ) ,= Nks ( 主 + In| v (zs) ( 防 ) | 
P=- (六 ) = 矶 即 PV = NksT 


Ce -Cv = ( 强 ),-( 强 ) ,= Ne 


讨论 : 若 刚 性 双 原 子 分 子 的 Hamiltonian 为 


1 1 ee 
E 一 SL + ps + PJ+ 喜 | 7 + 二 | (i + )ho (i = 0,1,2,*…) 
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即 还 有 振动 能 , 则 此 时 的 配 分 函数 被 改写 为 
1 
和 m \¥/2 exp(- Bho) 
7 (a) BA) — expC— Bhw) 


由 此 可 得 
5 N 1 1 
瓦 = 方 万 十 从 | 万 十 hw 
2 exp (声学 ) 1 
_5 expCBhw) 
Cv = > Nka + Nks CBhw) LexpBhw) -17 
而 物 态 方程 仍旧 不 变 . 


【 题 3.48】 已 知 : 双 原 子 分 子 组 成 的 理想 气体 服从 Boltzmann 统计 ;分 子 总 能 量 等 于 平 动能 
量 , 转 动能 量 ,振动 能 量 与 电子 能 量 之 和 ;其 中 电子 能 量 对 分 子 等 容 热 容量 的 贡献 为 零 ; 分 子 的 转 


动能 级 间距 满足 1> 鬼 - 和 ,而 振动 能 级 间隔 比 ksT 大 得 多 ( 即 Bw 污 1) ;振动 及 转动 能 谱 分 别 为 


ec = (i+)ho (i=0,1,2,38: = 1) 


= jCj+ 1D 各 i 


式 中 w 为 振动 圆 频率 ;了 为 转动 惯量 ;gi , gj; 为 简 并 度 . 
求 :温度 为 了 时 的 等 容 mol 热 容量 . 


答 : 
cf = 学 Nks = 袜 R 
cp = Nks=R 
a (Bhw)’exp Bhw) 2 
CV = Ny TomcHha 1 (GBhw S18) 
最 后 得 到 


S 
cv=ct+c= sR 


【 题 3.49】 已 知 :半径 为 ”的 黑体 球 置 于 恒温 器 (温度 为 T) 内 部 的 真空 中 ,恒温 器 壁 的 温度 
为 TL.(T.<7T). 
求 :黑体 球 的 辐射 功率 P. 
答 ， 
P = 4rr2 巨 = 4rr2a(T4 - T4) 
【 题 3.50】 已 知 :处 于 平衡 态 的 光子 气体 置 于 一 容器 中 ,温度 为 了 T;dt 时 间 内 磁 向 器 壁 dA 面 
A PpP: ,dl 时 间 内 离开 器 壁 d4 面积 的 光子 所 携带 的 动 基 为 p- ;辐射 压强 


定义 为 P= pe 《p+ 一 p- ;辐射 场 平均 能 量 密度 为 
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| hw dw 
V we expCBhw)— 1 


2 

求证 :P= 志 沙 : 

【 题 3.51】 已 知 :在 色散 介质 中 折射 率 n(w) 依 赖 于 辐射 圆 频率 w. 

求 :色散 介质 中 热 辐射 的 Planck 公式 . 

答 : 

hon? Cow) 1 dinL wn Cw) | 
ao’ exp Bhw)— 1 dln mw 

【 题 3.52】 已 知 :容积 为 V 的 空 窘 中 的 平衡 辐射 场 的 温度 为 了 . 

求证 :(1) (N) = KVTi ,其 中 


&(wy 了) = 


四 Kk | wi kB 
A Thc expCx)— 1 i whec)’ 
(2) EF=oVTs ,其 中 
_ __k$ | xdr _ wk 
oT Rhc)) expCx)—1 15Chc)s 


0 


【 题 3.53】 已 知 : 某 种 分 子 质量 为 m ,转动 惯量 为 1, 电 偶 极 和 矩 为 wk 的 双 原 子 分 子 理 想 气体 置 
于 容积 为 V 的 容器 中 ,并 处 于 均匀 外 电场 中 .车 电场 沿 xm 方向 , 偶 极 矩 的 势能 为 
sp = — HEcos 0(0 委 04 委 r). 
求 :气体 的 配 分 函数 . 
答 : 
_ /eZi\" _[feV/ m \3 27 \sinhCBuE) I” 
2= (二 本 | (2 (Bi: ) CBE) | 
【 题 3.54】 已 知 : 偶 极 矩 为 4 的 有 极 双 原 子 分 子 置 于 强度 为 E 的 恒定 电场 中 , 它 所 具有 的 能 
量 是 sp = -pyEcos 0,0 为 分 子 侦 极 矩 & 与 外 电场 E 之 间 的 夹 角 . 
求 :这 些 (N 个 ) 分 子 的 平均 势能 以 及 定 容 热 容量 Cy 与 的 关系 . 
答 ; 


_ glep) 4 MR 
ee Nkn CBpE ) | Cexp(BuE) — exp(~ BuE))? (BE) | 


_ 站 前 
= Nks(CB/EE) | sinhi CBAES (BE) 


【 题 3.55】 已 知 : 某 种 理想 气体 其 分 子 具 有 偶 极 和 矩 4, 置 于 均匀 电场 E 中 . 若 电 场 沿 xs 方向 ， 
偶 极 矩 的 势能 为 sp = - ApAEcos 0(0 壹 9 二 x). 

求 : 极 化 强度 P. 

答 : 


P= Nn | cothc BuE) BE | 
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【 题 3.56】 已 知 : 单 原子 分 子 组 成 的 固体 和 蒸气 之 间 达 到 平衡 ;为 使 固体 转变 为 分 立 原子 的 
合 ,对 每 一 原子 必须 消耗 能 量 $; 固 体 中 原子 的 振动 服从 Einstein 模型 ;由 Ns 个 原子 组 成 的 固 
体 的 配 分 函数 为 
.|_ wolasr) | 
)) 


Z, = 
[ee 


而 由 No 个 原子 组 成 的 气体 的 配 分 函数 为 


求 :蒸气 压 与 温度 之 间 的 函数 关系 . 
答 : 


P= 到 (了 [ zsinh( 已 2) | expc- BE) 


【 题 3.57】 已 知 :金属 的 表面 积 为 A; 将 一 个 He 原子 从 金属 表面 移 至 无 穷 远 处 须 做 功 ;He 
原子 之 间 没 有 “ 显 关 联 " 相 互 作用 ,并 可 在 金属 表面 上 自由 运动 ; 设 He 气体 的 体积 为 VY, 压强 为 P， 
温度 为 了 ,并 与 金属 处 于 热平衡 . 

求 :单位 金属 表面 上 平均 吸附 的 He 原子 数 n. 

答 : 


N; 2np? hi? \ 去 
n= P(2z Lt) exp CBED) 


【 题 3.58】 已 知 : 在 2 维 面积 L; X 工 * 的 区 域内 ,自由 粒子 的 能 级 是 
& = 和 + kg) 


式 中 k, = 等于 (不 对 i 求 和 ,mi =0， 士 1， 土 2,… ;i 三 1,2). Bose 统计 的 统计 权重 为 


1 
1 人 se)= epithe I 


求证 :对 2 维 Bose 气体 而 言 ,不 会 出 现 Bose 凝聚 现象 . 
【 题 3.59】 已 知 : 某 电子 气体 服从 Fermi 分 布 ,电子 总 数 为 N, 在 T->0 时 其 态 密度 为 


Pre)= (Ge 一 0) 
Do 《ee 二 0) 
又 ,在 强 简 并 的 理想 Fermi 气体 中 
| Deyd i wp 1 \: 
| sort i = |DCe de+§D cp) ( 专 ) + 
0 0 


求 :了 -0 时 的 化 学 势 Ho 和 总 能 量 Eo. 
求证 :(1) 系统 的 非 简 并 条 件 为 1>B 全 
(2) 系统 强 简 并 时 CvccT. 
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答 : 
二 
Ho ~ D, 
Eo = 1 No 


2 


【 题 3.60】 已 知 :在 极端 相对 论 电 子 气 体 中 ,能 量 与 动量 的 关系 为 e= cp. 设 此 气体 电子 数 密 
度 为 n. 

求 :Fermi 温度 . 

答 ; 


_ po _ # hc 
Or = Ke = (3 n) 和 


【 题 3.61】 已 知 :金属 中 的 电子 近似 服从 Fermi 统计 ;在 每 秒 内 穿 过 单位 金属 表面 的 所 有 电 
子 ,是 朝 此 面积 运动 且 速 度 法 向 分 量 之 w 的 电子 (vo 为 定 值 ); 电 子 的 逸 出 功 为 4= 2 -pk. 
求 :热电 子 发 射 的 饱和 电流 密度 . 
答 : 
2 下 2 
N= zs | romp- p+ A) jao 


= 2 Rxp- pA) 


因为 上 述 结果 是 对 “单位 体积 金属 而 言 ”, 所 以 此 结果 即 为 热电 子 发 射 的 饱和 电流 密度 . 
【 题 3.62】 已 知 :金属 中 自由 电子 的 数 密度 为 n ;给 定 温度 下 电子 能 量 的 最 大 值 为 emx ;温度 
不 等 于 绝对 零度 时 电子 气 中 的 电子 平均 能 量 为 
(e) = (eo| 1 + 访 e (ai) - | 
求 :任意 温度 时 电子 气 中 的 电子 平均 能 量 . 


答 : 
(= a [1+ (+ 


【 题 3.63】 已 知 :低温 条 件 下 ,Fermi 气体 的 内 能 近似 为 
E= No| 1 + 熏 ( 二 ) | 

求 :低温 条 件 下 ,Fermi 气体 的 等 容 热 容量 和 暗 . 

答 : 


【 题 3.64】 已 知 :由 N 个 非 相对 论 的 ,无 相互 作用 的 电子 组 成 的 电子 气体 ,在 * 维 空间 中 
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运动 . 
求 :Fermi 能 量 sr 和 T->0 时 的 电子 气体 的 内 能 . 
答 : 


E = const (= 5) er? = 一 N (~)er 


当 s=3 时 ,(e) = 六 Ner. 


【 题 3.65】 已 知 :由 N 个 非 相对 论 的 ,无 相互 作用 的 电子 组 成 的 电子 气体 ,在 一 个 3 维 体积 
V 中 运动 ;Fermi 零点 能 为 er= 起 (到 广 


求证 :T->0 时 每 秒 内 碰撞 到 容器 壁 单位 面积 上 的 电子 数 为 
3N \3# 
2 (Vv vV ) 


【 题 3.66】 已 知 :传导 电子 可 视 为 自由 电子 气体 .将 电子 气体 置 于 外 磁场 B 中 ,总 数 为 N 的 
电子 将 分 成 平行 或 反 平行 于 外 磁场 的 两 组 N, 和 N4 ,它们 各 自 的 能 量 为 
= ap 一 wa si = 5 + paB 
而 在 7 一 0 时 的 顺 磁 磁化 强度 定义 为 
M 
V V 
求 : 低 温 (1 和 per) , 弱 场 (4sB<sr) 条 件 下 的 顺 磁 磁化 强度 . 
答 : 


et 


CNs -> 


3 
区 = We ( Lom ) Fe FR 9 


在 弱 场 条 件 (/sB<<er) 下 ， 
3 z 
V ~ 4 二 (和 ) es 


式 中 


_N_ 8x 
n= 二 V = 3 后 (2mer)Y 


【 题 3.67】 已 知 : i 的 电子 近似 服从 Fermi 统计 ;Fermi 能 量 sr 或 T 一 0 时 的 化 学 势 jo 
为 er=m= 志 (和 二 ;金属 质量 密度 为 0,mol 质量 为 M. 


2m 
求 :绝对 零度 时 金属 中 电子 气体 的 压强 . 
答 : 


2 
3 


: 加 3 
A A 


【 题 3.68】 已 知 :在 expLBCe 一 上 4)] 污 1 的 条 件 下 ,Bose 和 Fermi 两 种 量子 统计 权重 与 
Maxwell 经 典 统计 权重 之 间 的 差别 消失 .因为 粒子 能 量 为 e 宇 0 时 ,此 条 件 可 简化 为 exp( Bp) 污 1; 
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粒子 间 平 均 距 离 d 与 粒子 数 密度 n 之 间 的 关系 为 太一 站， 
求 : 简 并 消除 (或 经 典 统计 可 应 用 ) 的 几何 条 件 . 


答 : 
2 (2 站 ) 
注意 到 最 可 几 速 率 是 v =^/ 记 ,因此 
h 从 
d = 入 
i Vanmvp Vx 


其 中 = 二 为 de Broglie 波长 .上 式 表明 ,只 有 当 d 六 时 ,才能 用 经 典 统计 . 


【 题 3.69】 已 知 :理想 Bose 气体 或 理想 Fermi 气体 处 于 弱 简 并 条 件 下 ,其 热力 学 巨 势 为 
人 | Vesexp[BCA -ee)]de 
37 l1+expL PC(1K—e) | 
式 中 C 为 常数 “+ ”对 应 于 Fermi 气体 而 - ”对 应 于 Bose 气体 . 
_N|/<=0 (Bose) 
EY [5 (Fermi) 


【 题 3.70】 已 知 :在 极端 相对 论 电子 气体 中 ,能 量 与 动量 的 关系 为 s = cp. 关 于 能 量 se 的 量子 
状态 数 密度 为 


本 ， 4rY 2;_ 2 
De)= (2j + DE = Ce 


式 中 C 表示 常 系数 .在 弱 简 并 条 件 下 ,exp〈 - Pr ) 福 1. 
求 : 弱 简 并 极端 相对 论 理想 Fermi 气体 的 内 能 和 物 态 方程 . 
答 : 


expC By) | 四 如 [ 2 
Gp | 


在 最 后 一 个 等 式 中 用 到 了 系统 的 总 粒子 数 表达 式 .由 于 PY = 寺 E, 所 以 


_N Pp | 
PV = B | 1+ Se 


讨论 :(1) 当 B_=0 时 ,PV~ 耸 ， 


(2) 对 非 相 对 论 理想 Fermi 气体 ,在 高 温 近似 下 

已 = | 
E _N 1 /N\/2nBh? \ 
v= B+a(V) Om ) | 


【 题 3.71】 已 知 :电子 e- 和 正 电 子 e* 与 黑体 辐射 处 于 热平衡 ;温度 很 高 ,粒子 静止 能 大 大 小 
于 其 总 能 量 ; 设 电子 和 正 电子 具有 同样 的 粒子 数 N 和 同样 的 内 能 下;w- 和 4. 分别 为 电子 和 正 电 
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子 的 化 学 势 . 
求 :(1) N 和 E; 
(2) Ly- 和 A+; 
(3) 黑体 辐射 光子 的 粒子 数 N 和 内 能 E. 
答 :(]) 
any| pdp 
0 expLBCe— As ) +1 
any| ep*dp 
| expLBCe -Ap )J+1 
(2) 
KL-= K+:=0 
(3) 
_8xV/1Y xdx _V/1Y3 
N: = 珊 (天 ) | = (Fhe) FTC3) 
RG ) 
E: = 站 (元 ) es = 地 (Bhe) Chc) 襄 PC4)5C4) 
Vf Pdp 
"| 


_Vy/1 
exp Bep) -i™ zw (二 -) FC3)5(3) 


到 1 
expCRp)-1 x ( 葡 :) Chc) TC4) C4) 


【 题 3.72】 已 知 :面积 4= 碟 ,单位 面积 中 的 电子 数 为 N, 电 子 质量 为 m ;服从 Fermi 统计 . 
求证 :2 维 条 件 下 的 化 学 势 为 


pCT,N) = In[ exp (he)-1] 


【 题 3.73】 已 知 :一 经 典 气 体系 统 由 NN 个 粒子 组 成 ,体积 为 了 ,温度 为 T; 粒 子 之 间 的 两 两 相 


互 作用 为 钢 球 势能 : 
oo 《 ri < 一 a) 


(ri 一 i) —_ p21)) ) 
0 (Cry >a) j | 4 qn | 


UCri) 二 | 
求 :(1) 内 能 , 定 容 比 热 ; 
(2) 压强 ,位 力 (virial) 系数 4; 《TT)， 


答 :(1) 
六 9lInZ _ 3N 
| 35 28 


Cv = ( 逢 ) = 羡 Nes 
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(2) 


二 过 1 glnZ _ 1amnZ2 _ (人 +) 
5 av B avVv BB\vVv 2W 
4 CT) = 究 = na’N 


【 题 3.74】 已 知 :电磁 场 的 矢量 势 为 A (r)、 标 量 势 为 pCr) ,带电 粒 子 在 电磁 场 中 的 


Hamiltonian 为 


ey q 
1 (p+ Acr)) + pr) 


而 N 个 带电 粒子 在 电磁 场 中 的 Hamiltonian 为 
N 2 
e = 2 >) (pi + LAcr)) + LUCr rnv) 


i=1 


式 中 UCri,…,rx ) 是 粒子 之 间 的 相互 作用 势能 (也 可 以 将 9(r) 包 括 在 内 ) ,4 为 电荷 
求证 :经 典 系统 的 磁化 率 X= (38 ) 。， 严格 等 于 零 . 式 中 


第 4 章 ， 相 变 理论 和 临界 现象 


虽然 统计 理论 的 许多 思想 来 自 Maxwell 和 Boltzmann, 但 是 Gibbs 的 工作 对 于 
平衡 态 统计 力学 的 现代 表述 却 具 有 更 加 直接 的 影响 ,最 近 70 年 来 ,我 们 对 相 变 和 临 
界 现 象 的 认识 有 了 发 展 , 实 质 上 ,这 不 过 是 把 Gibbs 的 理论 应 用 于 各 种 各 样 的 物理 问 
题 之 中 . 

我 发 现 我 对 Gibbs 的 效 仰 与 日 俱 增 . 他 的 《统计 力学 的 基本 原理 》 像 诗篇 一 般 地 
优美 .在 与 实验 不 相符 的 情况 下 ,他 依然 坚持 他 的 理论 的 “合理 基础 ”, 这 充分 体现 了 
Gibbs 的 害 智 与 目光 的 深远 . 

一 一 杨振宁 :《 相 变 和 临界 现象 ) 的 引言 


平衡 态 系 综 理 论 是 研究 宏观 系统 已 经 达到 平衡 之 后 的 各 种 热力 学 性 质 …… 著 
系统 数 N 趋向 无 穷 大 ,这 些 密集 的 点 在 相 空间 中 的 运动 就 如 流动 的 流体 ,可 用 流体 
力学 来 描述 . 

一 一 李 政 道 :《 统 计 力学 》 

我 们 设想 有 两 个 有 经 验 的 行家 ,他 们 想 弄 清楚 是 否 能 通过 喝 第 二 杯 咖啡 要 付 钱 
的 办 法 来 加 速 顾客 在 拥挤 的 商业 区 小 饭店 内 中 午 的 流通 .为 此 ,他 们 必须 要 弄 清 有 
多 少 值钱 的 座位 由 于 顾客 们 慢 知 知 地 咖 其 已 经 空 了 的 杯子 (这 些 杯 子 应 拿 去 用 ) 而 
浪费 挤 . 一 个 行家 从 顾客 进门 起 就 是 住 他 们 ,计算 他 们 吃喝 的 时 间 , 他 观察 的 是 10 个 
人 的 “体系 "随时 间 变 化 的 情况 .第 二 个 行家 则 在 营业 高 峰 时 来 到 ,拍摄 从 阳台 到 整 
个 餐 室 的 照片 .于 是 他 获得 了 以 10 个 人 组 成 的 所 有 体系 的 “ 系 综 ” 的 状况 ,由 此 计算 
该 时 刻 吃喝 顾客 的 百分数 并 得 到 了 相同 的 信息 .第 二 个 行家 所 作 的 观察 更 方便 ,并 
能 提供 更 多 的 信息 ， 

- 田 长 霖 ,J.H.Lienhard:《 统 计 热 力学 》 


近代 统计 力学 ,除了 “ 非 平衡 态 统计 力学 ”方面 外 ,在 “平衡 态 统计 力学 ”方面 主 
要 有 两 个 研究 课题 , 即 第 3 章 3.5 节 所 介绍 的 “ 非 理想 气体 ”和 本 章 将 要 介绍 的 “ 相 变 
理论 ”和 “临界 现象 ”. 

在 研究 “ 相 变 ”问题 的 早期 阶段 ,主要 有 1873 年 van der Waals 对 其 “状态 方程 ” 
的 “分 子 运 动 论 ” 解 释 、1875 年 Maxwell 的 “等 面积 法 则 ”修正 ,1907 年 P. Weiss 的 
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“平均 场 理 论 ”1928 年 Gorsky 的 “有 序 度 ”概念 和 1934 年 的 “Bragg-Williams 近似 ” 
以 及 1934 年 Landau 关于 “二 级 相 变 ? 的 统一 描述 及 其 理论 .所 有 这 些 阐述 和 理论 实 
际 上 都 是 不 对 的 或 者 是 有 缺陷 的 ,最 主要 的 一 点 是 这 些 阐述 和 理论 完全 没有 抓 住 
“ 相 变 理论 ”的 “ 非 线 性 ”特征 . 当然 ,在 人 研究 “ 相 变 ”问题 的 早期 阶段 要 求 物理 学 家 就 
有 “ 非 线 性 ”意识 ,是 不 切实 际 的 奢望 . 

真正 抓 住 “ 相 变 理论 ”的 “ 非 线 性 ”特征 的 工作 ,是 1944 年 L. Onsager 关于 二 维 
“Ising 模型 "精确 解 论文 的 发 表 . Onsager 工作 的 重大 意义 怎么 评价 都 不 算 过 分 .由 
于 “Onsager 解 ”的 出 现 ,物理 学 家 才 真 正 懂得 什么 是 “ 相 变 ”,“ 相 变 ” 时 将 发 生 些 什么 
现象 ,“ 相 变 ”" 有 什么 特征 . 当然 ,Onsager 最 初 的 解法 十 分 复杂 ,以 至 于 杨振宁 这 样 
“Nobel" 级 的 物理 学 家 都 感到 “ 丈 二 和 尚 摸 不 着 头脑 ”. 二 维 “Ising 模型 ”精确 解 文章 
有 几 百 种 ,已 经 形成 了 “规模 ”效应 .本 章 介 绍 的 是 1949 年 Kaufman 之 相对 比较 简单 
的 “矩阵 法 ”求解 .如果 一 本 统计 力学 的 教科 书 不 介绍 二 维 “Ising 模型 ”的 精确 解 , 这 
无 论 如 何 是 说 不 过 去 的 ,犹如 皇冠 上 少 了 一 颗 最 璀璨 夺目 的 宝石 . 

但 是 ,三 维 “Ising 模型 ”的 精确 解 至 今 没有 被 解 出 ,目前 只 有 其 数值 解 .关于 二 维 
“Ising 模型 ”的 精确 解 ,也 是 没有 磁场 的 (B= 0) 情 况 , 这 不 能 不 说 是 一 个 很 大 的 遗 
憾 ! 迄今 为 止 的 努力 ,“ 老 ”物理 学 家 都 无 功 而 返 . 当然 ,坏事 下 也 可 能 是 “好 事 近 ”; 
这 对 “有 志 者 ”来 说 未 必 不 是 “ 事 况 成 ”的 好 题目 . 

与 "Ising 模型 ”的 精确 解 相 关联 的 是 “临界 现象 ”, 其 中 包括 20 世纪 60 年 代 发 展 
起 来 的 有 关 Widom 的 “ 标 度 理论 ”(“ 标 度 律 ”) 和 Kadanoff 的 “ 标 度 变 换 ”(“ 普 适 
类 ”) ,20 世纪 70 年 代 Wilson 动用 “量子 场 论 ” 中 的 “ 重 整 化 群 ” 手 段 于 统计 力学 之 做 
法 .物理 学 史上 较为 有 名 的 故事 是 ,Onsager 随手 写 下 二 维 “Ising 模型 ”中 的 一 个 “ 临 


界 指数 ”B= 二 而 未 加 证 明 , 后 来 经 杨振宁 之 手 由 计算 得 到 .“ 标 度 律 "的 目的 是 为 了 


寻找 “临界 指数 ”之 间 的 关系 ,而 “ 普 适 类 ”的 目的 则 是 寻找 更 为 基本 的 “参数 ”以 及 
“临界 指数 ”与 这 些 基本 “参数 "之 间 的 关系 . 

众所周知 ,在 热力 学 中 有 个 “Gibbs 相 律 "2d =k 一 9 +2, 式 中 d 为 系统 的 “自由 
度 ” 数 ,k 是 独立 “组 元 ” 数 ,9 是 每 个 “组 元 ”中 的 “ 相 ” 数 .根据 这 一 “Gibbs 相 律 ”, 就 
可 以 由 系统 的 “自由 上 度 ” 数 和 独立 “组 元 ” 数 , 来 确定 每 个 “组 元 ”中 的 “ 相 ” 数 . 

“临界 现象 * 中 的 “临界 指数 ”之 间 亦 有 类 似 的 关系 :“ 标 度 律 ”. 在 “临界 现象 ”中 ， 
现在 经 常用 到 的 有 6 个 “临界 指数 ”( 即 a,B,y,8,7,v), 这 6 个 “临界 指数 ”之 间 根 据 
逻辑 推理 可 以 得 到 4 个 “ 标 度 律 ”( 即 Rushbrooke 标 度 律 a + 28 + y = 2, Widom 标 
度 律 y= B(6 一 1),Fisher 标 度 律 y = v (2 一 7) ,Josephson 标 度 律 vs = 2 一 a). 换 言 
之 ,独立 的 “临界 指数 "只 有 2 个 .其 中 的 “逻辑 推理 ,纯粹 是 数学 ,不 会 有 什么 问题 . 
但 是 ,这 独立 的 2 个 “临界 指数 ”与 什么 物理 量 或 时 空 参量 有 关 呢 ? 在 Kadanoff 的 
“ 普 适 类 ”中 认为 最 重要 参数 是 空间 维 数 s ,其 次 是 “内 部 自由 度 ” 的 数目 n. 是否 这 2 


270 统计 力学 


个 独立 的 “临界 指数 ?就 与 空间 维 数 s 和 “内 部 自由 度 ” 的 数目 n 有关 呢 ? 

Wilson 的 “ 重 整 化 群 ” 试 图 找 出 其 中 的 答案 ,但 他 只 发 现 ” 太 度 变 换 " 中 “ 蝇 格 党 
数 ” 的 放大 倍数 和 “ 重 整 化 群 ” 变 换 在 “临界 点 ”的 导数 与 某 些 “ 临 界 指数 "有 关 . 这 当 
然 还 不 是 最 后 和 最 好 的 结果 , 它 与 Kadanoff 的 “ 普 适 类 ”还 有 差距 .另外 ,从 对 “ 重 整 
化 群 " 在 量子 电动 力学 所 起 的 作用 进行 分 析出 发 ,Dirac 认为 “ 重 整 化 ”操作 严重 违背 
相对 论 ,不 足 取 .不 过 ,Wilson 的 “ 重 整 化 群 ”" 对 思考 统计 力学 中 的 “ 标 度 律 "和 “ 普 适 
类 ”问题 还 是 具有 重要 的 参考 价值 的 . 

Kadanoff 在 “ 普 适 类 ”中 认为 “最 重要 参数 是 空间 维 数 s” 这 一 点 是 完全 正确 、 毫 
无 疑义 的 . 举 个 简单 的 例子 :在 (大 学 物理 (热学 )》 中 曾经 介绍 说 , 单 粒 子 每 个 自由 度 


所 具有 的 能 量 是 去 ks TC“ 能 量 均 分 定理 ”) ,理想 气体 的 状态 方程 是 PV= RT = 与 忆 
理想 气体 的 “ 比 热 比 ?是 y = .而 在 进一步 深入 的 《理论 物理 ;) 教 程 中 也 曾经 介绍 说 ， 
“光子 ”每 个 自由 度 所 具有 的 能 量 是 KaT = hw,“ 光 子 气体 ”的 状态 方程 是 PV= 气 ， 


“光子 气体 "的 “ 比 热 比 "是 y= 专 .当初 并 不 知道 这 些 系数 志和 1, 所 和 志 , 守 和 往 意 
味 着 什么 .现在 从 本 书 第 2 sy 节 中 由 1 次 s 这 的 “一般 气体 "的 配 分 函数 "可 以 
知晓 , 单 粒子 平均 能 量 为 (e1) = 总 ,状态 方程 为 Po Yo = 二 BE,“ 比 热 比 "为 7 = 
外 .这 就 说 明了 系数 志和 1, 扣 和 吉 , 计 和 雪 完 全 来 自 式 中 的 “1 次 s 维 ”; 说 明了 (大 
学 物理 (热学 )) 中 的 理想 气体 只 是 3 维 空间 中 的 “ 非 相 对 论 理想 气体 ”, 而 (理论 物理 》 
教程 中 的 “光子 气体 ”只 不 过 是 3 维 空间 中 的 “相对 论 理想 气体 ” 

此 外 ,再 举 一 个 简单 的 例子 :在 第 3 章 3.2 节 中 由 1 次 s 维 的 “一 般 气体 "的 “ 巨 


配 分 函数 ”的 对 数 可 以 知晓 ,天 一 8 ,Po 一 8 下 Cr 一 8 i. 这 正好 可 以 用 来 解 
释 “ 光 子 气体 ”(1 =1,s =3) 的 “Stefan-Boltzmann 定律 "下 一 T4,P 一 T4,Cv 一 T. 


同样 ,对 “ 非 相 对 论 ” 的 “电子 气体 ”来 说 ,压强 P = 对 多 ;对 “相对 论 ”的 “电子 气 


体 ” 来 说 ,压强 P= 二 区 .这 说 明 对 前 者 是 ! = 2,s=3; 对 后 者 是 1=1,s=3. 


在 统计 力学 中 pA 其 深刻 的 物理 意义 .在 经 典 统计 力学 
中 ,“ 普 适 类 ”( 借 用 Kadanoff 的 说 法 ) 就 是 空间 的 维 数 * 和 表征 是 否 相 对 论 的 “次 
数 ”i .经 典 统计 力学 中 的 这 ---“ 普 适 类 ”( 通 过 与 实验 数据 之 间 的 对 比 ) 反 过 来 除了 证 
明 空间 是 3 维 的 外 (如 果 理 论 认为 物理 空间 “不 是 3 维 ” 的 , 那 它 就 必须 接受 统计 力学 
的 检验 ) ,还 证 明了 相对 论 是 完全 正确 的 ! 

Fisher 标 度 律 和 Josephson 标 度 律 被 称 为 “ 强 标 度 律 ”( 尤 其 是 Josephson 标 度 
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律 明 显 与 有 关 ) ,这 说 明了 确实 “最 重要 参数 是 空间 维 数 5”. 

至 于 Kadanoff 所 说 的 “' 内 部 自由 度 ” 的 数目 n” 是 否 确 为 “ 普 适 类 ”, 尚 待 进 一 
步 研 讨 .这 一 “内 部 自由 度 ” 是 否 与 量子 力学 有 关 ? 不 得 而 知 ! 有 点 意思 的 是 ， 重 整 
化 群 ”倒是 与 “量子 场 论 "有 点 关系 (当然 其 中 还 有 许多 未 解决 的 理论 问题 ). 不 过 ,在 
“ 相 变 ” 问 题 中 , 似乎 都 没有 涉及 相对 论 ( 基 本 上 都 是 " 非 相 对 论 "的 ), 恒 有 1=2. 

关于 “临界 现象 ”的 研究 ,至 今 仍 处 于 “不 得 要 领 之 中 . 

在 “ 相 变 理论 ”和 “临界 现象 ”的 研究 中 作出 过 重要 贡献 的 华裔 物理 学 家 有 多 人 ， 
其 中 有 Nobel 物理 学 奖 得 主 一 一 李 政 道 和 杨振宁 . 此 外 ,还 有 黄 殉 了 还 、 杨 振 平 . 吴 大 
峻 马上 庚 等 人 .华北 物理 学 家 在 统计 力学 方面 所 做 的 贡献 要 比 他 们 在 量子 力学 方 
面 的 贡献 来 得 大 . 


4.1 “ 相 变 ”问题 统计 力学 


4.1.1 “ 相 变 "和 “临界 现象 ” 


印度 籍 的 统计 力学 学 者 R.K. Pathria( 著 有 闻名 遐 偿 的 《统计 力学 ) 一 书 ) 认 为 ， 
一 般 来 说 ,统计 力学 形式 体系 的 应 用 分 为 两 大 类 :第 一 类 问题 是 首先 确定 系 综 的 “ 配 
分 函数 ”, 再 由 系 综 的 “ 配 分 函数 ? 求 得 宏观 系统 的 各 种 热力 学 函数 .在 这 类 问题 中 ， 
仅仅 除了 Bose-Einstein 凝聚 之 外 ,其 余 所 涉及 的 各 种 热力 学 函数 都 是 光滑 的 和 连续 
的 . (第 3 章 已 经 研究 了 这 类 问题 .在 这 类 问题 中 ,较为 近代 的 课题 就 是 对 “ 非 理想 气 
体 ” 的 讨论 . ) 第 二 类 问题 是 所 谓 “ 相 变 ” 和 “临界 现象 ”. 在 这 类 问题 中 ,给 定 系 统 的 热 
力学 函数 在 数学 解析 上 具有 不 连续 性 或 奇异 性 . 

李 政 道 先 生 的 《统计 力学 ) 一 书 也 是 围绕 这 两 大 类 问题 展开 的 . 李 政 道 特别 指 
出 ,所谓 “Mayer 猜想 ”以 及 后 来 的 M.Born 和 K.Fuchs(1911~1988)(Proc. R. Soc. 
London Ser., 1938, Al166, 391), B. Kahn 和 G. E. Uhlenbeck (1900 ~ 1974) 
(Physica,1938,5,399) 的 "证 明 ? 都 是 错误 的 . 李 政 道 先 生 的 这 一 批评 意见 揭示 了 在 
“ 相 变 ”问题 中 仍 有 许多 未 知 的 东西 ,其 至 写 进 论文 或 书本 中 的 东西 也 不 一 定 全 对 . 

Pathria 举 出 “ 相 变 ”问题 的 典型 事例 是 :气体 的 凝聚 ,固体 的 熔化 ,液体 中 的 多 相 
共存 和 临界 现象 ,混合 物 和 溶液 中 的 “ 相 分 离 ”, 铁 磁 现 象 和 反 铁 磁 现象 ,4 转变 (如 合 
金 中 的 有 序 -无 序 转变 ,液态 HeI-HeII 转变 ,正常 材料 - 超 导 材 料 转 变 ) ,诸如 此 类 . 
在 这 第 二 类 问题 中 ,系统 的 大 量 微 观 组 元 之 间 呈 现 出 一 种 强烈 的 “合作 行为 "和 彼此 
相互 作用 的 趋势 ,而 这 种 “合作 行为 ”以 “转变 温度 ”或 “临界 温度 ”为 标志 . 与 这 种 “ 合 
作 现 象 " 相 关 的 数学 模型 极其 难 解 ,通常 使 用 硬 球 分子 模 型 和 只 考虑 “最 近邻 ” 格 点 
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之 间 的 相互 作用 这 两 种 近似 方法 来 处 理 . 

与 “ 相 变 ”问题 相关 的 是 “临界 现象 ”. 撤 开 人 类 关于 物质 三 态 变 化 的 早期 观测 不 
算 , 仅 仅 从 1869 年 T. Andrews(1813 一 1885) 发 现 “ 临 界 点 ”( 他 的 演讲 报告 题目 是 
“On the Continuity of the Liquid and Gaseous States of Matter”(“ 论 物质 液态 和 气 
仿 的 连续 性 ”))、1873 年 van der Waals 提出 非 理想 气体 状态 方程 以 来 ,对 “ 相 变 ”和 
“临界 现象 ”的 实验 和 理论 方面 的 研究 至 今 已 经 有 100 多 年 的 历史 . 

然而 ,正如 “ 相 变 ”本 号 是 存在 于 自然 界 中 的 “突变 ”一 样 ,“ 相 变 ” 的 研究 过 程 也 
经 历 过 许多 “突变 ”.“ 相 变 ” 理 论 的 研究 分 为 3 个 阶段 : 

在 1944 年 之 前 是 第 一 阶段 ,这 一 阶段 主要 是 各 类 近似 方法 的 研究 ,包括 1873 年 
van der Waals 用 “分 子 运 动 论 ”讨论 “ 气 - 液 相 变 ”和 “临界 点 ”问题 以 及 两 年 后 
Maxwell 用 “等 面积 法 则 ”对 此 讨论 的 修正 ,包括 1907 年 P. Weiss 提出 的 关于 “ 顺 磁 - 
铁 磁 相 变 ” 的 “分 子 场 ” 理 论 ,包括 1928 年 Gorsky 在 研究 “二 元 合金 “有 序 -无 序 相 
变 ” 时 引信 的 “有 序 度 ” 概 念 以 及 Bragg-Williams(W. L. Bragg,1890 一 1971; E.J. 
Williams, ) 在 此 基础 之 上 发 展 起 来 的 “长 程序 ?概念 ,包括 1934 年 Landau 关于 “二 
级 相 变 ?的 统一 描述 及 其 理论 .这 些 都 属于 所 谓 " 平 均 场 理论 ”. 

1944 年 L.Onsager(1903 一 1976) 关 于 二 维 “Ising 模型 > 精确 解 论 文 的 发 表 , 标 
志 着 “ 相 变 ” 理 论 的 研究 迈 信 了 第 二 阶段 .20 世纪 50 年 代 由 李 政 道 和 杨振宁 提出 的 
“ 李 - 杨 定理 ? 则 揭示 了 ”" 相 变 ” 问 题 的 本 质 以 及 “ 相 变 ”产生 的 机 制 .这 些 重要 的 进展 
彻底 否定 了 以 前 的 “平均 场 理 论 ”. 

20 世纪 60 年 代 发 展 起 来 的 B. Widom 的 “ 标 度 理论 ”和 Kadanoff (LL. P. 
Kadanoff,1937 一 ) 的 “ 标 度 变换 ?概念 ,以 及 20 世纪 70 年 代 K.G. Wilson(1936 一 ) 
动用 “量子 场 论 ” 中 的 “ 重 整 化 群 ” 手 段 于 统计 力学 的 做 法 ,象征 着 “ 相 变 ”理论 和 “ 临 
界 现象 的 研究 进入 了 第 三 阶段 .在 这 一 阶段 中 ,使 得 物理 学 家 有 可 能 从 微观 的 角度 
计算 “临界 指数 ”, 尽 管 人 们 对 它 背 后 的 物理 机 制 还 不 是 十 分 清楚 . 

“ 相 变 ”和 “临界 现象 ”是 物理 学 中 充满 挑战 ,难题 和 意外 发 现 的 领域 之 一 . 1911 
年 发 现 的 “ 超 导 电 ”现象 ,直到 1957 年 才 有 了 正确 的 理论 解释 .而 20 世纪 30 年 代 发 
现 的 “ 液 气 超 流 效 应 ”, 却 在 不 到 10 年 的 时 间 内 就 掌握 了 其 基本 规律 .但 是 当 人 们 用 
“ 超 流 ”和 “ 超 导 ” 的 经 验 来 预测 氨 的 男 一 种 同位 素 ? He 的 “ 超 流 ”性 质 时 , 却 让 实验 物 
理学 家 一 再 磁 壁 .而 当 人 们 已 经 失去 兴趣 、 不 再 专心 致 志 于 此 事后 ,突然 在 1971 年 发 
现 *He 具有 不 是 一 个 ,而 是 三 个 “ 超 流 相 ”. van der Waals 首先 提出 ,以 后 被 人 们 用 不 
同名 称 .不同 形式 发 表 了 多 次 的 “ 相 变 ”平均 场 理 论 ”, 在 20 世纪 后 半 叶 以 来 却 愈 来 
愈 与 精密 的 实验 相 违 , 最 后 竟 被 证 明 是 在 4 维 以 上 的 空间 才 正 确 的 理论 ( 乍 一 听 来 仿 
佛 不 可 思议 ). 近 些 年 来 ,粒子 物理 学 中 的 一 些 根本 问题 ,例如 “和 夸克 幽禁 ”问题 ,也 与 
“ 相 变 ”问题 扯 上 了 关系 . 

杨振宁 先生 说 :“ 在 (20 世纪 )30 年 代 中 叶 , 人 们 对 相 变 已 经 抱 有 极 大 的 兴趣 . 兴 
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趣 主要 是 由 冶金 学 引起 的 ,人 们 发 现 合 金 的 比 热 ,作为 温度 的 函数 ,表现 了 有 特点 的 
峰 状 .具体 地 ,例如 人 们 发 现 8 型 黄 铜 或 紫铜 - 锌 合金 的 比 热 ,作为 温度 的 函数 ,有 非 
常 尖 锐 的 峰 . 在 那 时 有 关 这 个 现象 占 支配 地 位 的 思想 可 以 用 平均 场 理论 来 描述 . 最 
有 名 的 平均 场 理论 是 Lawrence Bragg 和 Williams 理论 …… 但 是 很 快 地 ,大 家 认识 
到 平均 场 理 论 在 物理 学 思想 上 很 丰富 ,但 在 数学 严格 性 上 有 缺陷 .在 那 时 ,Joseph 
Mayer 是 哥伦比亚 的 一 位 年 轻 研 究 者 ,他 探索 了 这 个 问题 ,并 发 展 了 一 套 理论 ,这 个 
理论 后 来 被 称 为 Mayer 凝聚 理论 . 这 个 理论 在 物理 学 界 引 起 了 极 大 的 兴奋 .? 
有 关 “ 一 级 相 变 ”和 “二 级 相 变 ”的 区 别 , 可 参阅 表 4.1. 


表 4.1 “一 级 相 变 "和 "二 级 相 变 "的 区 别 


潜 热 和 体积 有 变化 无 变化 

ee en 宏观 状态 无 突变 , 微观 对 称 
宏观 状态 和 微观 对 称 性 “| 宏观 状态 有 突变 0 

亚 稳 态 和 两 相 共存 有 亚 稳 态 和 两 相 共存 无 亚 稳 态 和 两 相 共存 

Gibbs 自由 能 连续 ,其 一 阶 | Gibbs 自由 能 及 其 一 阶 导数 
Gibbs 自由 能 及 其 导数 导数 不 连续 连续 , 二 阶 导数 不 连续 


“二 级 相 变 ”和 “临界 现象 ”, 是 同一 件 事 的 不 同 说 法 . 

关于 “ 相 变 ”和 “临界 现象 ", 有 马上 上 庚 (Shang-Keng Ma) 先生 的 书 4Modern 
Theory of Critical Phenomena》(Benjamin, 1976) 可 资 参考 .马上 上 庚 先 生 的 这 本 专 
著 , 是 公认 的 权威 之 作 . 


4.1.2 平衡 态 统计 力学 的 3 个 步骤 


平衡 态 统计 力学 的 3 个 步 又 是 : 

(1) 将 物质 的 态 全 部 化 为 由 粒子 或 “ 准 粒 子 ” 组 成 的 “气体 ”, 在 “ 系 综 理 论 ” 中 写 
出 这 些 粒 子 或 “ 准 粒子 ”的 “Hamiltonian”e. 如 果 粒 子 或 “ 准 粒子 ”之 间 没 有 “ 显 关 
联 ”, 则 此 “Hamiltonian”e 既是 “系统 ”的 又 是 “单个 粒子 ”的 ;如 果 粒 子 或 “ 准 粒 子 ” 之 
间 存 在 “ 显 关联 ”, 则 此 “Hamiltonian”e 仅仅 是 “系统 ”的 .不 管 是 用 经 典 力学 还 是 量 
子 力 学 ,都 是 如 此 ,只 是 在 量子 力学 中 还 要 考虑 “Hamiltonian”e 与 “能 级 ”之 间 的 关 
系 .这 一 步骤 ,通常 被 称 为 “确定 物理 系统 的 能 谱 ”. 除了 少数 理想 系统 之 外 ,一 般 来 
说 ,“ 能 谱 ” 是 很 难 计算 的 .当然 这 种 困难 的 根子 在 经 典 力学 或 量子 力学 方面 ,而 与 统 
计 本 身 无 直接 关系 . 

(2) 第 二 步 是 对 所 有 的 “能 谱 ” 求 和 ,也 就 是 计算 统计 力学 的 “ 配 分 函数 ” 


Z(B) = |exp(- Be yD (eyde 
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其 中 当然 还 包括 计算 “状态 数 ”dQ (es) = D (e )de 或 “ 数 密度 ”D (es ) . 这 第 二 步 才 算 
得 上 统计 力学 . 
(3) 第 三 步 是 建立 统计 和 热力 学 之 间 的 联系 .与 在 概率 论 中 一 样 ,此 时 唯一 用 到 
的 数学 运算 是 微分 .在 “正则 系 综 ” 中 ,通常 用 “正则 配 分 函数 ”Z 与 Helmholtz 自由 
能 下 之 间 的 关系 
F=-In2 
B 
在 “ 巨 正则 系 综 ” 中 ,通常 用 “ 巨 正则 配 分 函数 ”Z 与 “热力 学 巨 势 ”J 之 间 的 关系 
__lnZ 
下 


作为 计算 其 他 热力 学 量 的 基础 . 除 此 之 外 就 是 炉 5 与 “正则 配 分 函数 ”Z 或 “ 巨 正 则 
配 分 函数 ”Z 之 间 的 关系 式 . 


4.1.3 ”统计 力学 能 否 描述 “ 相 变 ”? 


考察 一 下 平衡 态 统计 力学 的 3 个 步骤 很 可 能 使 人 对 “统计 力学 能 否 描述 相 变 ” 产 
生 严 重 的 怀疑 ,这 也 是 很 自然 的 事 .众所周知 ,指数 exp( 一 Be) 是 很 光滑 的 函数 . 计 
算 “ 配 分 函数 "时 对 大 量 的 状态 或 “能 级 ”积分 或 求 和 ,只 能 使 函数 变 得 更 光滑 .一 般 
而 言 ,统计 平均 总 是 打磨 原 有 的 参差 不 齐 , 使 结果 变 得 更 趋 平滑 .但 是 ,“ 相 变 ” 是 连 
续 性 的 中 断 , 是 无 穷 的 尖峰 和 有 限 的 跳跃 ,怎么 可 能 作为 不 断 光 滑 化 的 平均 结果 而 
得 到 呢 ? 

诚然 ,3 个 步骤 的 最 后 一 步 即 微分 ,可 以 使 得 函数 的 性 质 “ 变 坏 ”. 然 而 ,许多 物理 
学 家 认为 ,必须 是 配 分 函数 ”或 “Helmholtz 自由 能 ”( 或 “热力 学 巨 势 ”) 先 有 了 “ 毛 
病 ”, 才 能 通过 微分 揭示 出 来 .微分 是 暴露 奇异 性 的 手段 ,而 不 是 奇异 性 的 来 源 .这 席 
话 听 起 来 好 像 很 有 道理 . 

1937 年 11 月 在 荷兰 举办 了 纪念 van der Waals 诞辰 100 周年 的 国际 学 术 会 议 . 
会 上 爆发 了 关于 “统计 力学 能 和 否 描述 相 变 ”的 激烈 争论 .整个 上 午 争执 不 休 , 于 是 会 
议 主 席 H.A.Kramers(1894 一 1952) 将 问题 交付 “表决 2( 再 次 体现 了 “统计 来 自 政 
治 ”).… “表决 ” 的 结果 仍然 是 “No-Yes” 参 半 . 物 理学 家 做 事 向 来 十 分 幽默 . 

M. Born 和 KK. Fuchs 在 描述 这 次 激烈 争论 进而 评论 Mayer 理论 时 说 :“ 关 于 
Mayer 对 凝聚 现象 的 解释 是 否 正确 这 一 问题 的 激烈 争论 ,主持 人 对 这 一 点 提出 了 怀 
疑 .因为 很 难 理解 , 像 Mayer 提出 的 这 种 从 气态 出 发 的 近似 方法 ,怎么 能 够 导致 对 应 
于 凝聚 现象 的 等 温 曲 线 上 密度 的 不 连续 性 呢 ? 处 理 两 相 平衡 的 一 般 方 法 是 引入 两 
相 的 态 方 程 ,并 且 导 出 它们 的 共存 条 件 . 然而 ,Mayer 理论 却 没 有 做 这 类 事情 , 而 是 
按照 适当 的 权重 ,处 理 所 有 可 能 的 分 子 排列 ,好 像 只 是 单 相 一 样 .气体 分 子 怎么 能 够 
知道 它们 何 时 必须 凝聚 成 液态 或 固态 呢 ? Mayer 的 数学 方法 对 于 弄 清 这 一 点 来 说 


第 4 章 ， 相 变 理 论 和 临界 现象 275 


实在 是 太 复杂 了 .” 
会 上 的 这 些 反 对 意见 貌似 有 理 , 其 实 不 然 .后 来 的 发 展 说 明 ,包括 Kramers 本 人 
在 内 的 一 部 分 人 当时 所 持 有 的 观点 是 正确 的 :关于 “ 相 变 ” 的 信息 已 经 包含 在 统计 


“ 配 分 函数 ”之 内 ,只 有 在 取 了 “热力 学 极限 ”, 即 N>w%、V 一 而 “ 逆 保 持 有 限 ” 的 条 


件 下 ,尖峰 .断裂 等 等 突变 的 性 质 才 会 明确 地 显现 出 来 . 

例如 ,现在 回 过 头 来 看 ,在 “ 相 变 ”问题 中 经 常 出 现 的 “ 双 曲 正切 函数 "tanh (ax )， 
在 & 一 oo 的 情况 下 ,实际 上 就 是 O. Heaviside(1850 一 1925) 的 “ 阶 茎 函数 ”. 在“ 相 变 ” 
问题 中 经 常 出 现 的 “ 双 曲 正 制 函数 ”sech (ax) ,在 ao 的 情况 下 ,实际 上 就 是 P. A. 
M. Dirac(1902 一 1984) 的 8$ 图 数 .这 种 数学 结构 ,在 ” 非 线性 波动 "和 ” 非 线性 振动 ” 理 
论 中 是 经 常 出 现 的 . 类似 的 数学 结构 还 有 几 种 .因此 ,“ 相 变 ” 问 题 与 “ 非 线 性 ”问题 有 
关 , 是 不 稀奇 的 .那些 说 “微分 是 暴露 奇异 性 的 手段 , 而 不 是 奇异 性 的 来 源 " 的 人 , 实 
际 上 根本 不 懂 “ 非 线性 ”物理 ,其 思维 仍旧 停留 在 老 的 “线性 ”物理 的 阶段 . 

反 过 来 说 , 若 问 题 的 “ 配 分 函数 ”中 含有 “ 双 曲 正切 浮 数 ”tanh (ax)、“ 双 曲 余 切 沿 
数 ”coth(ax ) 或 “ 双 曲 正 割 函数 ”sech(ax ) 这 样 (或 者 类 似 的 数学 结构 ) 的 “项 ”, 则 问 
题 中 就 可 能 有 断裂 .尖峰 等 等 突变 的 性 质 . 


4.2 李 政 道 和 杨振宁 的 凝聚 理论 


4.2.1 李 政 道 关 于 "Mayer 猜想 的 评论 


在 及 . K. Pathria 的 《统计 力学 》 一 书 的 第 1 版 中 ,专门 有 一 节 介 绍 “Bose- 
Einstein 凝聚 ”的 “Mayer 凝聚 理论 ”( 在 《统计 力学 ) 一 书 的 第 2 版 中 已 删 去 这 一 节 ). 

“Mayer 凝聚 理论 ”是 J.E. Mayer 在 1937 年 提出 的 . 这 一 理论 是 从 气相 的 热力 
学 函数 导出 来 的 .在 推导 过 程 中 ,实际 上 已 隐 含 着 一 个 假定 , 即 , 相 变 对 应 于 这 些 热 
力学 函数 的 奇 点 ,而 液 相 可 以 通过 它们 的 解析 延 拓 被 获得 .Mayer 在 推导 过 程 中 所 
隐 含 的 这 一 假定 被 称 为 "Mayer 猜想 ”. M. Born 和 KK. Fuchs, 以 及 B. Kahn 和 G. 下 . 
Uhlenbeck 在 1938 年 的 “证 明 ? 说 的 是 : 若 * Mayer 猜想 ?正确 , 则 液 相 的 等 温 线 在 越 
过 凝聚 点 后 仍然 是 “平坦 ”的 ,从 而 不 能 给 出 正确 的 液 相 状态 方程 . 

相 变 现象 是 确 确实 实 存在 着 的 ,但 上 述 “ 基 于 ”Gibbs 统计 力学 的 “Mayer 猜想 ” 
和 BFKU“ 证 明 ” 却 反 其 道 而 行 之 ,这 无 疑 是 对 Gibbs 统计 力学 的 极 大 挑战 ,无 疑 是 
Gibbs 统计 力学 所 遇 到 的 极 基本 的 危机 . 若 所 有 的 液体 和 固体 的 状态 方程 不 是 气相 
的 解析 延 拓 , 则 液 . 固 . 气 三 者 之 间 是 何 关系 ? 

李 政 道 先生 在 其 《统计 力学 》 一 书 中 (注意 书 中 的 数学 符号 ,尤其 是 z 和 y) 对 此 
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评论 说 : 
一 -凝聚 现象 在 自然 界 中 是 普遍 存在 的 .前 面 讲 过 的 Bose-Einstein 凝聚 ,其 热 

力学 函数 具有 不 连续 性 . 
一 在 Bose 凝聚 理论 中 , 当 Vw 时 ,气体 就 可 用 位 力 展 开 写 成 妈 = 二 


?一刀 雯 年 ' 而 4 = /天 六 
一 不 难看 出 , z = 1 是 F(z)= 站 雪 的 奇异 点 ,同时 也 是 凝聚 点 . 这 就 使 得 
Mayer 在 20 世 纪 30 年 代 很 自然 地 提出 一 个 猜想 :对 非 理想 气体 , 当 达 到 平衡 时 ,有 以 
下 方程 : (BP)v = 2bi(V)y', (Pp)v = 2bi (Vy',z = exp(Bk), 而 y = i 
一 一 Mayer 认为 在 复 》 平面 内 , 当 VY 一 wm, bi(w) 存 在 , BP = bi oo) = 


zi 
本 


1? 


9 


Fly),p = y 9-FCy) 在 y = 0 附近 的 展开 是 解析 的 , 因此 沿 着 y 为 实数 之 0 的 轴 


延 拓 出 去 , 碰 到 z=1 的 奇异 点 , 则 此 奇异 点 也 是 系统 的 凝聚 点 . 

一 一 这 一 猜想 后 经 M. Born,K.Fuchs 以 及 B.Kahn 和 G.E.Uhlenbeck 分 别 做 
了 详尽 的 证明 ’” ,认为 这 一 猜想 是 正确 的 .遗憾 的 是 这 个 猜想 和 “证 明 ’ 都 是 错误 的 . 
本 章 的 讨论 是 基于 以 下 两 篇 文章 :Phys. Rev. ,87,404(1952) ;87,410(1952). 

一 一 事实 上 ,由 零点 沿 实 轴 碰 到 的 凝聚 点 与 奇异 点 无 关 . 可 能 早 在 奇异 点 之 前 
即 凝聚 了 . 

李 政 道 先生 的 评论 是 权威 的 ,因此 介绍 R.K. Pathria 在 《统计 力学 ) 一 书 第 1 版 
中 的 论述 已 经 显得 完全 没有 必要 了 .这 种 事 在 物 理学 的 发 展 史 上 常常 发 生 的 .所 以 ， 
对 书本 上 所 说 的 “不 可 不 信 , 也 不 可 全 信 ”! 

1951 年 , 李 政 道 和 杨振宁 发 表 了 两 篇 统计 力学 论文 ,首次 给 出 了 不 同 热 力学 函 
数 的 严格 定义 .在 此 基础 上 他 们 发 现 不 同 的 热力 学 函数 在 有 相 变 的 情况 下 是 不 可 解 
析 延 拓 的 . 李 政道 和 杨振宁 的 这 一 发 现 推 翻 了 Mayer-BFKU 建立 的 相 变 基本 观念 ， 
标志 着 相 变 问 题 严 格 求解 的 新 开端 . 李 政 道 和 杨振宁 的 这 两 篇 论文 ,现在 已 成 为 统 
计 力 学 中 的 经 典 文献 . 


4.2.2 李 政 道 和 杨振宁 的 相 变 理论 


李 政道 和 杨振宁 的 理论 清晰 地 表述 了 相 变 发 生 的 机 制 ,具有 局 发 性 的 意义 . 
1. 系 综 的 “ 巨 配 分 函数 和 热力 学 量 中 的 连续 和 不 连续 
若 系统 中 粒子 之 间 的 相互 作用 是 两 两 相互 作用 , 而且 
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[om CF 
eR (a<rsb) (4.1) 
0 (br;) 
式 中 a 相当 于 硬 球 的 直径 ,b 相当 于 相互 作用 的 最 大 范围 .换言之 ,粒子 之 间 存 在 一 
个 无 穷 大 的 “刚性 斥 力 心 ”及 一 个 “短程 的 吸引 势 ”. 于 是 , 系 综 的 “ 巨 配 分 函数 ”是 


Z(B,V,L) = 2 (2 exp HEY) [oxp{ - [> 2 十 Ducr)]) I apa 


= 5 (PHO) ,zo0p, Vy)= > Gs . Zu(B,V) (4.2) 


四 NA” 
式 中 
3N 
Z "(BA,V)= |exp[- p827uU(r)| [da 
i<j k=1 
》= 兰 = PF) (4.3) 


_ /2rBh’ 
ke Se 
式 中 z=exp(Cpn) =exp(- a) 为 “ 易 逸 度 ”,1 为 “ 热 波 长 ”. 


设 系统 的 体积 为 VY, 则 由 于 粒子 之 间 存 在 一 个 无 穷 大 的 “刚性 斥 力 心 ”, 硬 球 是 
不 可 压缩 的 ,因此 必然 存在 一 个 最 大 的 粒子 数 Nmx( 最 大 粒子 数 不 可 能 是 ww, 即 在 “ 刚 


性 斥 力 心 ”条 件 下 ,粒子 数 是 有 限 的 ), Nm 三 Cv 为 比 容 ) ,使 得 这 些 粒子 均 能 处 于 
体积 Y 内 .对 N 的 求 和 从 0 至 Nao 进行 . 

由 (4.2) 式 可 以 看 出 , 正 是 由 于 (在 “刚性 斥 力 心 "条件 下 ) 粒 子 数 是 有 限 的 , 故 
“ 巨 配 分 函数 ”2 可 以 被 展开 成 参量 y 的 Nws 阶 (有 限 项 ) 多 项 式 ; 


N 


二 ~ vU 
Z(B,V,y)= 2 (HF) ZN)= I+ Vt yr 人 ee) (4.4) 


N=0 


根据 多 项 式 定理 , Na 次 的 多 项 式 就 应 当 有 Nm 个 根 . 取 y; (i=1,2,*…，,Nmex) 
是 方程 
AY: At (4.5) 
的 Nmax 个 根 , 则 由 于 这 些 根 的 存在 使 得 “ 巨 配 分 函数 ”Z(4.4) 式 在 y 的 复 平面 内 可 
以 被 因 式 分 解 为 
Se TU (l=) (4.6) 


首先 ,在 (4.4) 中 ,由 于 系数 ( 马 ) 。 Zo 恒 为 正 , 故 在 物理 区 域内 若 当 y 是 正 实 
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数 时 , 则 Z 永远 不 为 零 , 而 方程 (4.5) 式 无 解 , 即 根 不 会 落 在 实 轴 上 .所 以 ,对 有 限 的 
Nmax，yi 必 不 可 能 是 正 实数 ,方程 (4.5) 式 必 不 可 能 存在 正 实 根 .换言之 ,所 有 的 根 只 
有 两 种 可 能 :要 么 是 负 的 实数 ,要 么 是 虚数 . 当 体 积 Y 增 大 时 , 根 的 数目 Nmax 也 将 增 
多 . 当 体 积 V 一 时 , 根 的 数目 Nnax->%; 由 于 2Z" 是 Y 的 函数 ,因而 有 可 能 出 现 某 些 
根 趋向 于 实 轴 的 情况 . 

XP( 一 


其 次 ,关于 粒子 数 的 平均 值 (N), 有 (注意 y 二 = 2 , 且 在 等 温 条 件 下 
4 不 变 ) 
anZ _ anZ 1 vZuCN) 
CN A F213 NT N (4.7) 
此 外 ,因为 J= - PV= -my, 所 以 
A y 
pP = 一 本 一 = 立 2onll 本 (4.8) 
而 关于 粒子 数 的 密度 (注意 此 处 的 2 不 是 “ 系 综 ” 的 数 密度 ) ,就 有 
_(N) 1anz ap) 1 1 y 
~ VV Yany any | Wad 
yi 


在 (4.4) 式 中 ,由 于 y 是 正 的 实数 而 (4.4) 式 的 系数 也 都 是 正 的 实数 ,因而 Z 必 
然 大 于 1. 并 且 根 据 上 述 (4.8) 式 计算 结果 可 知 ,ln 2Z 也 必然 是 解析 的 . 同时 ,根据 上 


述 (4.9) 式 计算 结果 可 知 ,= 二 同样 是 正 的 实数 ,而 且 在 物理 区 域内 同样 必然 是 解 


析 的 (因为 奇异 点 y= yi 不 在 物理 区 域内 ). 
第 三 ,同样 根据 上 述 (4.9) 式 的 定义 和 计算 结果 可 知 ,由 于 《N) 不 可 道 超过 


Nw， 并且 V 为 有 限 ,故人 Y 是 有 限 并 大 于 零 的 值 .换言之 ,在 物理 区 域内 p 之 0 并 


有 限 . 
第 四 ,有 


gln y 


下 


alny Vzolny W 方 ? 


a ok NZ CN) 二 2 
V3 A 


ap _ 11 32 L122Y 


= 让 (CN) - (N)2) = 二 ((N- (N))?) >0 (4.10) 
而 且 此 式 在 物理 区 域内 是 有 限 值 . 
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第 五 ,由 此 又 有 
(2 人 ) 
( 序 ) 二 全 站 0 (4.11) 
A(h 2 (ms 上 


即 PP 在 物理 区 域内 是 p= 二 的 解析 函数 ,当然 P 在 物理 区 域内 也 是 v 的 解析 函数 . 


于 是 ,很 清楚 :Q@ y; 隆 正 实数 ;@ 在 物理 区 域内 ,BP 是 y 的 实 的 \ 正 的 和 解析 的 
承 数 ,同时 2 也 是 y 的 实 的 、 正 的 和 解析 的 函数 ;@ 在 物理 区 域内 ,压强 P 是 比 容 


= 性 的 解析 函数 P= P(v,T). 由 此 得 到 结论 :容积 有 限时 ,与 奇 点 无 关 , 不 会 发 生 


“ 相 变 ”. 关于 这 些 , 尤 其 是 后 两 点 , 均 见 于 李 政 道 的 《统计 力学 ) 一 书 . 

当 出 现实 轴 中 有 (4.5) 式 的 根 的 情况 时 ( 即 存在 奇异 点 y= y; ,并 且 它 们 不 在 物 
理 区 域内 ) ,可 以 证 明 , 此 时 系统 将 出 现 *“ 相 变 ”. 设 有 一 个 奇异 点 yo 是 在 实 轴 上 的 根 ， 
则 在 y 二 yo 区 域 和 在 》 之 y 区 域 (在 y 的 复 平面 内 ,所 谓 y 二 yo 或 y 二 yo 中 的 y, 实 
际 上 指 的 是 y 的 绝对 值 或 “ 模 ”) ,系统 可 以 有 完全 不 同 的 性 质 .例如 ,压强 已 在 yo 点 
是 可 以 连续 的 ,但 密度 (或 体积 V) 或 压强 P 的 高 阶 微 商 在 yo 点 却 可 以 是 不 连续 的 . 

为 了 讨论 系统 中 出 现 的 “ 相 变 ”或 以 上 所 说 的 “不 连续 性 ”, 可 以 利用 “ 巨 配 分 函 
数 ” 与 热力 学 公式 之 间 的 关系 式 来 定量 地 说 明 . 在 体积 Y 一 co 时 ,可 求 得 压强 和 密度 
分 别 为 


BP = lim| In Z| 
) -a a (4.12) 
v= 各 = 如 [|y 序 (VIn2)] 


当然 ,一 般 说 来 ,(4.12) 式 中 的 算 子 lim 与 y 3 是 不 可 交换 ( 即 ,不 可 对 易 ) 的 . 然 


而 李 政道 和 杨振宁 证 明了 对 于 满足 (4.1) 式 的 特殊 的 二 休 势 , 算 子 jim 与 y 六 可 以 交 
换 ( 对 易 ). 证 明 (4.12) 式 需要 有 以 下 两 个 定理 . 

2， 两 个 定理 

定理 一 :对 所 有 之 0, 极 限 lim (是 科 ) = BP 存在 , 且 此 极限 与 体积 V 的 形状 无 


关 , 它 是 y 的 连续 的 单调 上 升 的 函数 . 
定理 二 : 令 R 为 复 y 平面 中 包含 部 分 实 轴 的 区 域 , 且 在 R 中 对 任何 体积 V 均 无 


方程 (4. 5) 式 的 根 , 则 在 体积 -~om 时 ,在 区 域 R 中 所 有 的 量 轩 ;如 和 


(» ey Zh,Y, n=1,2,.: co) 都 是 y 的 解析 也 数 .同时 ,在 R 中 ， 算 子 lim 
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各 (y 夯 )( = ji) .13 
定理 一 和 定理 二 的 证 明 亦 可 参阅 李 政 道 (统计 力学 ) 一 书 , 不 再 袭 述 . 
3. 由 两 个 定理 得 到 的 结论 
首先 ,应 用 定理 一 和 定理 二 ,可 将 (4.12) 式 改写 成 


1 
一 = y 闻 (BP) (4.14) 


(4.14) 式 说 明了 ,对 所 有 的 复数 y， 人 已 是 一 个 连续 范 数 .但 实际 上 压强 P 的 微 商 
只 是 在 正 实 轴 中 无 Z=0 的 根 的 区 域内 ( 即 在 物理 区 域内 ) 才 是 连续 函数 . 因此 , 当 在 

正 实 轴 中 有 2Z=0 的 根 ( 即 有 不 在 物理 区 域内 的 奇 点 ) 时 ,压强 PP 的 微 商 可 以 不 连续 . 
一 般 地 ,车 5 不 连续 , 则 系统 出 现 “ 一 级 相 变 ”; 若 所 不 连续 , 则 此 系统 出 现 “n 级 
相 变 ”. 

其 次 ,整个 系统 的 物理 图 像 是 :@ 当 体 积 Vw 时 ,车 在 正 实 轴 中 仍 不 出 现 Z =0 
的 根 ( 即 在 物理 区 域内 ), 则 由 定理 二 ,压强 P 及 其 各 级 微 商 均 连 续 , 系统 只 有 一 个 
相 , 不 出 现 “ 相 变 ”;@ 当 体 积 Y 一 co 时 , 若 在 正 实 轴 中 存在 一 个 根 y= yo( 即 有 不 在 物 
理 区 域内 的 一 个 奇 点 my) ,并 且 它 将 实 轴 附 近 分 割 成 两 个 区 域 Rl 和 R;( 记 住 y 是 复 
数 ) ,而 定理 二 分 别 在 区 域 R' 和 R; 中 成 立 , 则 对 y= yo( 在 复 平面 中 , y = yo 表示 一 
个 以 原点 为 圆心 .半径 为 yo 的 圆 ) ,由 定理 一 可 知 压 强 P(y) 连 续 , 但 其 微 商 可 以 不 
连续 ;此 时 该 系统 经 历 两 个 相 , 其 中 一 个 相 存 在 于 y 二 yo 区 域 , 另 一 个 相 存在 于 
y 二 yo 区 域 . 

第 三 ,可 以 证 明 , 当 y 从 y 二 yo 区 域 (物理 区 域 ) 经 过 y= yo( 奇 点 ) 到 达 yy 区 


域 (物理 区 域 ) 时 ,是 的 单调 上 升 函 数 .为 此 ,只 要 利用 


rai 2 (SS)]= BN - CN))’) (4.15) 
就 可 以 看 出 曲线 的 他 率 恒 为 正 , 即 二 是 单调 上 升 的 机 数 .然而 


y》 曲线 在 y= yo ee 此 即 典 型 的 “一 级 相 变 ”. 
ee y= yo 点 ( 奇 点 ) 压 强 P(y) 


oP a 
连续 ， 5 过 “不 连续 .“ 二 级 相 变 ”的 物理 图 像 亦 与 定理 
a Ke 


多 
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4. 实例 
在 李 政 道 先生 的 《统计 力学 ;一 书 中 讨论 了 以 下 实例 (一 个 数学 模型 ) 
多 = > (VV 为 整数 ) (4.16) 
式 中 的 y= 之 . 
yo 
因为 
lim 2 = ee (4.17) 
Vo V In(1+y)+lIny (y>1) 


ln(1 + y) (y=1) 
pp = | _ “ (4.18) 
ln(1+y)+lny (y>1) 
同时 
es 
l+y 
-3 人 
.工本 了 》 


考虑 到 ,由 (4.18) 式 ,在 y=1 点 压强 P 是 连续 的 ;而 由 (4.19) 式 , 比 容 v 在 y=1 点 
是 不 连续 的 .所 以 将 (4.19) 式 代入 (4.18) 式 以 消去 了 后 , 便 可 以 得 到 状态 方程 为 
V 


| (了 二 2) 
用 =jJn2 (2 之 V 之 名 ) (4.20) 
V(1-V) /2 1 
oy (eV 
其 P-V 曲线 图 是 典型 的 一 级 相 变 曲线 . 


5. 讨论 

(1) 李 政 道 和 杨振宁 的 “ 相 变 理论 ”中 最 重要 的 观念 和 提示 是 : 

首先 ,通过 状态 方程 也 可 揭示 出 “ 相 变 ”. 

其 次 ,“ 相 变 ” 的 存在 并 不 与 系统 的 Hamiltonian 及 统计 力学 的 一 般 公 式 相 矛盾 . 
第 三 ,“ 相 变 ” 的 发 生 , 与 在 体积 Vw% 的 极限 条 件 下 ,“ 巨 配 分 函数 ”Z 在 y 平面 


正 实 轴 上 的 零点 ( 奇 点 ), 或 “热力 学 巨 势 "/ (J= - 也 ) 在 y 平面 正 实 轴 上 的 极点 相 


联系 . 
第 四 ,“ 相 变 ” 的 性 质 决 定 于 压强 P(y) 在 零点 》 = yo( 奇 点 ) 处 的 解析 性 . 
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(2) 李 政 道 的 实例 (4.16) 式 仅仅 是 一 个 为 了 说 明 问 题 的 数学 模型 . 在 真实 的 统 
计 力 学 中 不 太 可 能 有 如 此 的 “ 巨 配 分 函数 "(这 种 以 体积 VY 为 指数 的 “ 巨 配 分 函数 ”很 
少见 ). 但 重要 的 是 其 启发 性 的 意义 :为 了 人 研究 " 相 变 ”, 物 理学 家 可 以 反 向 设计 使 热 
力学 量具 有 “尖峰 、 断 裂 等 等 突变 的 性 质 ” 的 “ 巨 配 分 函数 ”, 然 后 进行 模拟 真实 的 物 
理 问 题 , 并 且 在 不 断 的 修正 过 程 中 优化 这 些 “ 巨 配 分 函数 ”. 

R.KK. Pathria 认为 : 李 政 道 和 杨振宁 的 “ 相 变 理论 “确实 是 非常 普遍 的 理论 ”， 
“ 令 人 满意 的 是 ,基于 这 一 理论 所 得 到 的 物理 结论 与 基于 别 的 非 相 关 的 方法 所 得 到 
的 物理 结论 结果 是 完全 一 致 的 .” 、 


4.3 Ising 模 型 


4.3.1 lsing 模型 的 物理 学 史 


所 谓 "Ising 模型 ,是 一 种 模拟 “ 铁 磁 物质 ?在 “Curie 点 ”( “Curie 点 ”就 是 “ 铁 磁 
体 " 的 “临界 点 >; 临界 点 ?改名 为 “Curie 点 ”的 坏处 是 使 人 忘记 了 “ 铁 磁 相 变 ” 与 “ 气 
液 相 变 ”之 间 的 深刻 类 比 ) 附 近 随 温度 变化 而 产生 的 一 种 现象 的 模型 . 

铁 (Fe) \ 镍 (Ni) 等 “ 铁 磁 物 质 ” 在 低 于 某 一 “临界 温度 ”( 即 “Curie 点 ”) 时 ,会 “ 自 
发 磁化 ”. 换 言 之 ,在 没有 外 加 磁场 的 情况 下 ,它们 的 原子 “ 自 旋 ” 会 部 分 地 “自发 极 
化 ”, 从 而 在 外 部 呈现 一 个 磁场 . 当 温 度 升 高 到 “Curie 点 ”后 ,原子 “ 自 旋 ”的 “自发 极 
化 ”现象 突然 消失 得 无 影 无 踪 , 外 部 产生 的 磁场 也 随 之 消失 得 无 影 无 踪 .“ 铁 磁体 ”经 
历 了 “ 铁 磁 - 非 铁 磁 相 变 ”( 从 有 序 到 无 序 相 变 ) ,最 后 变 成 了 普通 的 “ 顺 磁 物 质 ”. 而 当 
温度 从 上 下 两 边 趋 近 “Curie 点 ”时 ,物质 的 磁化 强度 的 自然 对 数 将 趋向 无 穷 大 . 

“Ising 模型 "就 是 模拟 这 种 现象 的 最 原始 的 物理 模型 , 它 不 仅 包含 了 “ 铁 磁体 ” 微 
观 结构 的 最 基本 的 特点 ,而 且 还 可 以 被 用 于 模拟 "二 元 合金 ”的 “有 序 -无 序 相 变 ”、 
“ 格 气 ”“ 气 - 液 相 变 ” 等 一 系列 问题 . 

为 了 解释 “ 铁 磁 相 变 ”, 德 国 物 理学 教授 W. Lenz 于 1920 年 在 (物理 学 杂志 》 
(ZZ. Physik,1920,21,613) 上 提出 了 一 个 简单 的 模型 .后 来 ,他 将 这 一 模型 交 给 其 学 
生 E. Ising(1900 一 1998) 去 做 博士 论文 . Ising 的 博士 论文 1925 年 也 发 表 在 《物理 学 
杂志 》(Z. Physik,1925,31,253) 上 .这 些 故 事 发 生 在 物理 学 家 理解 “热力 学 极限 ”的 
意义 之 前 . 

E.Ising 文章 发 表 初 期 , 被 引用 率 极 小 , 其 中 最 重要 的 引用 可 能 是 在 
W. Heisenberg1928 年 一 篇 论文 的 引言 中 ;因为 一 维 *Ising 经 典 模型 ”中 没有 相 变 ， 
Heisenberg 由 此 作为 引入 量子 模型 的 依据 . Heisenberg 模型 所 引发 的 统计 模型 和 可 
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积 系统 的 研究 ,至 今 方 兴 未 艾 、 人 硕果 累累 . 

许多 统计 力学 模型 的 做 法 ,都 是 完全 回避 “统计 力学 3 个 步骤 ”中 的 第 一 步 即 “ 确 
定 物理 系统 的 能 谱 ” 这 一 步 ,而 将 重点 放 在 第 二 步 即 “ 计 算 统 计 力学 的 配 分 函数 ”上 . 
原因 是 “确定 物理 系统 的 能 谱 ” 实 在 不 易 , 很 难 找到 一 种 真实 同时 又 很 简单 的 物理 事 
例 ,因此 只 好 采取 “ 反 推 "的 方法 .4.2 节 " 李 政道 和 杨振宁 的 凝聚 理论 ?就 是 这 么 干 
的 .而 “Ising 模型 ?倒是 完成 了 “确定 物理 系统 的 能 谱 ” 这 一 步 , 因 此 意义 重大 . 

现在 已 经 知道 ”Ising 模型 ”的 理论 意义 和 实际 意义 , 远 远 超出 了 它 的 提出 者 当 
年 的 认识 . 它 可 以 相当 好 地 描述 或 模拟 各 向 异性 很 强 的 磁性 晶体 (如 反 铁 磁体 “ 锁 铝 
石榴 石 ”). 它 是 一 大 类 “ 相 变 现象 "的 代表 ,而 且 还 有 助 于 理解 “量子 场 论 ” 中 的 一 些 
根本 问题 . 

模型 虽然 简单 ,但 是 求解 却 极其 困难 .E. Ising 本 人 在 1925 年 证 明 , 自 由 度数 
d = 1 时 它 没有 “ 相 变 ”. 当然 ,他 还 列举 了 一 些 似是而非 的 论据 , 错误 地 断言 在 4 三 2 
时 也 没有 “ 相 变 ”. 换 言 之 ,“Ising 模型 "当时 被 E. Ising 本 人 否定 了 . 

事 隔 11 年 ,英国 物理 学 家 R.E. Peierls(Proc. Camb. Phil. Soc. ,1936 ,32 ,471; 
477) 从 物理 学 角度 考虑 指出 ,“Ising 模型 ?在 d =2 时 应 当 有 “ 相 变 ”. Peierls 的 想法 ， 
目前 已 经 发 展 成 为 统计 模型 理论 中 的 一 个 专门 的 分 支 , 即 不 去 正面 求解 这 些 艰难 的 
模型 ,而 是 去 严格 地 求证 “ 相 变 ”存在 不 存在 的 定理 . 

1941 年 , H. A. Kramers 和 G. H. Wannier (Phys. Rev. ,1941,60,252; 263) 从 
“对 称 性 ”考虑 出 发 ,严格 算出 d =2 的 “正方 唱 格 ”上 Ising 模型 的 “ 相 变 点 ?是 


7 tanh (地 ) 一 v2 — L= 0.4142…: (4.21) 


1944 年 工 .Onsager(1903 一 1976)(Phys. Rev. ,1944,65,117) 发 表 了 “二 维 Ising 
模型 ”的 精确 解 . 他 计算 了 “各 回 异 性 ”( 即 平行 方向 与 垂直 方向 的 相互 作用 强度 J 天 
了 ) 的 长 方 格子 . 李 政 道 先 生 说 ;他 是 在 Kramers 和 Wannier 工作 的 基础 上 做 出 
的 . "Onsager 的 解法 中 使 用 了 复杂 而 精巧 的 数学 技法 ,具有 重要 的 物理 学 史 意 义 . 杨 
振 宁 先生 称 之 为 “一 件 令 人 拍案 叫绝 的 杰作 ”. 由 Onsager 的 解法 现在 已 经 发 展 出 多 
种 更 为 简捷 的 推导 方法 .有 一 篇 论文 的 题目 就 叫做 “Ising 模型 的 第 399 种 解法 ”. 

杨振宁 先生 回忆 说 : 我 在 中 国 昆 明 的 时 候 , 从 硕士 论文 导师 王 竹 溪 先 生 口中 第 
一 次 听 到 Onsager 整个 名 字 . 20 世纪 30 年 代 , 王 先生 在 英国 剑桥 跟 R. H. Fowler 学 
习 有 序 -无 序 牙 迁 .1944 一 1945 年 的 一 天 他 告诉 我 ,Onsager 已 经 找到 了 二 维 空间 
Ising 模型 的 严格 解 . 王 先生 是 一 位 安静 、 保 守 的 人 ,那天 他 却 显得 非常 兴奋 . 半 个 世 
纪 后 的 今天 ,我 仍然 能 够 记得 他 告诉 我 Onsager 的 论文 时 那 种 仰慕 与 兴奋 的 口气 . 
后 来 我 找 了 那 篇 论文 来 细 读 ,可 是 始终 不 明白 Onsager 的 方法 .他 似乎 总 是 喜欢 计 
” 算 对 易 式 ,而 从 不 解释 为 什么 要 这 样 做 …… 可 是 偶然 地 在 1949 年 11 月 里 的 一 天 , 通 
过 与 Luttinger(J.M. Luttinger) 的 谈话 ,我 得 知 一 个 新 的 Onsager-Kaufman 方法 极 
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大 地 简化 了 Onsager 的 论文 …… 就 这 样 , 我 终于 明日 了 Onsager 的 方法 .” 

杨振宁 先生 说 :“ 一 个 努力 是 去 学 懂 Lars Onsager1944 年 的 文章 .这 篇 文章 漂亮 
地 .出 人 意料 地 解决 了 二 维 Ising 模型 . 这 篇 文章 很 难 读 懂 ,因为 文章 中 没有 叙述 求 
解 的 战略 思想 , 它 仅 仅 详 细 地 叙述 了 一 步 步 的 步骤 , 读 这 篇 文章 ,我 感到 被 牵 着 鼻子 
转圈 ,直到 解 突然 掉 出 来 .这 是 一 个 使 人 注 吕 的 经 历 .然而 回想 起 来 ,这 个 努力 没有 
日 费 , 完 全 没有 白费 …… 一 位 同 我 一 样 的 博士 后 研究 员 , 向 我 叙述 了 Bruria 
Kaufman 的 文章 .这 篇 文章 极 大 程度 地 简化 了 Onsager 方法 的 代数 ,对 整个 思想 给 
出 了 一 个 清晰 的 简单 的 战略 方针 . 由 于 我 对 Onsager 的 文章 很 熟悉 ,很 快 地 领会 了 
这 个 新 观点 . 到 达 研 究 所 后 ,我 导出 了 基本 的 步骤 ,并 日 非 常 高 兴 完 全 理解 了 
Onsager 方法 .” 

杨振宁 先生 还 说 过 ,他 关于 Onsager 方法 的 计算 是 他 “一 生 中 最 漫长 的 一 个 计 
算 ”， 好 几 次 我 差不多 要 洗手 不 干 了 ,但 每 一 次 总 有 些 什么 东西 把 我 拉 回 来 > “经 过 
大 约 6 个 月 的 断断续续 ,终于 ,所 有 的 片段 突然 融合 在 一 起 ,产生 了 奇迹 般 的 各 项 相 
消 的 情形 .我 眼睁睁 地 有 盯 着 出 奇 的 简单 的 最 后 结果 .” 

杨振宁 先生 又 说 :“ 我 也 一 直 不 明白 为 什么 Onsager 在 1944 年 的 论文 里 做 了 那 
么 多 commutator 的 计算 .最 后 于 1965 年 3 月 在 肯塔基 州 的 Lexington 机 场 从 
Onsager 自己 的 口中 才 得 知 其 秘密 :通过 对 角 化 2xo,3xo,4xo,5xo,6Xxo 唱 格 
的 转移 矩阵 的 经 验 , 他 看 清楚 了 转移 矩阵 隐藏 着 一 个 乘积 结构 .那些 commutator 计 
算 就 是 为 了 寻找 此 乘积 . ”那天 Onsager 的 情绪 很 好 ,打开 了 话 匣 子 .Onsager 说 ,他 
离开 欧洲 到 美国 之 际 , 听 说 有 人 把 两 根 一 维 链 连 成 一 架 梯子 ,还 可 以 精确 求解 .于 是 
试 着 把 3 根 .4 根 .5 根 一 维 链 横着 连 起 来 ,计算 出 配 分 函数 .一 直 算 到 7 根 , 就 悟 出 一 
般 算 法 , 遂 写 成 了 文章 . 

“Onsager 解 ” 的 最 大 特点 是 “ 比 热 * 奇 异性 表现 为 无 穷 的 “对 数 尖 峰 ”, 而 不 是 “ 平 
均 场 理论 ?给 出 的 有 限 “ 跳 跃 ”. 20 世纪 70 年 代 以 来 ,对 于 吸附 在 固体 表面 上 的 单 原 
子 层 的 有 序 无 序 相 变 ” 作 过 一 些 精细 的 测量 ,其 “ 比 热 ” 奇 异性 与 Ising 模型 的 计算 
结果 经 历 了 “符合 一 一 不 符合 一 一 符合 ”的 戏剧 性 过 程 . 

严格 的 “Onsager 解 ” 发 表 之 后 , 刚 从 二 次 大 战 时 期 的 应 用 人 研究 转 回 到 基本 问题 
的 理论 物理 学 家 花 了 好 几 年 的 时 间 来 消化 他 的 精神 和 技巧 .可 能 由 于 人 们 的 平均 智 
力 水 平 不 相 上 下 的 缘故 ,1950 年 在 不 同 的 杂志 上 同时 出 现 了 至 少 6 篇 论文 ,推广 
Onsager 的 解法 来 严格 求解 平面 的 三 角 或 六 角 格 子 .结果 多 少 有 点 令 人 失望 :“ 比 热 ” 
奇异 性 都 是 对 数 型 的 发 散 , 唱 格 对 称 对 于 “临界 行为 ”似乎 没有 多 大 影响 .后 来 人 们 
才 逐 渐 明 白 , 这 正 是 " 普 适 性 ”的 表现 之 一 . 

“二 维 Ising 模型 "的 精确 解 是 统计 力学 的 重大 成 就 . 它 表 明 应 用 统计 力学 的 原 
则 和 方法 可 以 用 来 解释 “ 相 变 ”. 同 时 ,由 于 “二 维 Ising 模型 > 的 精确 解 可 以 被 用 于 描 
述 “ 相 变 ”, “平均 场 理论 ”和 “Bragg-Williams 近似 ”因而 被 基本 否定 . 
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L. Onsager 本 人 很 早 就 知道 ,他 的 方法 解决 不 了 “三 维 Ising 模型 ”. 许 多 人 对 求 
解 “ 三 维 Ising 模型 "倾注 了 巨大 的 热情 、 作 了 各 种 各 样 的 尝试 , 几 度 有 人 曾 宣称 得 到 
了 结果 ,然而 最 后 都 被 证 明 是 错误 的 .年 轻 的 Luttinger 曾 写 信 给 Onsager, 想 用 他 的 
方法 求解 三 维 问题 ,以 作为 博士 论文 .Onsager 回信 说 :“ 用 我 的 方法 解决 三 维 Ising 
模型 的 可 能 性 等 于 零 .”1950 年 代 初 ,在 一 次 国际 会 议 上 有 人 写 出 了 三 维 问题 的 
“ 解 ”. Eliott 立即 从 座位 上 跳 起 来 说 , 那 不 可 能 是 对 的 .同一 时 期 有 流言 盛传 ,说 一 位 
年 轻 的 英国 人 John Maddox 解决 了 三 维 问题 .直到 Onsager 专程 去 了 一 趟 英国 , 传 
言 才 销声匿迹 . ( 那 位 Maddox 在 失望 之 余 , 放 弃 物 理 , 改 做 科学 记者 ,最 终 成 功 地 担 
任 了 许多 年 (自然 ) 杂 志 的 主编 .)1978 年 曾经 传闻 ,理论 物理 尖子 之 一 ,前 苏联 的 
Polyakov 解决 了 三 维 问题 ,但 不 久 就 烟消云散 了 (Polyakov 后 来 转 去 改 做 “量子 引 
力 ”) .至 今 三 维 Ising 模型 仍 是 一 块 哨 不 动 的 “硬骨头 ”. 中 国学 者 郝 柏林 说 :然而 半 
个 多 世纪 以 来 一 直 未 能 严格 计算 出 更 为 实际 的 三 维 Ising 模型 ,甚至 连 解决 途径 也 
不 清楚 . ”也 许 , 先 要 解决 四 维 空间 中 的 Ising 模型 ,再 降 回 到 三 维 空间 中 来 .或 许 有 
这 种 可 能 吧 ? 这 一 留 了 60 多 年 的 悬念 ,仍然 是 一 个 伐 有 兴味 的 数学 难题 

关于 “二 维 Ising 模型 ”的 其 他 严格 结果 ,其 曲折 发 展 历史 至 今 尚 未 完全 结束 . 对 
“临界 现象 ”的 研究 就 是 这 种 发 展 趋 势 之 一 . 

1949 年 在 一 次 国际 学 术 会 议 的 讨论 中 ,L. Onsager 在 黑板 上 随手 写 下 了 “平均 


磁化 强度 ”与 温度 之 间 的 关系 ,从 中 看 出 “临界 指数 ”8 = 言 , 它 不 同 于 “平均 场 理论 ” 


的 B= 去 .Onsager 是 怎样 得 到 这 一 结果 的 ,将 永远 是 一 个 不 解 之 谜 ,因为 直到 1976 
年 逝世 他 都 没有 发 表 自己 的 计算 过 程 . 现在 已 知 的 第 一 个 详尽 的 推导 ,是 杨振宁 先 
生 在 1952 年 发 表 的 . 所 以 ,通常 都 承认 B= 二 是 杨振宁 先生 的 贡献 


1967 年 吴 大 峻 (1933~ ) 等 人 又 求 得 决定 “磁化 率 ”发 散 的 “临界 指数 "7 = 了 


(在 “平均 场 理 论 ” 中 y=1).20 世纪 70 年 代 以 来 , 吴 大 峻 及 其 合作 者 们 ,严格 地 算出 
了 一 批 “ 关 联 函 数 ?的 解析 表达 式 , 发 现 它 们 满足 某 些 “ 非 线性 微分 方程 ” 

统计 模型 的 严格 解 与 “ 非 线 性 微分 方程 > 之 间 的 微妙 关系 正在 被 从 各 种 不 同 的 
角度 揭示 出 来 ( “对 数 尖峰 ?的 数学 形式 就 是 某 些 “ 非 线 性 微分 方程 的 精确 解 ). 目前 
人 们 有 关 这 方面 的 知识 仅仅 是 “冰山 一 角 ”. 


4.3.2 lsing 模型 的 配 分 函数 


1. Ising 模型 的 能 谱 
第 一 步 , 计 算 Ising 模型 的 能 谱 . 
按照 Lenz-Ising 模型 , 若 唱 格 的 每 个 格 点 直上 有 一 个 自 旋 ci, 则 它 可 以 被 取 为 
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上 (ci=+l) 下 (ci= 一 1) 两 种 状态 .一 个 具体 的 微观 状态 , 系 指 , 在 每 个 格 点 上 自 旋 
oi 取 二 即 

o = (olyoz，…ON)} (4.22) 
因为 N 个 格 点 上 每 个 自 旋 ci 都 可 以 取 2 种 状态 ,所 以 就 有 2” 种 状态 . 

现在 作 近似 处 理 : 只 考虑 最 相 邻 格 点 之 间 的 相互 作用 .这 有 点 类 似 于 在 处 理 “ 非 
理想 气体 ”时 只 考虑 粒子 之 间 的 “两 两 相互 作用 ”那样 . 

为 了 解释 “ 铁 磁性 ” ,应当 认为 两 个 相 邻 的 自 旋 在 平行 时 能 量 最 低 , 令 其 等 于 一 J 
(对 应 于 反 铁 磁体 ). 而 自 旋 在 反 平行 时 能 量 最 高 , 令 其 等 于 + J( 对 应 于 铁 磁 体 ) . 正 
数 是 自 旋 之 间 的 (与 交换 积分 成 正比 的 )“ 相 互 作 用 强度 ”. 如 果 再 考虑 外 磁场 的 
“Zeeman 能 ”(P. Zeeman,1865 一 1943) , 则 能 谱 问题 就 算 完全 解决 了 . 

对 于 晶 格 上 任何 一 种 具体 的 自 旋 o 的 分 配方 式 , 其 能 量 (Pathria 说 :为 了 研究 
Ising 模型 的 统计 力学 性 质 ,我 们 可 以 忽略 与 点 阵 座 相 联 系 的 原子 的 动能 , 因为 相 变 
现象 本 质 上 是 原子 之 间 的 相互 作用 能 的 结果 .在 相互 作用 能 中 ,我 们 又 可 以 仅 考 虑 
最 近邻 格 点 的 贡献 ,希望 其 余 的 贡献 并 不 影响 定性 的 结果 .”) 就 是 


U(oD)= J Oyo -pmB (4.23) 
式 中 ( 立 ) 表 示 对 所 有 的 最 近邻 求 和 , 刀 为 外 磁场 ,4 为 与 自 旋 相对 应 的 磁 矩 .在 有 些 
文献 中 ,将 (4.23) 式 写成 Cai) = - 立 症 vioi - 方 |8 [BS) ci， 实际 上 并 无 原则 


性 差别 . 

上 述 (4. 23) 式 的 形式 ,使 人 们 很 容易 联想 起 U (o;) 的 Taylor 展开 或 
MacLaurin 展开 (C. MacLaurin,1698~1746) 的 前 两 项 .实际 上 ,在 R.J. Baxter( 杨 
振 宁 先生 认为 R.J. Baxter 是 继 工 . Onsager 之 后 第 二 个 “认真 解 统计 力学 模型 的 
人 ”) 的 《Exactly Solved Models in Statistical Mechanics》(Academic Press,1982) 一 
书 中 已经 提 到 了 所 谓 “ 三 自 旋 模型 ”, 其 “相互 作用 势能 ”是 

U =- 4 aigjak (4.24) 


它 可 以 被 理解 为 Taylor 展开 或 人 展开 的 第 三 项 . 

从 以 上 的 计算 结果 ,尤其 是 二 维 Ising 模型 的 计算 结果 ,可 以 分 析 得 出 “相互 作 
用 势能 ”的 主要 部 分 ,也 就 是 在 研究 “ 相 变 理论 ”中 最 值得 重视 的 部 分 ,或 在 计算 过 程 
中 最 有 可 能 引发 出 困难 的 部 分 ,不 是 (4. 23) 式 等 号 右边 的 “线性 项 ”( 第 二 项 ) ,而 是 
等 号 右边 的 “ 非 线 性 项 ”( 第 一 项 ). 当然 , (4. 24) 式 比 (4.23) 式 等 号 右边 的 “ 非 线性 
项 "(第 一 项 ) 更 难处 理 , 然 而 其 重要 性 却 比 不 上 后 者 (因为 两 个 相 邻 格 点 的 自 旋 之 间 
的 相互 作用 在 数量 级 上 较 强 ). 

2. Ising 模型 的 配 分 函数 

第 二 步 ,计算 Ising 模型 的 配 分 函数 . 
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将 2* 种 状态 的 贡献 进行 相 加 ,就 得 到 系 综 统 计 的 “ 配 分 函数 ” 
Zv = >,exp[- BU(Cc)] (4.25) 


即 
N 
Z" = D>) exp[ -PB(- JY)oi0) -~ HBY)o:) | (4.26) 
{oi 》 ( 沪 ) i=1 


然而 ,(4.26) 式 仅仅 是 Ising 模型 配 分 隔 数 的 “隐形 式 ”, 因 为 Ising 模型 还 应 有 
符合 物理 内 涵 的 “边界 条 件 ”. 根 据 符合 物理 内 涵 的 “边界 条 件 ”, 将 “ 配 分 函数 ”Z7 写 
成 “ 显 形式 ”以 便 求 得 热力 学 量 , 被 称 为 “Ising 模型 的 精确 解 ”. 

3. 一 维 Ising 模型 的 精确 解 

关于 一 维 Ising 模型 的 精确 解 ,1941 年 H. A.Kramers 和 G. H.Wannier 的 解法 
以 及 1953 年 G.F.Newell 和 E.W.Montrolld(Rev.Mod.Phys. ,1953,25,353) 的 解 
法 可 能 是 最 简单 的 . 下面 介绍 的 内 容 可 在 R.J. Baxter 的 《Exactly Solved Models in 
Statistical Mechanics》 一 书 中 找到 . 

将 一 维 唱 格 想 象 为 一 个 封闭 的 “ 环 ”, 由 于 每 一 个 自 旋 只 有 两 个 近邻 ,因而 其 周 
期 性 边界 条 件 为 

ON+1 = 01 (4.27) 
因为 将 在 Nw 极限 条 件 下 讨论 热力 学 性 质 , 而 边界 效应 对 热力 学 问题 没有 影响 ,所 
以 这 种 选择 不 会 影响 其 最 后 结果 
由 (4.27) 式 ,可 将 (4.23) 式 写成 对 称 的 形式 , 即 


N N 
U(oc;)=— 1 HB >，ai 
i=1 i=1 


N N 
=— J oom -4B (oi + oin) (4.28) 
i=1 i=1 
而 相应 的 “ 配 分 函数 ”(4.26) 式 则 成 为 
N 
A == 之 多 > exp18>， | Jeen 十 #4BCo 让 in) | 


=+1l ow=+] i=1 


2) Texp|e | Jeen * 34Bo 和 om) | (4.29) 


= 土 上 on = +1i=1 


引入 和 矩阵 a( 在 求解 Ising 模型 时 ,应 用 矩阵 法 是 最 为 简单 的 和 最 为 直观 的 ) ,其 
矩阵 元 被 定义 为 


(oil ja lc = exp|8| Joioin 后 FuB (a * i) | (40 
因为 ci = 土 1,oi+1 = 土 1 都 是 两 个 态 , 所 以 a 是 2x2 和 矩阵 : 


(oil =+1l1|aloi =+1)» ep 
二 
(oil =-l1|algo. =+1) (oil =—-l1|alo =- 1)» 
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_ 人 + HAB)] exp[— BAB/] 
exp[ — BJ] exp[ B(J - 1B)] 
于 是 “ 配 分 函数 ”(4. 29) 式 被 改写 为 
区 有、 站 


ol 三 土 ] on = 十 


(4.31) 


= 2 (a | ar|o) = Tr(a”) (4.32) 
式 中 Tr 表示 和 矩阵 的 迹 . 
将 和 矩阵 a 对 角 化 , 令 
_ /exp [LB(J + 4B)] exp[- PB] 2 
(eec- BJ] exp[B(J 一 oj lo on 
则 由 “ 久 期 方程 ” 
exp[B(J + HB)]- 和 exp[- AB] ] 
exp[— BAB] exp[B(J -ApB)]- 21 be 
或 
A* — 2Acosh(BuB)exp(BI)+ 2sinh(281)= 0 (4.35) 


可 得 矩阵 a 的 “本 征 值 ” 为 
A:= 却 [2exp(BI)cosh( BuB)+ VIexp (aD) com PnB) sinh doa) ] 


= exp(B/)L cosh(BuB)+ Veoshi (BuB)— 2exp(— 2B] )sinh (28) ] (4.36) 
其 中 44;>4-. 


0 
将 (4.33) 式 a= ，) 和 (4.36) 式 代入 (4.32) 式 ,得 到 “ 配 分 函数 ”的 “ 显 形 
式 ” 为 
Z"(p,B)= TrCar) = AN+ as= a {1+ (A) ] (4.37) 
L pp 
从 而 


lim 
Nm 


= Bl + InLeosh(BuB)+ Veosh’ (BuB)— 2exp(— 28) )sinh 287) | (4.38) 
4. 一 维 Ising 模型 的 Helmholtz 自由 能 和 总 磁化 强度 
第 三 步 ,计算 一 维 Ising 模型 的 热力 学 量 . 
一 维 Ising 模型 的 Helmholtz 自由 能 和 总 磁化 强度 可 以 从 (4.38) 式 得 到 


F(B,B) _ 1 InZ"(p,B) 
N 有 N 


Se 方 In[coshCBpB)+ cosh? (BLB) — 2exp( ~ 2B] sinh C2R]) J(4.39) 


U 
InZ (pb,B) 8) 二 ln A+ 
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MB,B) = -二 (2 -sinhCBnB) (4.40) 
N N\ 9B /se Vexp(- 4B])+ sinh’ (BuB) 


由 (4.40) 式 可 以 看 出 ,对 任何 的 T 放 0, 总 有 
MCT,0) = 0 (对 任何 的 TT 二 0) 


亦 即 “一 维 Ising 模型 "不 存在 自发 磁化 ,不 会 出 现 铁 磁 性 ,也 会 不 出 现 由 铁 磁性 到 顺 
磁性 的 “ 相 变 ”. 

就 物理 问题 而 言 ,任何 温度 下 自 旋 的 平均 取向 由 两 种 对 抗 的 因素 相互 竞争 来 决 
定 , 即 能 量 倾 向 于 取 极 小 而 粹 倾向 于 取 极 大 (使 Helmholtz 自由 能 取 极 小 ). 对 于 “一 
维 Ising 模型 ”, 由 于 近邻 数 低 , 使 自 旋 排 在 相同 方向 的 倾向 不 足 于 抗衡 使 炉 取 极 大 
的 倾向 ,结果 便 是 在 任何 有 限 温 度 的 条 件 下 都 不 能 形成 自发 磁化 的 铁 磁 态 . 这 就 是 
对 “一 维 Ising 模型 ”不 存在 自发 磁化 的 物理 学 解释 . 

5. 二 维 Ising 模型 精确 解 的 主要 结果 

“二 维 Ising 模型 精确 解 的 计算 相当 元 长 和 复杂 ,在 4.4 节 中 将 作 全 面 介 绍 .在 
黄 殉 逊 (Kerson Huang) 的 《Statistical Mechanics》(2nd ed. ,John Wiley & Sons， 
1987) 和 李 政 道 的 《统计 力学 》 一 书 中 也 有 详细 的 推导 过 程 ( 形 式 上 与 本 书 稍 有 差 
别 ) ,可 参阅 .更 详细 的 介绍 在 B. M. McCoy 和 Tai Tsun Wu( 吴 大 峻 ) 的 《The Two- 
Dimensional Ising Model》(Harvard University Press,1973) 一 书 中 有 . 

杨振宁 先生 在 谈 到 “二 维 Ising 模型 ”的 精确 解 时 说 :“Onsager 对 二 维 Ising 模型 
的 美妙 解 , 在 数学 上 是 很 卓越 的 .然而 在 40 年 代 和 50 年 代 中 ,Onsager 解 被 看 作 是 
不 具有 实际 物理 内 容 的 数学 探 奇 .在 那些 日 子 里 ,人 们 谈论 着 ' 感 染 Ising 病 ”. 到 60 
年 代 , 这 种 感觉 消失 了 ,当时 已 较 清楚 , 液 气相 变 的 格 点 气体 描述 的 确 抓 住 了 奇异 性 
的 许多 本 质 特征 .” 

设 二 维 平面 上 的 正方 格子 点 阵 ,由 n 行 m 列 组 成 ,共有 N =nX m 个 格 点 .每 
个 格 点 上 有 一 个 自 旋 of? (i=1,2,…,m;k=1,2,…,n). 

相当 于 (4.27) 式 的 周期 性 边界 条 件 为 


(n+l) — (1) 
了 


oO Oi 


(om = ofl") 7 
而 相当 于 (4.28) 式 的 相互 作用 势能 对 每 个 k 是 
ul(ol’’)=— 1 Dold — Ba (Kk = 1,2,..…,78 (4.42) 
相互 作用 势能 对 整个 格子 则 是 和 
U(50 ,SD 5 ) = D) Pe & (3 ) (4.43) 


从 而 相当 于 (4.29) 式 的 “ 配 分 函数 ” 变 成 
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Zu(B,B)= 2 exp(- BY Cuda FrD )+ (5 )]} (4.44) 


经 过 宛 长 和 复杂 的 计算 ( 见 4.4 节 ) ,二 维 Ising 模型 在 正方 形 唱 格 、 零 磁场 条 件 
下 ,每 个 自 旋 的 Helmholtz 自由 能 是 


F(B,0)__ 1 ln2°(B,0) 
N N pb 


一 三 [ 计 In(2sinh (281))+ 3 寺 |7(% do] (4.45) 


| 
ee 


式 中 


p= (4.46) 
0 = tanh-Cexp(- 281)) 


利用 公式 E(B,0) = 38 (外 ) ,可 求 得 系统 一 个 自 旋 的 内 能 为 


| y(o)= cosh(29)cosh(20)— cos wsinh(29 )sinh (20) 


EF) = - Jeoth(2B81) [1+ Zu’Ki Cr) | (4.47) 
式 中 Ki (kx ) 是 第 一 类 椭圆 积分 : 
， d9 
el - 记 二 < (4.48) 
而 
_ 2sinh(28/) _ 47(1— 7) 
coshi(28J) (1+¥)’ 
7 = exp(— 281) (4.49) 
k = 2tanh2(2U)-1 
“临界 点 ”温度 了 . 则 由 下 式 确定 : 
kaT. = 2.269J (50) 
于 是 , “等 场 热 容量 ”Cs(B,0) 在 “临界 点 "有 “对 数 发 散 的 奇异 性 ”: 
左 - Cs (B,0)= — 0.4945ln 1 一 赤 | + const. (4.51) 


若 要 计算 “自发 磁化 ”对 温度 的 依赖 关系 ,必须 计算 B 尖 0 时 的 Helmholtz 自由 
能 .这 一 计算 太 过 复杂 , 至今 无 人 能 够 求 出 .对 此 ,Onsager 仅 给 出 了 逻辑 上 的 结果 ， 
缺少 推导 .杨振宁 先生 引信 了 一 个 弱 磁 场 B, 最 后 让 B->0, 求 得 


0 (了 之 了 了。) 
un -| 
[9 ‘T<T) 


Nis (4.52) 
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在 T->0 和 T->~T. -0 时 ,上 述 (4.52) 式 的 渐 近 行为 分 别 是 


1 -2exp(—- 88) (T— 0) 
[ROY . 
Nis 1.2224 (1 一 庆 ) (T— T. -0) 


注意 ,在 T->T。 -0 端 ,精确 解 比 近似 解 有 更 陡 的 温度 变化 . 

结论 是 :“ 二 维 Ising 模型 存在 自发 磁化 . 

6. Ising 模型 的 “平均 场 理论 "近似 

“平均 场 理 论 ” 主 要 观点 是 ,在 有 相互 作用 系统 中 的 粒子 所 受到 的 其 他 粒子 的 作 
用 力 , 可 以 近似 地 用 一 个 平均 力 场 来 表示 . 这 种 平均 力 场 被 称 为 “分 子 场 ”或 “平均 

在 这 一 近似 下 ,系统 Hamiltonian 中 的 相互 作用 项 被 约 化 为 每 个 粒子 在 平均 场 
中 所 附加 的 能 量 项 ,于 是 ,原本 是 相互 作用 的 问题 就 转换 成 了 无 相互 作用 的 问题 . 

从 数学 上 讲 ,* 平 均 场 理论 ”实际 上 是 将 (4.23) 式 中 等 号 右边 的 “ 非 线性 ”相互 作 
用 进行 “线性 化 ”处 理 .其 结果 就 是 将 由 “ 非 线 性 ”相互 作用 引起 的 “尖峰 ”或 “不 连续 
性 ?全 部 抹 平 了 .显而易见 ,这 种 处 理 方式 是 得 不 到 正确 的 结果 的 . 

对 老 一 辈 物理 学 家 来 说 ,在 处 理 有 相互 作用 系统 时 “分 子 场 近似 ?是 一 个 十 分 
有 用 而 又 简单 的 方法 ,当然 ,他 们 那 时 候 还 顾 不 上 严格 性 和 精确 性 .以 下 用 物质 的 铁 
磁性 为 例 来 说 明 此 方法 . 

若 (4.23) 式 U(ci)=- 712。 migj 一 pB2， oi; 中 等 号 右边 第 一 项 可 以 被 写成 


/90 -2 Po, (4.54) 


式 中 RR 是 最 近邻 原子 数 .此 处 ,只 考虑 与 原子 i 最 近邻 的 原子 . 如 果 上 述 (4.54) 式 对 
应 于 一 个 有 效 “ 内 部 磁场 ” 


2J > oj = gyaB® (4.55) 
则 此 有 效 “ 内 部 磁场 ”是 一 个 “ 涨 落 场 ”， 它 可 以 近似 地 用 一 个 “平均 场 ” 来 代替 
(6) a— 2J _ 2RJ 
B -2 > Bt (4.56) 


注意 到 nm8gwas(coi 就 是 原子 磁 矩 M, 因 此 (4.56) 式 可 被 表示 为 


2RJ 《4.57) 
ng 14% 
式 中 M 又 被 称 为 物体 的 “磁化 强度 ”; n 为 单位 体积 原子 数 , y 为 “分 子 场 常 数 ” 或 
“Weiss 常数 ”. 这 一 “平均 场 ” 被 叫做 “分 子 场 ”, 又 被 称 为 “Weiss 场 ”, 它 最 先是 由 
P. Weiss 于 1907 年 引入 的 . 
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由 于 内 部 有 这 么 一 个 “分 子 场 ”B' ,因而 处 在 外 场 B 中 的 铁 磁体 实际 感受 的 总 
场 应 该 是 


B'= B+B'° (4.58) 
进而 代替 (3.89) 式 ,原子 磁 和 矩 在 磁场 中 的 势能 为 
U=- jg|Aarmni (有 + YM) (4.59) 
类 似 于 (3.99) 式 ,可 得 铁 磁体 的 磁化 强度 为 
M = nl|glrsjB; (x) (4.60) 
式 中 
x = Blglun (B+ WM)= 有 gleai + 二 (4.61) 


讨论 :无 外 场 时 , 铁 磁体 存在 的 “永久 磁化 ”现象 (也 算 一 种 “自发 磁化 ”现象 ). 为 
此 将 B=0 代 入 (4.60) 式 和 (4.61) 式 ,得 


M 一 一 
Mo > B;(x) 
(4.62) 
M_ x 
Mo 2Bj* RJ 


式 中 Mo= nl|glpsji. 
图 4.1 标 绘 了 代表 (4. 62) 式 所 给 出 的 j 与 x 的 函数 关系 曲线 . 


4.1 铁 磁体 的 永久 磁化 


(1) 直线 与 曲线 之 间 总 有 一 个 平庸 的 交点 , 即 原点 ,此 时 ,x=0,M=0. 

(2) 但 当 直线 斜率 较 小 时 ,相应 的 温度 T 较 低 , 直线 与 曲线 存在 另 一 个 非 平 庸 
的 交点 ,此 时 ,x 天 0,AM 天 0, 即 有 永久 磁化 现象 . 

(3) 而 当 直 线 斜 率 较 大 时 ,相应 的 温度 TT 较 高 ,直线 与 曲线 不 存在 其 他 交点 ,此 
时 无 永久 磁化 现象 发 生 . 
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(4) 永久 磁化 现象 出 现 的 “临界 温度 ”, 亦 即 “Curie 温度 ”T。 ,满足 直线 和 曲线 相 
切 于 原点 这 一 条 件 ,因而 有 


dB;(x) 1 
4.63 
dx X=0 25 RJ , , 
注意 到 x<&1 时 
De 
Btxy= 3 (4.64) 
由 此 得 
dB; (x) | 
一 4.65 
dx x=0 3] . , 
所 以 
- 2R/;,; 
了 Re j(j + 1) (4.66) 


7. Ising 模型 的 Bragg-Williams 近似 

“Bragg-Williams 近似 ?认为 , 形 如 (4.54) 式 的 相互 作用 势能 的 自 旋 耦 合 显然 与 
自 旋 取向 有 关 . 即使 在 粒子 数 给 定 的 情况 下 ,由 于 粒子 自 旋 取 向 的 各 种 可 能 性 , 系统 
的 相互 作用 势能 的 取 值 显然 是 相当 不 确定 的 . 

“Bragg-Williams 近似 ”又 认为 ,作为 统计 上 的 考虑 ,可 以 近似 给 出 这 些 可 能 性 
的 几率 ,以 便 确 定 相 互 作用 势能 并 进一步 写 出 系统 的 Helmholtz 自由 能 .“Bragg- 
Williams 近似 ”实际 上 根本 没有 认 认 真 真 \ 仔 仔细 细 去 求解 “Ising 模型 ”, 而 是 将 粒子 
自 旋 取向 作 了 统计 平均 ,因而 就 严格 性 和 精确 性 来 说 同 “ 平 均 场 理论 ” 一 样 比较 差 . 

在 “Bragg-Williams 近似 ”中 ,为 简单 计 , 将 (4.54) 式 写成 


-Dom (4.67) 


式 中 3 表示 对 系统 中 所 有 最 近邻 的 各 对 自 旋 求 和 . 后 面 的 计算 ， 实际 上 与 (4.67) 式 


的 形式 没有 多 大 关系 . 
设 系统 含有 NN 个 自 旋 , 则 
N+ +N,=N (4.68) 


式 中 N+ 表示 自 旋 向 上 的 数目 ,入 ,表示 自 旋 向 下 的 数目 . 
根据 例 2.39, 因 为 系 综 的 配 分 隔 数 是 


2 = [等 (5 
而 科 与 配 分 图 数 之 间 的 关系 是 
S$ = ks(InZ-— pF) (4.70) 


二 
2 


| - (55) (4.69) 
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所 以 ,由 
Z(N,B)= Z(N+ ,PB). ZN, ,Bb) 
eV \Mt 
x ) 
eV \™; 
NA) 


ZN+ Bb)= ( (4.71) 


ZN, ,Bp)= ( 
并 设 


(4.72) 


可 得 


5 3 


2 ke[ NnN ~ NO IOm NOH 2) _ NO Xn NO X)) 


— 一 


= 一 kaN[ 一 5 人 mn 于 人 十 二 mn 二 | (4.73) 


系统 的 能 量 取决 于 (4. 54) 式 .为 了 计算 系统 的 能 量 ,可 以 设 每 个 自 旋 的 最 近邻 
数 为 R , 则 (4.54) 式 的 求 和 式 中 一 共有 忆 项 .它们 可 以 分 为 三 类 :一 类 两 个 自 旋 同 


时 向 上 , 设 其 项 数 是 N+ + ,一 类 两 个 自 旋 同时 向 下 , 设 其 项 数 是 N + ,一 类 两 个 自 旋 
一 上 一 下 , 设 其 项 数 是 AN+ LE 于 是 ,有 


Ni + Ni + Ni = (4.74) 
而 相应 的 相互 作用 势能 为 
U=-FNit + Ni + Nt,) (4.75) 


然而 满足 条 件 (4.74) 式 的 系统 能 量 U((4.75) 式 ) 却 非 唯 一 确定 的 ,它们 可 以 取 许 多 
不 同 的 值 . 

在 Bragg-Williams 近似 中 ,假设 各 类 能 量 项 数 与 求 和 项 数 之 比 ( 即 所 占 几 
率 ) 是 
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N+t sl 

3 

ql) 

Em N (4.76) 
AN 


和 


将 此 (4.76) 式 代入 (4.75) 式 ,并 利用 (4.72) 式 ,得 到 


We Lt wl Le 
| 人 | 
= — I RNIX? (4.77) 
从 而 系统 的 Helmholtz 自由 能 为 
= 上 和 上 
F=U-7TS= PE 2 In 全 + 一个 In 一 | (4.78) 
在 平衡 态 时 应 应 有 35 =0， 即 
a 1 1+X. 
FRNIX + FNkaTIn SO = 0 
或 
Riy_I,.l1+X 
i (4.79) 
注意 到 
pe eR 
tanh 所 = 方 Im 本 一 区 
因而 可 以 将 (4.79) 式 改写 成 
RJ 
XxX tanh (TX ) (4.80) 
令 
_ RIX 
3 (4.81) 
则 (4.80) 式 就 是 
X= tanhx (4. 82) 
式 中 
XxX = etsI, (4.83) 
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讨论 : 

(1) 与 (4.82) 式 类 似 , (4. 83) 式 所 定义 的 直线 与 曲线 总 有 一 个 平庸 的 交点 , 即 
X=0. 

(2) 但 当 直 线 斜率 较 小 时 ,相应 温度 了 较 低 ,直线 与 曲线 存在 另 一 个 非 平庸 的 


交点 ,x 天 0. 
(3) 而 当 直 线 斜 率 较 大 ,相应 温度 T 较 高 时 ,直线 与 曲线 不 存在 其 他 交点 . 
(4) 其 临界 温度 T。 满足 直线 和 曲线 相 切 于 原点 这 一 条 件 . 
利用 limtanh X=x 有 
| 
了 和 ZK (4.84) 
所 以 
_ RJ 
:= 2 大 (4.85) 


在 自 旋 为 过 的 情况 下 ,有 
Bi1(x)= 2coth2x — cothx = tanh x (4.86) 
上 述 (4.86) 式 与 (3.98) 式 类 似 ,而 (4.66) 式 则 可 被 化 成 
7 多 3 要 

即 与 (4.85) 式 完全 相同 . 

于 是 ,可 以 看 出 “Bragg-Williams 近似 ”和 “平均 场 理 论 ” 近 似 这 两 种 近似 方法 在 
处 理 同 一 “Ising 模型 ”问题 时 的 一 致 性 .这 种 “一 致 性 ”不仅 说 明了 这 两 种 近似 方法 是 
相当 的 ,而 且说 明了 这 两 种 近似 方法 对 处 理 “Ising 模型 ”问题 同样 无 能 为 力 . 当然 , 它 
们 的 物理 思想 是 各 不 相同 的 .“ 平 均 场 理 论 ” 将 “ 非 线 性 ” 自 旋 相互 作用 抹 平 为 “线性 ” 
的 ,而 “Bragg-Williams 近似 ” 则 将 粒子 之 间 的 自 旋 相互 作用 完全 看 成 是 “随机 ”的 . 

至 于 其 他 近似 方法 在 此 不 再 著述 . 

对 于 “点 阵 气体 ”和 “二 元 合金 ”, 也 可 以 用 以 上 对 “ 铁 磁 体 ” 的 方法 来 处 理 , 所 不 
同 的 仅仅 是 将 其 中 的 物理 量 作 一 些 代 换 . 表 4.2 是 “ 铁 磁体 ”“ 点 阵 气体 ”和 “二 元 合 
金 " 中 有 关 物 理 量 的 代 换 关系 . 


表 4.2 “ 铁 磁 体 “、 点 阵 气体 "和 "二 元 合金 "中 有 关 物 理 量 的 代 换 关系 


铁 磁 体 点 阵 气体 二 元 合金 
N+,N,; =N-—N, N,N-—N, NisN, =N-Ni 
4J Jo -CJu t+ J 一 2Jiz) 


he 
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续 表 


铁 磁体 点 阵 气体 二 元 合金 
F F-WaN- qz- Ja)N 


a ] Nl 


表 4.2 中 ,gq 是 “点 阵 ” 的 “ 配 位 数 ”, 即 每 个 “点 阵 ” 的 最 近邻 “ 自 旋 ” 数 .v 是 气体 

中 每 个 粒子 的 平均 体积 (或 “点 阵 初 基 胞 的 体积 ”). 而 
(M) = LCN4) — (N,))= An(2CON — N) 

“点 阵 气 体 ” 模 型 是 李 政 道 和 杨振宁 于 20 世纪 50 年 代 最 先 提出 的 . 

8. 铁 磁 体 的 Heisenberg 模型 以 及 Potts 模型 

量子 力学 的 创始 人 之 一 W. Heisenberg(1901 一 1976) 于 1928 年 提出 了 一 个 描 
述 铁 磁体 的 “量子 ”模型 (Z. Physik, 1928, 49, 619): 每 个 格 点 i 上 放 一 个 自 旋 为 
sk (k= 三 1,2,3) 的 量子 .“ 量 子 性 ”表现 在 , 自 旋 算 子 的 各 个 分 量 遵 从 量子 力学 中 的 对 
易 关 系 

Cmsk sl” = ifhsi? (4.87) 

式 中 en 为 Livi-Civita 符号 ,重复 下 标 按 Einstein 约定 求 和 .值得 注意 的 是 ,尽管 在 
(4.87) 式 中 出 现 了 Planck-Dirac 常数 及 ,但 经 由 变换 sh? = Fo 可 将 (4.87) 式 化 为 


不 带 有 的 ejuok?o1” = 2io)” 形 式 . 

可 以 看 出 ,“Heisenberg 模型 "只 不 过 是 将 “周期 性 边界 条 件 ”(4.27) 式 换 成 了 量 
子 力学 “对 易 关 系 ”(4. 87) 式 而 已 .本质 上 说 ,“Ising 模型 * 仍 旧 是 “Ising 模型 ”， 
(4.87) 式 只 不 过 可 以 视 为 一 种 区 别 于 (4.27) 式 的 新 的 “约束 条 件 ” 轩 了 ,不 要 认为 它 
与 正统 量子 力学 (包括 Copenhagen 诠释 、 非 局 域 "? 相 关 ,测量 导致 " 波 包 编 纵 ”“ 测 
不 准 ” 原 理 等 等 内 容 ) 有 什么 关系 ,更 不 要 认为 (如 Heisenberg 认为 的 那样 ) 它 就 是 正 
统 量子 力学 的 一 个 分 支 .这 正如 眼下 所 谓 “ 量 子 信息 论 ” 中 的 “量子 计算 ”和 “量子 编 
码 ” 一 样 ,其 实 与 量子 力学 没有 什么 关系 ,只 是 在 “经 典 信 息 论 ” 中 换 了 一 种 计算 方法 
或 编码 规则 罢了 .实际 上 ,许多 所 谓 “ 正 统 量 子 力 学 的 应 用 ”( 例 如 在 固体 物理 或 量子 
光学 中 导出 的 Schr6dinger 方程 ) ,都 与 正统 量子 力学 尤其 是 Copenhagen 诠释 没有 
什么 关系 . 

有 一 个 所 谓 的 “Bohr-van Leeuwen 定理 ”( 此 “Bohr-van Leeuwen 定理 ”的 “普遍 
性 "和 “适用 条 件 ”" 有 待 进一步 深究 ) 说 ,在 经 典 力学 和 经 典 统计 力学 的 系统 中 是 不 可 
能 有 “磁化 ”的 .有 些 人 根据 此 “Bohr-van Leeuwen 定理 ”认为 , “Ising 模型 ”( 不 管 是 
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“一 维 的 ”还 是 “二 维 的 ”) 若 是 “经 典 力学 和 经 典 统 计 力 学 的 ” 则 不 可 能 有 自发 “ 磁 
化 ”, 若 是 “量子 力学 的 和 量子 统计 力学 的 ” 则 可 能 有 自发 磁化”. 现在 已 知 “ 一 维 
Ising 模型 "不 存在 自发 磁化”, 而 “二 维 Ising 模型 "存在 自发 “磁化 ”. 于 是 物理 学 家 
不 免 要 问 : Ising 模型 ”到底 是 “经 典 力学 和 经 典 统 计 力 学 的 ”还 是 “量子 力学 的 和 量 
子 统计 力学 的 ”” Heisenberg 当然 认为 “Ising 模型 ?是 “经 典 力学 和 经 典 统计 力学 
的 ”, 否 则 他 提出 “Heisenberg 模型 ?所 为 何 来 、 理 在 何 处 ? 然而 有 些 人 显然 并 不 买 
Heisenberg 的 账 .他 们 认为 “Ising 模型 "和 “Heisenberg 模型 ”都 是 “量子 力学 的 和 量 
子 统计 力学 的 ”, 只 不 过 因为 所 谓 的 “Bohr-van Leeuwen 定理 ”是 “必要 而 不 充分 ”的 ， 
所 以 “一 维 Ising 模型 ”可 以 不 存在 自发 “磁化 ”而 “二 维 Ising 模型 ”存在 自发 “磁化 ”. 

有 人 认为 ,由 于 在 “Ising 模型 "和 “Heisenberg 模型 > 中 出 现 了 “ 自 旋 ”, 因 而 它们 
“必然 "是 “量子 力学 的 和 量子 统计 力学 的 ”. 但 是 ,众所周知 ,“ 自 旋 ” 只 不 过 是 一 种 
“相对 论 效 应 ”而 已 ;是否 可 以 说 :用 “ 自 旋 ”来 描写 的 “Ising 模型 "和 “Heisenberg 模 
型 ”就 成 为 “相对 论 的 ”了 呢 ? 灵 怕 不 能 这 么 说 !“ 模 型 ”毕竟 是 “模型 ”. 另 外,“ 量子 
统计 力学 ”与 “量子 场 论 ” 实 际 上 是 二 位 一 体 ; 迄 今 为 止 ,也 很 难说 “二 维 Ising 模型 ” 
和 “Heisenberg 模型 ”与 “量子 场 论 "有关. 

关键 和 根本 的 问题 是 ,从 正统 量子 力学 关于 Copenhagen 诠释 “ 非 局 域 ” 相 关 、 
测量 导致 “ 波 包 编 缩 *“ 测 不 准 ” 原 理 等 等 观念 或 标准 来 看 ,“ 二 维 Ising 模型 ? 同 “ 一 
维 Ising 模型 ”一样 ,都 是 与 正统 量子 力学 无 关 的 ,除非 “量子 力学 ”本 身 换 用 其 他 的 
“ 非 正 统 ” 的 “诠释 ”( 例 如“ 系 综 诠释 ”). 

Heisenberg 当时 “接受 了 ”Ising 的 所 谓 “ 反 面 教训 ”, 在 他 的 论文 中 将 “Ising 模 
型 "没有 “ 相 变 ”, 列 为 必须 提出 量子 模型 的 理由 之 一 . Heisenberg 的 意思 是 说 : 正 因 
为 “Ising 模型 "不 是 “量子 ”的 , 才 所 以 没有 “ 相 变 ”. 我 现在 用 量子 力学 来 处 理 同一 问 
题 , 就 会 有 相 变 "了 . Heisenberg 说 “Ising 模型 ”不 是 “量子 ”的 ,此 话 是 对 的 :不 能 由 
于 在 “ 格 点 ”上 放 了 “ 自 旋 粒子 ”, 就 认为 这 是 “正统 的 ”量子 力学 .但 Heisenberg 认为 
自己 的 模型 是 “正统 ”量子 力学 的 ,这 话 就 错 了 :“Heisenberg 模型 ”尽管 使 用 了 量子 
力学 中 的 对 易 关 系 作为 新 的 “约束 条 件 ”, 但 本 质 上 仍 是 经 典 的 铁 磁 体 ,只 不 过 这 种 
铁 磁体 与 “Ising 模型 ”所 描述 的 铁 磁体 稍 有 不 同 而 已 . 

“Heisenberg 模型 “相互 作用 势能 ”和 “ 配 分 函数 ”分 别 是 

U =- J oo - 1B. > ob 
2 人 (4.88) 
Z2Z = exp| — Bp(-— /2, ola — LB. 2 2 ) | 

式 中 k=1,2,3 是 “ 求 和 指标 ”. 

现在 ,物理 学 家 已 经 清楚 ,“Heisenberg 模型 "和 “Ising 模型 "之 间 的 主要 区 别 不 
在 于 “量子 ”或 “经 典 ”( 实 际 上 与 正统 “量子 力学 ” 毫 无 关系 ) ,而 在 于 “Ising 模型 ”的 


第 4 章 ， 相 变 理论 和 临界 现象 299 


“ 相 变 ”破坏 了 “离散 对 称 ”, 从 上 下 两 种 自 旋 取向 中 挑 出 一 种 .“Heisenberg 模型 ”的 
“ 相 变 ” 则 破坏 了 “连续 对 称 ”, 从 连续 的 无 数 个 空间 方向 中 选 出 一 个 . 所谓 “量子 ” 
“Heisenberg 模型 ”, 只 是 为 了 名 称 上 好 听 而 已 (有 点 自欺欺人 的 感觉 ).“Ising 模型 ” 
描述 了 “各 向 异性 ”很 强 的 铁 磁 体 , 而 “Heisenberg 模型 "描述 了 “各 向 同性 ”的 铁 
磁体 . 
杨振宁 先生 1970 年 2 月 在 波兰 的 一 个 讲习 班 上 曾经 以 “统计 力学 中 某 些 可 精确 
求解 的 问题 ”为 题 作 过 一 场 演 说 . 杨 先生 说 :“ 后 来 F. Bloch 处 理 了 这 个 数学 问题 ,他 
引 人 了 著名 的 自 旋 波 概念 . 当 自 旋 波 表示 大 距离 扰动 时 ,Bloch 是 精确 的 .但 当 自 旋 
波 相互 作用 时 ,这 解 只 是 近似 的 .后 来 H. A. Bathe 证 明 ; 在 一 维 情况 下 ,假定 波 函 数 
是 由 某 些 超越 方程 决定 其 系数 的 平面 波 的 有 限 和 ,这 时 Hamiltonian((4. 88) 式 第 一 
式 ) 就 能 够 严格 对 角 化 . 这 一 假定 现在 被 称 为 Bathe 假设 .同样 , 它 成 为 今天 我 要 讨 
论 的 所 有 问题 的 严格 解 的 基础 .” 
“Heisenberg 模型 ”的 求解 , 远 比 "Ising 模型 ”的 求解 来 得 困难 艰辛 . 物理 学 家 早 
就 知道 ,空间 维 数 s = 1 的 “Heisenberg 模型 ”同样 没有 “ 相 变 ”. 然而 这 一 乍 看 起 来 似 
乎 很 简单 的 一 维 情况 ,经 过 许多 人 的 努力 , 直到 1966 年 才 被 杨振宁 、 杨 振 平 兄 弟 搞 
杨振宁 、 杨 振 平 兄弟 的 计算 导致 了 一 大 类 二 维 经 典 模型 的 突破 , 即 “ 平 面 冰 灯 ”、 
“ 八 顶点 模型 ”等 等 精确 解 的 求解 成 功 .“ 冰 炳 问题 ”与 “ 相 变 ”之 间 实 际 上 并 没有 直接 
的 联系 .水 分 子 HzO 中 的 两 个 氧 原 子 与 氧 原子 一 般 来 说 并 不 排 在 一 条 直线 上 ,两 个 
O 一 H 化 学 键 之 间 是 有 一 个 夹 角 的 .水 结 成 冰 以 后 , 氧 原子 排列 成 规则 的 四 面体 ， 
但 氨 原 子 却 并 不 居于 四 面体 的 中 点 .根据 排列 组 合 , 按 理 说 一 共 应 该 有 16 种 可 能 的 
结构 ,然而 对 应 于 水 分 子 的 只 有 6 种 可 能 性 .这 6 种 可 能 性 ,通常 被 称 为 “ 冰 条 件 ”. 若 
共有 W 种 排列 方式 , 则 怎样 根据 Boltzmann 炉 公 式 $= ksln 三 来 计算 冰 在 绝对 零 
度 时 的 “剩余 炉 ”, 就 是 著名 的 “ 冰 炉 问题 ”. “平面 冰 粹 ”的 计算 并 不 如 想象 的 那么 简 
单 . 当 水 分 子 数 为 N 时 , 计 入 “ 冰 条 件 ” 后 ,可 知 
a dE) 
然而 ,这 是 不 十 分 严格 的 . 1967 年 ,一 位 美国 物理 学 家 E. H. Lieb 利用 杨振宁 、 
杨 振 平 兄弟 一 年 前 处 理 一 维 “Heisenberg 模型 ”的 方法 ,精确 地 求 得 


Wh = () = 1.5396007.…. (4. 89) 
此 结果 与 用 “平均 场 理 论 ” 求 得 的 结果 
Wi = 二 二 (4.90) 


只 有 3% 的 误差 . 
铬 将 “ 冰 条 件 " 看 成 “ 流 守 恒 条 件 ”, 则 可 以 建立 一 大 批 统 计 模 型 ,其 中 包括 对 应 
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于 “ 铁 电 体 ” 相 变 的 “KDP 模型 "“ 反 铁 电 体 ” 相 变 的 “F 模型 ”等 等 .将 这 一 思想 再 扩 
展 到 “ 流 人 ”和 “流出 ”两 种 情况 ,可 以 得 到 “ 八 顶 点 模型 ”.1971 年 R.J. Baxter 首先 严 
格 解 出 了 “ 八 顶点 模型 ”. 后 来 因 他 又 提出 计算 二 维 “ 可 解 模型 的 统一 方法 ,Baxter 
获得 1980 年 度 的 “Boltzmann 奖 ”( 统 计 力 学 领域 的 最 高 奖项 ). 

在 “ 相 变 点 ”附近 , “统计 涨 落 ”起 主导 作用 ,而 所 谓 “ 量 子 涨 落 ” 则 退 居 其 次 (这 也 
说 明了 “Heisenberg 模型 ”其 实 与 量子 力学 根本 没有 什么 关系 ). 所 以 可 将 
“Heisenberg 模型 > 中 的 自 旋 看 成 是 具有 几 个 分 量 的 经 典 矢 量 来 讨论 所 谓 “ 经 典 
Heisenberg 模型 ”. 其 中 n = 1 就 是 “Ising 模型 ”; n = 2 就 是 “平面 Heisenberg 模型 ” 
或 “XY 模型 ”; n = 3 就 是 原来 的 “Heisenberg 模型 ”; n = % 则 对 应 于 “ 球 模型 ”. 

奇 将 “Ising 模型 "中 自 旋 的 上 下 两 种 状态 , 改 为 9 种 状态 , 则 是 “Potts 模型 >. 其 
中 ,g=2 时 就 是 "Ising 模型 ”,g 宇 3 则 是 其 推广 .有 趣 的 是 0 和 gq 三 1 时 对 应 于 “高 分 
子 溶液 ”的 “ 凝 胶 转变 ”. 关于 “Potts 模型 ”, 在 R.J.Baxter 的 《Exactly Solved Models 
in Statistical Mechanics》 一 书 中 和 在 R. B. Potts 的 文章 (Proc. Camb. Phil. Soc. ， 
1952,48,106) 中 都 有 介绍 “Potts 模型 ”中 的 “相互 作用 势能 ”和 “ 配 分 函数 ”分 别 是 


U =—- 79,6(0;,0)) 
Wl (4.91) 
QZ = 2) exp[ RI >) 6 C01,0)) | 
to;} (i) 
式 中 
1 (o; = oj) 
1901) = (4.92) 
O(c oj) 上 Ee 


目前 ,对 “Potts 模型 "所 知 不 多 . 当 d =2,q4( 其 中 d 为 自由 度数 ) 时 是 “连续 
相 变 ”, g4 时 是 “一 类 相 变 ”. 当 d=3,4,q=3,4 时 大 概 只 有 "一 类 相 变 ”. 


4.4 二 维 Ising 模型 的 精确 解 


二 维 Ising 模型 的 精确 解 具 有 "“ 相 变 ” 的 特征 .迄今 为 止 ，“ 相 变 理论 ”的 所 有 精华 
都 集中 在 二 维 Ising 模型 的 精确 解 上 . 

杨振宁 认为 在 Lars Onsager1944 年 的 文章 中 “没有 叙述 求解 的 战略 思想 , 它 仅 
仅 详细 地 叙述 了 一 步 步 的 步骤 , 读 这 篇 文章 ,我 感到 被 牵 着 鼻子 转圈 ,直到 解 突 然 掉 
出 来 .这 是 一 个 使 人 诅 丧 的 经 历 .?” 

为 了 行文 简洁 ,计算 过 程 只 作 必 要 的 交代 .然而 在 计算 “二 维 Ising 模型 的 精确 
解 " 时 ,由 于 过 程 复杂 ,涉及 的 文字 符号 太 多 ,因而 有 些 文字 符号 难免 有 不 合 常 规 
之 处 . 
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4.4.1 二 维 lsing 模型 问题 


设 有 二 维 平面 上 的 “正方 格子 点 阵 ”, 由 n 行 m 列 组 成 ,共有 NN =n Xm 个 格 
点 .每 个 格 点 上 可 以 有 一 个 “ 自 旋 ”of 中 (i=1,2,…,m;k =1,2,…,n), 并 且 它 只 能 
有 向 上 (人 ) 或 向 下 (y ) 两 种 取向 .再 作 设 想 :格子 扩展 了 一 行 和 一 列 ,并 要 求 第 
n+1 行 和 第 m +1 列 的 “位 形 ” 分 别 与 第 1 行 和 第 1 列 的 “位 形 ” 全 同 .这 里 所 说 的 
“位 形 ” 指 的 是 “ 自 旋 ” 取 向 的 一 种 分 布 .在 这 样 的 边界 条 件 下 ,格子 具有 一 个 “环形 
图? 的 形状 ， 

阁 设 a (k=1,2,…,n) 为 第 k 行 上 的 “ 自 旋 分 布 ” 的 一 种 “位 形 ”, 即 

5 三 (at ai at) } (4.93) 
式 中 每 一 个 of? (i=1,2,…,m) 都 可 以 取 +1 或 -1 中 的 任 一 个 数值 .而 “环形 拓扑 ” 
的 边界 条 件 意味 着 
G+ 一 og (4.94) 
或 
or = A Ld) (4.95) 
则 整个 “格子 ”的 “位 形 ” 也 可 以 用 {5 ,52 ,5 } 加 以 确定 . 

在 计算 的 一 开始 ,采用 “最 近邻 的 相互 作用 ”假定 ， 即 认为 第 k 行 的 “ 自 旋 ” 仅 仅 
与 第 k 一 1 行 的 和 第 k+1 行 的 “ 自 旋 ” 发 生 “ 相 互 作用 ”这 与 在 处 理 “ 非 理想 气体 ”时 
只 考虑 粒子 之 间 的 “两 两 相互 作用 ”一 样 ). 规定 在 “ 铁 磁体 ”中 , 相 邻 “ 自 旋 ”平行 排 
列 "( 个 个 )、(Cy y ) 对 势能 的 贡献 为 负 , 相 邻 “ 自 旋 ”“ 反 平行 排列 "( 人 + )、(Cy 个 ) 对 
势能 的 贡献 为 正 . 

男 外 ,以 u (s,s**?) 表 示 第 k 行 和 第 k+1 行 “ 自 旋 ” 之 间 的 “相互 作用 势 
能 ”, 以 u (a ) 表 示 第 k 行 “ 自 旋 ” 之 间 的 “相互 作用 势能 "和 “ 自 旋 ” 与 “外 磁场 ”"B 之 
间 的 “相互 作用 势能 ”的 和 , 即 

WU (SK ,7TCktD ) = 一 了 afaaftal) 
| (K = 1,2,…,m) (4.96) 
u (5 ) = 一 p3 afoafty 一 Boo 


式 中 的 B 是 简略 的 写法 ， 实际 上 写 全 了 应 应 该 是 | gzasB， (4.96) 式 中 对 “二 维 Ising 模 
型 ”精确 解 起 主要 和 关键 影响 的 ,是 其 中 自 旋 之 间 的 “ 非 线性 ”相互 作用 . 
“环形 拓扑 ”的 男 一 个 边界 条 件 是 ,对 每 一 行 都 有 
人 (4.97) 
于 是 ,整个 “格子 ”的 “位 形 ” 的 总 势能 是 


U(dY ,a2 ,IC )= a ce Fk+D) ) 十 u (IC ) ] 
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= 3 | - Ja oo ~ J oldoll — BY») of | (4.98) 
k=1 i=1 I= i=1 
而 相应 的 “ 配 分 函数 ” 则 为 
Z7(B,B)= Dexp{- BO) [xD)+ uC)]) (4.99) 
方 (Cn 大 二 1 


同时 ,周期 性 边界 条 件 (4.95) 式 和 (4.97) 式 可 以 被 合 写成 为 
ee ot (i = 1,2,",m) 


a = 0 和， (Kk = 1,2,..,7) 


(4.100) 


4.4.2 二 维 lsing 模型 问题 的 矩阵 形式 


1. 矩阵 形式 
将 二 维 Ising 模型 问题 写成 矩阵 形式 ,对 于 理解 此 模型 及 其 计算 ,是 最 为 直观 和 
方便 的 . 
设 有 一 个 2" X2" 的 和 矩阵 A ,其 "矩阵 元 ?定义 为 
(GK) | A | 万 (kt+1) yy exp{ 到 B[u (G&G ,G+ )+ u (&G'*) ) ] } (a 101) 


则 有 
Z" (Bb,B) 
= ED | 入 | 72) (5 IA | 3) YG" WW | a a | A | FD) 
TF TF 
| (4.102) 
Fy 


由 于 一 个 矩阵 的 “ 迹 ” 与 矩阵 的 “表象 ”无 关 ( 因 为 “ 迹 ” 是 标量 ) ,因而 (4. 102) 式 
中 的 “ 迹 ” 可 以 通过 将 A 变 为 “对 角 和 矩阵 ”来 进行 计算 .为 此 , 设 “ 对 角 化 ”以 后 的 矩阵 
A 可 以 被 写成 
Ai 0 


A 三 Er (4.103) 


0 A2m 
式 中 (A1,42，… ,42m ) 是 矩阵 4A 的 2" 个 “本 征 值 ”. 当然 ,矩阵 A" 也 因此 是 “对 角 化 ” 
的 ,而 且 其 “对 角 和 矩阵 元 ”为 (Af ,48 ，,… ,A2m ) .于 是 


2 
AR (4.104) 
t=1 


设 “ 本 征 值 >)， (I -= 1,2,…,2" ) 都 是 正 的 ,因而 
Mo SZ (Bb,B)S 2"ALs 
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式 中 Amx 是 矩阵 A 的 最 大 “本 征 值 ”. 由 (4.101) 式 可 以 预料 得 到 , 当 m 很 大 时 ,矩阵 
A 的 “本 征 值 ” 应 该 是 e™ 的 “数量 级 ”的 量 ; 因为 u (FG Gt ) 和 u (6) ) 都 与 m 
处 在 同一 “数量 级 ”, 故 必然 有 


Wy 
lim m = 有 限 什 


由 于 
InAmx < 一 InZ 3) 过 下 Am 二 2 
m mn 
因而 
U 
lm D2 PB) - = lim Am = = 有 限 值 (4.105) 


no0 


下 面 4 ( 见 (4.147) 式 ) 将 会 看 到 ,“ 本 征 值 ” (41,42s,…,42m ) 确 实 都 是 正 数 . 
(4.105) 式 表明 ,为 了 计算 “ 配 分 函数 ”Z*(B,B) ,必须 求 得 矩阵 A 的 最 大 “本 征 值 ”. 

2. 和 矩阵 A 

由 (4.101) 式 和 (4.96) 式 (或 由 (4.97) 式 ) ,可 将 矩阵 A 的 “和 矩阵 元 ?改写 为 


《大 ) 《大 人 A 
(go »05 yg | A | i 外 + ,ed 


= = [exp[ Bo‘® Jexp[ AIa’®o fr Jexp[ Baltol (4.106) 


从 (4. 106) 式 中 可 看 出 ， 将 矩阵 A 写成 3 个 2" Xx2” 的 矩阵 A:,A* 和 As 的 “ 乘 
积 ” 是 方便 的 , 即 可 以 设 
Pe, Wy (4.107) 


其 中 


mi 
(和 ec | A | oD ,oo ,ok'1) = [| expL Alo!®of**n ] 
i=] 
(ap ,ooo | Az | age sooo, oktD = BD Boot » TT exp[ otra (k) 


《of ,oon | As | aftY ,oo om Oo kD oo BotD I expL BBs ] 


(4.108) 
式 中 6.904+5(i=1,2,…,m) 为 Kronecker 符号 .于 是 , 求 矩 阵 A 的 “本 征 值 ”问题 ， 
化 归 为 求 矩阵 A'1 ,A 和 As 的 “本 征 值 ”问题 . 


4.4.3 A'1,Az,A3 和 矩阵 的 Pauli 自 旋 和 矩阵 表示 


1. 和 矩阵 的 直 乘 
设 A 是 j Xj 秩 和 矩阵 ,下 是 广 X 广 秩 抢 阵 ; 它 们 的 “和 矩阵 元 ?分别 为 (za141c > 和 
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‘bl|B| by;a,a” 一 1,2,…,j,b,D = 1,2…… 广 . 则 和 矩阵 A 与 矩阵 B 的 “ 直 积 ”A@B 
可 被 定义 为 一 个 (六 j') x ( 矿 ) 秩 的 矩阵 ,其 “矩阵 元 ?是 


(ab|AWB|Iab’)=(a|Ala l(b|lB|b’) (4.109) 
而 
‘balBO@OAl|Iba)=(b|1BIb (lalAla’ (4.110) 
同时 ,可 注意 到 “ 直 积 "4C9B 和 “ 直 积 ”BCA 的 “ 迹 ” 都 是 
TrA®B= TrB@A = (TrA). (TrB) (4.111) 


推广 (4.109) 式 和 (4.111) 式 ,得 到 
(ab:“c|AWBO:…WC|ab’c’) 
| =l(a|lAla (pbp|BID clcCclc (4.112) 
Tr(A 因 8 办 …C)= (TrA). (TrB).…(TrC) 
还 可 以 验证 : 若 4,C 是 j Xj 秩 和 矩阵, B,D 是 j /Xj 秩 和 矩阵 , 则 
(A®B)COD)= (4C)Q (BD) (4.113) 
式 中 (AC) 和 (BD ) 分 别 是 通常 意义 下 的 “和 矩阵 乘积 ”. 
证 明 是 简单 的 : 取 (4.113) 式 等 号 左边 的 “和 矩阵 元 ”", 有 
(ab | (A B)(C WD)|a’b’) 
这 (ob 14 办 Biao)(ai |COD|a'b’) 


= DalAla Vb|B|Ib (alCla)(b |lD|b') 
a',b” 
= (PlalAla Va |Cla))(Db1BI bb |D|b’)) 
a” pe 


=l(a|ACla’y(b|BD|b’) 
(ab | (AC) © (BD) | a'b’') (4.114) 
式 中 a,a’,a =1,2,.…,j;b,b’,b =1,2,.…,j. 
推广 (4.113) 式 , 便 可 以 得 到 
(A®BO…WC) DOEQ:…WF)= (AD)Y (BE (CF) (4.115) 
式 中 A,D 矩阵; B,E 矩阵 ;C ,FF 矩阵 等 等 ,分 别 是 “ 同 秩 ” 的 和 矩阵. 
2. 自 旋 矩阵 
引入 Pauli 矩阵 


92 = (. ,) (4.116) 
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Pauli 矩阵 满足 以 下 对 易 关 系 : 
sts! 十 SS = 26u 
i = 2is! 

式 中 Bw 为 Kronecker 符号 ,ejw 为 Levi-Civita 符号 (j,k,1=1,2,3), 重 复 指 标 按 
Einstein 约定 求 和 . 

再 定义 3 组 2"X2”" 答 阵 (Si1,Sf ,Si)(i=1,2,…,m) 为 

Sf = 16160..…060 5060160.01 (i=1,2,..…,msk = 1,2,3) 

m 个 


(4.117) 


(4.118) 
1 
式 中 “1” 是 “单位 矩阵 ”5 一 (, ) ， 而 矩阵 St (i=1,2,.…, m;k -= 1,2,3) 就 是 由 m 
个 “ 非 相 对 论 性 ”电子 组 成 的 系统 中 ,位 于 第 i 个 “ 格 点 ”* 上 的 电子 的 “ 自 旋 矩 阵 ”( 借 用 
量子 力学 中 的 称呼 ). 可 以 证 明 , 和 矩阵 Sf 满足 类 似 于 (4. 111) 式 那样 的 关系 式 . 当然 ， 
这 种 借用 ,只 是 为 了 利用 现成 的 Pauli 矩阵 和 “ 自 旋 和 矩阵 ”的 形式 ,而 与 “正统 量子 力 
学 ”没有 什么 实质 上 的 关系 .正如 Heisenberg 所 认为 的 那样 ,“Ising 模型 ”不 可 能 是 
量子 力学 的 . 
还 可 以 验证 :对 于 任意 一 个 矩阵 4 , 若 它 的 平方 是 一 个 “单位 矩阵 ”, 则 有 
exp(04)= cosh0+ Asinh 0 (4.119) 
证 明 也 是 简单 的 :因为 
， /1 (n = 2k 是 偶数 ) 
A" = . Cn = 2k + 1 是 奇数 ) (4.120) 
所 以 
0" 
SA 


n=2k+l . 


exp(04 ) = > 2 (nT)+ 


= cosh 0+ Asinh 0 (4.121) 
由 于 Pauli 矩阵 s* (k=1,2,3) 和 2” XxX2" 自 旋 和 矩阵 St (k=1,2,3;i =1,2,…， 
m) 都 满足 自身 平方 是 “单位 矩阵 ”的 性 质 , 故 (4.119) 式 对 它们 均 适 用 . 
3. A'1,A; ,43 矩阵 的 自 旋 矩阵 表示 
(1) A 和 矩阵 
根据 (4.108) 式 中 关于 A 矩阵 的 定义 和 (4.112) 式 中 关于 “ 直 乘 ”的 的 定义 ,可 
将 A ; 矩阵 写成 
A"1 = aWaDWa (4.122) 
式 中 a 是 一 个 2x2 的 和 矩阵: 
_ 人 exp (— BH) 


= 8 m5 一 4.12 
exp(— BI) exp (BJ) SEP DO 
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其 “和 矩阵 元 ”是 
(ago | a | oft*D) = exp[R1zfeocftrD ] (4.124) 
设 
aconn 0 = CIRCHY ) (4.125) 
asinh 0 = exp(— FB) 
则 
tanh 0 = exp(— 281) 
(4.126) 
a = [2sinh (28]) ]t 
利用 (4.119) 式 ,可 得 
a = [2sinh (2 ) J?exp( 0s!) (4.127) 


于 是 
4 = [2sinh(281)]:exp(b1)GQ exp(b1)Q … 办 exp(0s') (4.128) 
车 再 利用 (4.119) 式 和 (4.115) 式 ,可 以 证 明 
exp(0s')CY) exp(0s1)= (cosh 0 + slsinh 0)GO (cosh g + slsinh 0) 
= [(s" 0s )cosh 0 + (s! so)sinh 9] 
*[(s" Cs")cosh 0 + (s° 0 s!)sinh 8] 
= expLb(s © s") J] exp[L 0s" © s1)] 
= exp(01). exp(05}) , (4.129) 
从 而 
exp(0s: )GCO exp(0s1)60 … exp(b1) 
= exp(0S1)° exp(053).  » expl O51,) 
= exp[OCS} + SI + + Sh, )] (4.130) 
将 (4.130) 式 代入 (4.128) 式 ,有 
A'1! = [2sinh(2B/) J] 。 A 
m (4.131) 
| 于 exp(63i) 
(2) A 和 矩阵 
根据 (4.108) 式 中 关于 A; 和 矩阵 的 定义 和 (4.112) 式 中 关于 “ 直 乘 ”CO 的 定义 ,可 


将 4* 矩阵 写成 > 个 4x4 和 矩阵 的“ 直 乘 ”: 


A:= bbO:…b (4.132) 
式 中 
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exp(B7) 0 0 0 
0 exp(— B) 0 0 
0 0 exp(— BRB) 0 
0 0 0 exp(CA1 ) 
0 0 0 0 
1 5 0| . 
i sinh (8B ) 
0 .0 0 1 0 0 0 1;) 
(s° GO s° )cosh(B)+ (ss 0 s")(s? 0 s3)sinh(B) 
= exp (BSiS2) (4.133) 
演算 过 程 中 用 到 了 下 列 关 系 式 
exp(+ BI)= cosh(B)+ sinh(B) (4.134) 
而 4X4 和 矩阵 b 的 “矩阵 元 ”是 
(ol? | b | cf》= Bworrv exp[LRotY oss] (4.135) 
利用 (4.119) 式 和 (4.115) 式 以 及 
加 @s = (5 05)(s ss ) 


|| 
ODO 
OO OO 二 


0 
0 
0 


OO OO bs 


cosh( B87 )+ 


(5 ss 60 s3 00 5°)= S353 (4.136) 
so° (9 S53 = (s° 69 s3 69 5°) (ss 60s 0 s3)= SS 
可 以 得 到 
b b= exp(B1SiSi )GCO expl BSiS2) 
= [(s° GO s°)cosh(B)+ SYS2sinh (CBI)] 
[Cs 6 s°)cosh(BI)+ SIS2sinh( BI)] 
= [(s° 6 s°)cosh(BI)+ (SYS2 6) s° )sinh(B)] 
。[(s° 060 ss)cosh(BI)+ (s° 60 S353)sinh(B])] 
= exp[L BI (Sis3 CO s°) J] exp[L BI Cs QQ S352)] 
exp[ BS3.S3 ]» exp[ ARIS3 .S53 ] (4.137) 
依 此 类 推 ,由 (4.132) 式 ,有 
A2 = exp[ BIS3S3 ]» exp[L BIS3S3 ]» *** » exp[L BSmSmr | 


= [I exp[ A/S3S3,,] (4.138) 
i=1 
i 二 S3 
(3) As 和 矩阵 


根据 (4.108) 式 中 关于 As 和 矩阵 的 定义 和 (4.112) 式 中 关于 “ 直 乘 ”的 的 定义 ,可 
将 As 和 矩阵 写成 m 个 2x2 和 矩阵 b 的" 直 乘 ”: 
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As= ccc (4.139) 
式 中 c 是 一 个 2X2 的 "对 角 和 矩阵 ”: 


0 
c= [Pn )= srexp(BB)+ SeXp( 一 BB) 


0 exp( BB) 
= exp(pbBs’) (4.140) 
其 “和 矩阵 元 ”是 
(of) | c | od) = Burn exp [BBo!® ] (4.141) 


利用 (4.119) 式 和 (4.115) 式 ,可 得 
ce = exp(BBs )0 exp(BBs’) = exp( BBSi). exp( BBS?) (4.142) 
依 此 类 推 ,由 (4.139) ,有 
Aa = exp(BBSi )。exp(BBS3 )。…。exp(BBS” ) 


= [| exp(8BS3 ) (4.143) 


i=1 
(4) A= A AsAs 和 矩阵 
将 (4.131) 式 ,(4.138) 式 和 (4.143) 式 代入 (4.107) 式 , 即 得 


A= [2sinh(28/) J » AiAz A 
= [2sinh(2B81)]2 » [JT expC0si) ]. [ TT expc B71s3s3,) ] | TT expe BBS}) | 
i=1 i=1 i=1 


(4.144) 
其 中 
= 记 -1 一 2 
anh [exp(— 28]) ] C4 145) 
Sn = S53 
当 没 有 磁场 时 , 即 B=0, 因 而 A3=1, 此 时 
A = [2sinh(28/) 1]: .AiA: 
从 = [| exp 985!) (4.146) 
i=1 
A2 = [| expC B/S3S3,,) 
i=] 
从 而 
，tnZ- 1,0) _ 1 . ee 
lim 和 写 光 In[2sinh(2&7) ]+ lim (4.147) 


儿 一 和 0D 


式 中 hm 是 矩阵 Ai As 的 “最 大 本 征 值 ” 
于 是 , 若 矩 阵 A1A 的 所 有 “本 征 值 ” 都 是 正 的 , 且 lim .me = 有 限 值 , 则 “二 维 


m 


no 
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Ising 模型 "就 * 有 解 ”. 现在 的 关键 就 是 如 何 将 矩阵 A = A'1A2A3“ 对 角 化 ”. 


4.4.4 自 旋 表象 中 的 A 矩阵 


定义 一 组 满足 “反对 易 ” 关 系 
了 op + TT = 26%, (Kyv = 1,2,°,2m) (4.148) 

的 2" X2” 阶 矩阵 也 ,其 具体 形式 是 

= 

有 = 下 OO 有人 = 本 

Ts = 50 … 和 OO = S19 

n= sr700%00…00m = 

Is=s e000 0 = 叶 昌 站 

Te=0s 0 = 对 虽 站 


Tz = 5 69 8s! 600° 00 8s 65 6s O08 = S351Se 
a-l1 
Ts = 8 069 s! 00% 60 ss! 60 5s: 060 5 6 09s = SSIS}*%S!-1S2 


a—1 


(4.149) 


T= = 


m—l1 
Tom = s! C0 s! 00 *°° 69 s! 6 s* = S182°% Sh 1S% 
m-1 
利用 (4.115) 式 和 (4.117) 式 ,不 难得 到 
T2132-1 = 1 
了 22。 三 1 
TT2p-1 + Top-iT2a = 0 (a#B,p = 1,2,.…,m) (4.150) 
TzsT2p + TopT2s = 0 
Tzs_1T2g-1 + 了 pi = 0 
即 满足 (4. 148) 式 . 
1. m+1 矩阵 
由 2m 个 独立 矩阵 工 , ,可 以 组 成 男 一 个 2" X2” 阶 的 答 阵 2m+1: 


Tam+i1 = (+ 1)"N TT2m = 9 009) 3 C9 Ea CO 3 (人 41) 


m 个 
矩阵 Tm+1 具 有 以 下 性 质 : 
(1) 
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(Tam+1 ) 
| (1 + Tzm+r1)= 1 + Tym (4.152) 
Tzemri Cl — Tam+1)=— (1— Tom+i) 
(2) 
TD, + TD, = 2 (pv = 1,2,%,2m,2m + 1) (4.153) 
或 
[Tomris Tool, J]= 0 (Ky = 1,2,.,2m) (4.154) 
即 和 矩阵 有 + 与 ,TT,“ 互 易 ”. 
(3) 


偶数 个 (4.155) 
了 2m+1 I n° 了 onsl = 0 
人 人 
2. 矩阵 卫 , 是 Hermitian 矩阵 
由 于 Pauli 矩阵 (sl,s:,s ) 都 是 Hermitian ( 厄 密 ) 和 矩阵 , 因而 TT 也 是 
Hermitian 和 矩阵 , 即 


| Es 0 


Ti=s TT, (4 = 1,2,..,2m) (4.156) 
3. 讨论 
(1) 由 (4.148) 式 所 定义 的 2" X2”" 阶 忆 矩阵 具有 普遍 的 意义 .实际 上 ,任何 一 
个 2"X2” 阶 矩 阵 都 可 以 表示 成 “单位 矩阵 ”和 已. 矩阵 以 及 它们 之 间 的 “乘积 ” 
Tx, ,Tw 了, 了 等 等 的 “线性 组 合 ”. 例 如 , 当 m=1 时 ,由 (4.149) 式 可 定义 两 个 2xX2 
和 矩阵 Pi = 和 了 = ,于 是 
= i(ss*)=— i(TT;) 


=T, (4.157) 
ye 
又 如 , 当 m=2 时 ,由 (4.149) 式 可 定义 4 个 Dirac 和 矩阵 y, (4=1,2,3,4), 即 
‘0 .00 1 
0010 
n= 10 0 
1 0 0 0 
0 0 0 -i 
| 人 
| 
(i 0 0 
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0 0 1 0 
0 0 0 -1 
nl 0 0 0|= 
0 -10 0 
10 0 0 
0 1 0 
pf 0 0 -1 0 = (4.158) 
| 


再 如 , 若 设 (并 利用 其 Hermitian) 
| = 广 (Te- 1 


] (4.159) 
a! = 了 《za-1 一 12。 ) 
则 有 
(Quo ap = 0 
| aaa (a,B = 1,2,.…,m) (4.160) 
{as.rab}= do 


可 见 (a。,a! ) 就 是 “量子 场 论 ” 中 的 Fermi“ 漂 灭 " 和 “产生 ” 算 符 . 

在 李 政 道 先 生 的 《统计 力学 ) 一 书 中 也 提 到 了 以 上 的 讨论 . 

(2) 作为 2" X2” 阶 和 矩阵 的 A; 和 A。 也 可 以 通过 也 矩阵 (4 =1,2,…,2m) 的 
线性 组 合 表 示 出 来 .这 种 表示 被 称 为 矩阵 的 A; 和 As 的 “ 自 旋 表 和 象 ”. 

(3) 值得 注意 的 是 ,必须 严格 区 分 计算 方法 和 物理 内 容 . 此 处 引入 的 “ 自 旋 表 
象 ”“Hermitian 矩阵”“ 潭 灭 ”"“ 和 “产生 ” 算 符 等 等 计算 方法 或 概念 ,与 “Ising 模型 ” 
所 要 研究 的 铁 磁体 的 物理 学 内 容 是 两 码 事 .不 能 因为 在 研究 过 程 中 引 人 了 这 些 计算 
方法 或 概念 就 认定 “Ising 模型 ?是 量子 力学 的 .在 涉及 其 他 物理 学 问题 的 研究 时 ,也 
要 注意 同样 的 区 分 ,保持 清醒 的 头脑 . 

4. A! 和 A, 的 “ 自 旋 表象 ” 


(1) Ai 矩阵 
应 用 (4.148) 式 和 (4.149) 式 ,并 注意 到 
ToT2,-1 = SS。 = ii (aa = 1,2,.,m) (4.161) 
可 将 (4.146) 式 中 的 第 二 式 化 为 
A1 = [| expC05}) = Texp(- ioror2-) (4.162) 
i=] i=] 
(2) A 矩阵 


应 用 (4.117) 式 和 (4.149) 式 ,有 
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Js。 三 SeSoriSe = inSe， 
2a+1T2 oatl ME ee (4.163) 


Tom+1T'2m = i 


Sa = iron (4.164) 
将 以 上 结果 代入 (4. 146) 式 中 的 第 三 式 , 并 利用 $353 与 S353,1 之 间 的 “对 易 
性 ”, 可 得 


A2 = exp(BJIS»S3)| [J exp B71S3S3,, ) | 
i=] 


= exp (iRITzn i Ti Tm ) | [Lexp(- iAITzi1 Ty; ) | (4.165) 
i=1 


(3) 无 磁场 A = A1As 和 矩阵 
无 磁场 A = AlAs 矩阵 为 
从 三 AlA2» 


一 exp(19Tzm+iT! Tzm )| [exp(- 1927 2i+l T2; ) | 
i=I1 


“| [exp(- igrziTz, ) | (4.166) 
i=1 
式 中 
p= 
7 0) 4.167 
| = tanh '[exp(~ 29)] wh ) 


利用 (4.152) 式 ,可 知 
exp(ipros Ti Tam ) = ae + Tmti)+ (1 — Troms ) | 
» (cosh 9 + iTzmn Ti To2msinh 9) 
= 去 (1 + Tzm+1 ) (cosh 9 + iTi Tn sinh 9) 


+ 去 (1 — Tzm+1 ) (cosh 9 — iTi Tmsinh 9) 


= 到 (1 + Tam+1 )exp ipT Tam ) 


+ 二 (1 - Ton exp(~iprm Te ) (4. 168) 
于 是 
A = 六 (+ Fansa)4A*+ 方 (1- Tanti)A- (4. 169) 


式 中 
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m—1 m 
A* = exp(+ 191 Tzm)| [1 exp(— 19T»i+1 Tr») |- | [| exp ~ 101 2i 2i-1 ) | (4.170) 
i=1 i=1 


在 上 述 (4.169) 式 中 ,涉及 3 个 矩阵 Tm:1,A!? 和 A .由 (4.155) 式 可 知 ,Tsm;1 
分 别 与 A* 和 A “对 易 ”, 即 
[PawsiyA+]= 0 (4.171) 
或 
[C+ Pa)A 1- Tonn)A |=0 (4.172) 
这 表明 ,(4.169) 式 等 号 右边 两 项 能 同时 对 角 化 . 


4.4.5 ”和 矩阵 m+1 对 角 化 的 表象 


为 了 求 得 A 矩阵 的 本 征 值 ,必须 使 得 矩阵 2, ;1 ,A! 和 A- 同时 对 角 化 .为 此 ， 
可 以 先 将 矩阵 Pi 对 角 化 ,然后 得 到 矩阵 A* 和 A- 在 Pa 对 角 化 表象 中 的 表 
示 , 再 对 矩阵 A* 和 A- 的 性 质 作 一 般 性 的 讨论 . 

设 有 “相似 变换 矩阵 ”R ,可 以 使 矩阵 m41 对 角 化 变 为 Pei, 即 


下， = RiR- (4.173) 
因为 (Tzm+1)?=1, 答 阵 Tm ;1 的 本 征 值 等 于 土 1 ,又 因为 
Tamn = ss Ws (4.174) 
m 个 
所 以 
Tm = 300s (4.175) 
m 个 
选择 “相似 变换 矩阵 ”R ,使 得 了 ,41 具有 如 下 形式 : 
1 0 
1 
~ 1 po 
Fam = a RN WA 
| 
0 3 


式 中 ,“ 恒 等 符号 "右边 的 “矩阵 元 ”+ 1 表示 2" ' X2” !' 阶 矩阵 . 
将 此 “相似 变换 矩阵 ”R 作用 于 (4.163) 式 ,得 到 


RAR-! = A = 去 (1 PP (1 Ee (4.177) 
式 中 
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A:= RA: R-! (4.178) 
由 于 Fw: 与 人 * 是 “ 互 易 ”的 ,因而 4+ 必 取 如 下 形式 的 矩阵 ， 
At+ = 站 本 (4.179) 
~ [0 B: : 


式 中 A 和 B:* 都 是 2"' XxX2" ! 阶 矩阵 ,但 不 一 定 是 对 角 化 的 . 
容易 看 出 , 方 (1+ Too)“ 漂 没 ?B, 而 方 (1 - m+)“ 漂 没 "A, 即 


工 ~ - 
二 1+ Pa 和 = ( 0 
(4.180) 
二 二 下 -= (0 | 
2 2m+1 0 B- 
于 是 得 到 
~ A 0 
A 一 一 4.181 
区 a ( ) 
讨论 : 


(1) 为 了 使 A 对 角 化 ,只 要 使 A 对 角 化 就 行 了 . 而 为 了 使 A 对 角 化 ,只 要 使 
(4.180) 式 所 表示 的 矩阵 分 别 对 角 化 就 可 以 了 . 

(2) 显而易见 ,每 个 对 角 化 以 后 的 (4.180) 式 分 别 给 出 了 2”-:1 个 “ 非 零 的 ”2 本 征 
值 ”, 两 者 合 起 来 就 会 给 出 A 的 2” 个 “本 征 值 >. 这 正 是 所 需要 的 解 . 

(3) 为 了 求 得 (4.180) 式 的 对 角 化 矩阵 ,首先 必须 使 A 和 A 分别 独立 地 进行 
对 角 化 .对 角 化 以 后 A: 将 分 别 给 出 2" 个 “本 征 值 >( 加 起 来 共有 2”*1 个 ) ,并 从 中 挑 
选 出 合适 的 2” 个 “本 征 值 ”. 

(4) 可 以 证 明 , 当 N=m x ma 时 ( 即 >w 时 ) , 若 知 道 :的 “本 征 值 ”, 则 可 


以 确定 A 的 最 大 “本 征 值 ”, 而 A 的 最 大 “本 征 值 ? 正 是 计算 “ 配 分 函数 ”Z2 (B,0) 所 
必须 的 . 

(5) 但 是 ,从 A: 的 全 部 “本 征 值 ” 中 挑选 出 满足 (4. 180) 式 的 “本 征 值 2 的 操作 并 
非 是 必须 的 . 

(6) 由 于 A: 的 “本 征 值 ”分 别 等 于 A* 和 A- 的 “本 征 值 ,所 以 先 讨 论 A* 和 人 - 
的 对 角 化 . 
4.4.6 转动 矩阵 w 的 自 旋 表象 及 其 本 征 值 


1. 转动 矩阵 Oow 
设 在 2m 维 空间 中 ,有 一 个 2m X2m 秩 的 转动 矩阵 ww ,使 得 (用 Einstein 求 和 
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约定 ) 
Tp = wn (py = 1,2,°,2m) (4.182) 
式 中 转动 矩阵 wn 是 “ 正 交 ”的 , 即 
Wawr = Om (4.183) 
将 (4.182) 式 写成 矩阵 的 形式 ,就 是 
mi w1l Wl2 wl,2m 1 
| (4.184) 
Ee Waml Wam2 “。。 2m,2m 外 工 2m 
例如 , 当 m=1 时 ,有 
| a ( ee sin % 出 (4 185) 
2 — sinNG cosb0/ LT 
又 如 ,在 一 个 2m 维 空间 中 的 二 维 & 一 vy 平面 里 转 过 9 角 , 就 有 
rs cosg sing 01fP， 
了 ,|=|-sinb cosb 0||T, (4.186) 
a 0 0 1)l(r, 


式 中 9 角 可 以 是 一 个 “复数 ”. 
若 用 w (v19) 表 示 (4.182) 式 中 的 转动 矩 阵 w。 , 则 


1 0 (4& 列 ) (vy 列 》 
0 0 
1 
(上 行 ) cos0 sin 0 (4w 行 ) 
1 0 
wlpy10) = 0 3 0 
0 1 
(y 行 ) — sinb cos 0 (vy 行 ) 
. 
0 0 ，。 
(上 列 ) (vy 列 ) 
(4.187) 
容易 验证 
w(m9)= ww|— 0) (4. 188) 


wr' (py|0)w (v10)= 1 
式 中 w' 是 w 的 “ 转 置 "矩阵. 
由 (4.182) 式 和 (4.183) 式 ,可 知 : 
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Fa = C+"TIT aT om (py = 1,2,°",2m,2m +1) (4.189) 
Fn 
式 中 det w = | ww | 是 转动 第 阵 ww 的 “行列 式 ”. 
2. 自 旋 表象 S,, (0) 
,和 工 , 之 间 的 变换 ,也 可 以 写成 “相似 变换 ”的 形式 : 


[ee p's = 26,, 


有 = S(w)ThS 1!(w) (4.190) 
式 中 SC(w) 是 2" X2” 阶 矩 阵 . 联 立 (4.190) 式 和 (4.182) 式 ,有 
SCw)T ST (w)= wT, (4.191) 
此 外 ,大 人 1 利 CU2 是 两 个 独立 的 转动 , 则 WW]1 CU2 就 是 一 个 “复合 ”转动 ,因而 
SC(ww)= (ol)9(ow2) (4.192) 


(4.191) 式 和 (4.192) 式 表明 S(w) 与 转动 矩阵 ws, 之 间 存 在 一 定 的 对 应 关系 ,但 
S(Co) 的 形式 并 不 唯一 . 

可 以 将 w 称 为 2m 维 空间 中 本 矢量 的 转动 . 当 有 取 为 (4.149) 式 的 形式 时 ,就 
称 Ss (90) 为 这 种 转动 “ 自 旋 表象 ”. 

引 理 1 车 用 w (pv19) 表 示 2m 维 空间 中 的 二 维 4 一 v 平面 里 转 过 9 角 , 而 用 
Sw (0) 表 示 为 这 种 转动 " 自 旋 表 象 ”, 则 


w(prvlg)eSw(g) = exp(- br (4.193) 
引 理 1 的 证 明 ” 当 py 关 y 时 ,由 “反对 易 关 系 ”(4.148) 式 可 知 ， 
Fd mT EN 
或 
(ToD Ye PDI. 1 
即 
(iT,T,)* =1 (4.194) 
利用 (4.119) 式 ,有 
Su (0) = exp(- 却 0T,T, ) = cos ($)- r,sin( 5 ) (4.195) 
又 由 
exp (去 Or,T, exp( - 二 grvr,) = exp| 广 gCPvP， rr | = 
有 
了 . 和 二 汶 /0 
Sm (0)= exp( 7 or ) 二 cos( 2 + Pervsin( 2 ) (4.196) 


由 于 (4.194) 式 , 即 CPoP,)CPP)=1, 因 而 有 
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Sp COMT HS C0)= Tcos 0+T,sing (1A 汉 Ps (4.197) 
Su (OT Sm (0)=— Tsing + T,cost 
这 正 是 w (jv19) 的 物理 含义 . 
另外 ,注意 到 : 当 9 是 “实数 ”时 ,5,,(9) 是 “ 么 正和 矩阵 ”; 当 0 是 “复数 ”时 , S,, (0) 
是 “Hermitian( 厄 密 ) 和 矩阵 ”. 
引 理 2 ” 若 “转动 矩阵 "w 的 “本 征 值 ? 是 1(2m -2 重 “ 简 并 ”和 exp(+ig)( 不 
“ 简 并 ”) , 则 其 “ 自 旋 表象 ”5,, (9) 的 “本 征 值 " 是 exp( 土 总 ) (每 个 都 是 2"-! 重 “ 简 并 ” 
的 ). 
引 理 2 的 证 明 《1) 先 证 引 理 2 的 第 一 部 分 内 容 
因为 w (jv10) 有 2m 一 2 重 “ 简 并 ”的 “本 征 值 ”1( 参 阅 (4.187) 式 ) ,而 矩阵 
( cos0 Sin | 
— sinG coso 


fs (OTWSA CO) 三 TI 


的 “本 征 值 ”方程 是 


cos0—A sin 0 


= A*—2Acos0+1=0 
— sing | oe 


所 以 ,“ 本 征 值 ”是 
A1,2 = COS 0 +isinb = exp(+ 10) (4.198) 
(2) 再 证 引 理 2 的 第 二 部 分 内 容 
因为 $%(9) 的 “本 征 值 ”与 “表象 "无关, 所 以 可 以 任意 选择 “ 自 旋 表象 "中 已 经 
“对 角 化 ”的 PoP, 作为 证 明 的 基础 . 若 选 


r= 汪 8 
| = SiS8 
风 
0 
rr = SS =- 这 -9@(， jg@n@…@a 
放 


Sm (0)= cos($)- rT,sin(§ ) 
exp{- 4) 0 


OBO 
2) 


0 exp( 
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(4.199) 


op) 


于 是 ,“ 自 旋 表象 ”S,, (0) 的 “本 征 值 " 是 exp (+ 涩 ,而且 每 个 都 是 2"! 重 “ 简 


并 ”的 . 
引 理 3 若 “ 转 动 矩阵 ?wo 是 m 个 “ 互 易 的 ?平面 转动 的 乘积 , 即 
= (ap8|lb)w(7G|10 )。…。w(CAy|gn) 
式 中 {a8)… =1 > ,2m 两 两 组 合 , 而 01 ,9，,…,0m 可 以 是 复数 . 则 由 引 理 1 
ee 
(1) 存在 w (4v19) 呈 5$。, (9) 的 “对 应 关系 ”, 故 
Om 


Sn (0) = emp(- 呈 Purej exp(— BT) exp(- HTT,) (4.200) 
(2) w 的 2m 个 “本 征 值 ”为 


Al,2,.,2m = EXp(+ 10;) ,exp(+t 10,),°**,exp(+ 10m) (4.201) 
(3) Se (9) 的 2” 个 “本 征 值 ” 为 
exp| 方 (+ G1 + 02+ + 0 ) | (4.202) 


式 中 “ 土 ”号 可 以 任意 地 选择 (共有 2?” 个 选择 方式 ). 
4.4.7 人 +* 和 人 -的 本 征 值 


1. of 矩阵 
比较 (4.164) 式 和 上 述 引 理 3, 可 知 和 矩阵 A* 和 A 都 是 转动 的 “ 自 旋 表象 ”. 为 了 
求 得 A? 和 A- (2m Xx2m 秩 ) 的 “本 征 值 ”, 必 先 求 得 与 (4. 164) 式 相对 应 的 转动 
(2m X2m 秩 ) 的 “本 征 值 ”, 即 
人 = rw 


由 (4.170) 式 ,转动 矩阵 为 
m—1 m 
wx= wl,2m|+2ipg)[ [wc2i+1,2i|- 2ig) |]. [TT (2i,2i—1|- 2i0)| 
i=1 i=1 


(4.203) 
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式 中 w(pvla)=w(vp| 一 a) 是 在 Kk 一 v 平 面 中 转 过 a 角 时 的 “平面 转动 ”, 其 矩阵 形 
式 如 (4.187) 式 所 示 . 
由 转动 矩阵 的 性 质 可 知 ， 
ww = MO Xx (4.204) 


I[ wo2i,2i-1|- 2i9) = [Iw(2i,2i-1|- i9) 
i=1 i=1 


w(1,2|ig)owo(3,4|ig)…aw(2m - 1,2m |i0) 
02:=w(1,2mm | 土 2ip)[w(2,3|2ip)wo(4,5|2ip)…ow(2m -2,2m — 1|2ig)] 
(4.205) 
应 用 (4.187) 式 ,(4.205) 式 的 “矩阵 形式 ”分 别 是 
J 0 


(4.206) 


入 
性 
已 号 
十 | 
TS 


式 中 
a = cosh(29) 
1 = 1sinh (29) 
coshO isinh 0 
-isnh 8 cosh | 
_ | cosh(29) isinh(29) 
| . isinh (29) Es 
用 直接 的 “和 矩阵 乘法 ”, 可 以 得 到 


(4.207) 


320 统计 力学 


A B 0 
B A B 0 
0 卫 ” 4 
jy: 二 En 
A 8B 
0 B* A 
二 也 0 8B’* 


A 


(4.208) 


式 中 4 和 B 都 是 2Xx2 秩 和 矩阵 , B' 是 B 的 “Hermitian( 厄 密 ) 共 轿 矩阵 ”, 分 别 等 于 


一 1h 
A=(ih 8) 
ih g 


i 


{ = sinh(20)sinh(29) 
f = cosh(20)sinh(29) 
8 = cosh(20)cosh(29) 
h = sinh(20)cosh(29) 
2. wm* 和 矩阵 的 本 征 值 方程 
设 w 的 “本 征 矢 ” 为 


式 中 z 是 一 个 待定 常数 ,u 是 二 分 量 矢量 : 


Ww 二 


将 其 代入 “本 征 值 方程 ”: 


得 到 


(4.209) 


(4.210) 


(4.211) 


(4.212) 


(4.213) 
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(zA + z*BF+2z"B* )u = ZL 
(z2A+2zB+zB’ )u = zu 
(z2A+zsB+2zB*)u = ziAu 


:Se ed i i 
(eA BY A 


(4.214) 


在 (4.214) 式 中 ,从 第 二 式 至 第 m -1 式 都 是 一 样 的 , 故 独立 的 方程 式 只 有 3 个 : 


(A+2zBTTz"'B’*)u = AU 
区 +zB+z'B’*)u = Au 
(ATz2 "B+z2"B*})u= A 
可 以 看 出 , 夺 设 
z" 二 二 1 
则 (4.215) 式 中 的 3 个 方程 化 为 同一 个 方程 
(A+2zB+2z 1B’)u = iu 
在 (4.216) 式 中 ,“ 二 ”符号 是 与 w 对 应 的 , 即 
1,3,5,…,2m 一 1( 对 应 于 w” ) 


ink m 个 
一 -一 一 k= 
exp( m ) 0,2,4,.% ,2m (对 应 于 w ) 
m 个 


对 应 于 每 个 k, 有 1 个 zx ,有 2 个 “本 征 值 "*4:.“ 本 征 值 方程 "是 
(A+zxB+ ziB’ )u = AL 
换言之 ,o* 和 w 各 有 2m 个 “本 征 值 ”. 
3. wm* 矩阵 的 本 征 值 
由 于 


4+zktB+zhiB* =A4+ Bexp (xe)+ B' exp(- a 


六 lcos( 王 ) 3 i h > 1cos( 开 ) | 
i h- fcos (er) | 放 一 icos (本) 
因而 ,“ 本 征 值 ”*Ak 由 如 下 方程 确定 : 


ee | 4 + Bexp( 1xkK 


中 :reo(- 强 |-。 


A4 一 2Akcos 7yk +1 =0 


det 


即 满足 方程 


(4.215) 


(4.216) 


(4.217) 


(4.218) 


(4.219) 


(4.220) 


(4.221) 


(4.222) 
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式 中 yk 由 下 式 确定 : 


cosh y. = cosh(29)cosh(20)— cos( KE sinh (29)sinh (20) 


I 
m 


方程 (4.222) 式 的 解 是 


1,3,5,"*,2m Cs 1( 对 应 于 co ) 


AMk 二 exp(+ yx ) k = Wn 


m 个 
4. 4 和 人 -的 本 征 值 
应 用 前 面 的 引 理 3 即 可 得 到 A* 和 A- 的 本 征 值 为 
二 


A 的 本 征 值 :exp| 3 二 二 yam-1) | 


| 十 


A 的 本 征 值 :exp| 去 (+ yo ys 


式 中 “ 土 " 符 号 可 独立 地 选择 ,共有 2” 种 可 能 的 选择 . 
5. 讨论 
(1) 由 (4.223) 式 可 看 出 
Yr = Yam-x (lk<2m-- 1) 


换言之 ， 
7Y1 = Y2m-l 
7Y2 二 Y2m-2 
Ym-l = Ym+l 
(2) 此 外 ,因为 
9 。 。 
ee = (下 )sin( 下 )sinhr Yrsinh(29)sinh (20) 


?>0 
0 一 0 
多 
(3) 由 (4.223) 式 可 知 , 当 大 =0 时 ， 

Yo = 2(9 — 0) 


其 中 当 0<k 二 m 时 ,由 于 | ,因而 2 >0. 所 以 


其 中 
p=H>0 
= tanh-: [exp(- 28)]>0 
由 此 可 以 证 明 


0,2,4,.…,2m = 2( 对 应 于 w ) 


Y2m-2 ) | 


(4.223) 


(4.224) 


(4.225) 


(4.226) 


(4.227) 


(4.228) 


(4.229) 


(4.230) 


(4.231) 
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sinh(29)sinh(29)= 1 (4.232) 
并 可 得 到 
T—>0 时 ,BB ->%,9 ->%0,0—0 
T=T. 时 ,pg = 806= Bb.J,yYo =0 
T>>T. 时 ,? <0,7Yo =0 
T< 了 .时 ,pp 二 0,xo 二 0 
式 中 T. 是 “临界 温度 ”, 其 数值 满足 下 列 方程 : 


sinh (2B. J )= sinh (TF- ja (4.234) 


另外 ,由 (4.223) 式 和 (4.232) 式 ,可 以 作出 yx (27) 的 图 像 : 当 mm 一 oo 时 ,所 有 的 
曲线 将 连 成 一 片 . 


4.4.8 人 的 本 征 值 及 其 最 大 本 征 值 


1. A 的 最 大 本 征 值 

在 前 面 已 经 讨论 过 , A 的 “本 征 值 ” 组 ,由 A* 和 A 的 本 征 值 中 的 各 一 半 所 组 
成 .为 了 确切 地 得 到 A 的 “本 征 值 ”, 必 须 确定 A* 和 A 的 本 征 值 中 的 哪 一 半 是 应 当 
遗弃 的 .其 次 ,因为 A* 和 A 人 4- 的 本 征 值 都 是 正 的 ,其 " 量 级 ?为 e”" ,所 以 A 的 所 有 “本 


征 值 "也 都 是 正 的 ,其 “ 量 级 "也 为 en .第 三 , 当 N 一 x( 即 ”| 一) 时 ,为 了 确定 自 放 


系统 的 配 分 函数 ,关键 是 得 到 A 的 “最 大 本 征 值 ”. 
由 (4.225) 式 可 知 


A* 的 最 大 本 征 值 :exp[ 去 (7 + ys + … + yom-1) | 
工 (+ 


(4.233) 


(4.235) 


A” 的 最 大 本 征 值 : exp| 3 = nf 


式 中 * 土 ”符号 对 应 于 7 | 一 0 | 的 情况 .但 因为 有 (4.229) 式 ,所 以 当 m>o%q 时 由 土 


所 引起 的 A- 的 “最 大 本 征 值 ” 的 差别 可 以 忽略 不 计 . 同 时 ,由 于 (4.229) 式 ,A” 的 “最 
大 本 征 值 ” 大 于 A 的 “最 大 本 征 值 ”, 因 而 A 的 “最 大 本 征 值 "是 
Amax = exp| 去 (7 i yom ) | (4.236) 


ln mee 


2 关于 lim 


lim™ 2 这 一 一 项 来 自 (4.147) 式 .将 (4.236) 式 代入 其 中 ,有 


A WE | 
= lim PH mt = lim[ 玛 yu] (4.237) 


mm mn ml 
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YX(w) 三 72i-1 
| (4.238) 


w= (2i - 1) 
mm 


而 且 当 m 一 w 时 ,可 将 w 视 为 连续 变量 , 即 可 以 将 “ 求 和 ” 换 为 “积分 ”: 


2x 
7Y2i-l -型 | y(o)du (4.239) 
0 


is=1 
于 是 ,应 用 y(w) =y(2r- w)( 来 自 (4.226) 式 ), 便 可 得 到 
2x nt 
人 ln A max _ 下 = 时 
lim i A = 3x|7 C0) do (4.240) 


1 一 00 


3. Helmholtz 自由 能 F(B,0) 和 “位 形 积分 ”对 数 In Z"(B,0) 的 “ 显 形式 ” 
， 将 (4.240) 式 代 人 (4.147) 式 ,可 以 得 到 “ 自 旋 系 统 ” 单 位 自 旋 的 Helmholtz 自由 


能 为 
F(B,0)_ _ 1 ln2"(p,0) 
N NN 
四 
B 2 
od ， 3 于 | 
= 一 万 In [2sinh (28] ) ]? + 二 |7 (do| (4.241) 
式 中 
= [2sinh (287) ]? 
[2sinh (28] ) ]? a 
y(w)= cosh''[cosh(29)cosh(20)— cos wsinh(29)sinh (20) | 


上 述 (4.242) 式 中 的 第 二 式 , 可 以 利用 (4.232) 式 和 关系 式 
js = coth(29) 
cosh(29)= coth(20) 


可 以 被 改写 成 
cosh y(w) = cosh(29)coth(289)— cosw 
= cosh(20)coth(20)— cosw (4.243) 
式 中 
呈 (4.244) 
0 = tanh [exp(— 28/)] 


换言之 “位 形 积分 ”的 对 数 的 “ 显 形式 ”是 
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In Zu(8,0)=- Nin [2sinh(281 ) 了 


| cosh-! {cosh[2 tanh ! (exp(— 28))] 


hl tanh-1 (exp(— 28/)) ]- cosw}dw (4.245) 
4.4.9 二 维 lsing 模型 的 热力 学 性 质 


1. 单位 自 旋 的 内 能 
单位 自 旋 的 内 能 为 


E(B,0) 13CF) _ | 
N Na6 - jg{In [2sinh (287) 3 + 二 Yoao 


i 去 | du (4.246) 
0 


利用 (4.243) 式 ,可 以 计算 出 
ay(w) _ 2Jcoth(281)[2 tanh’ (28/)— 1] (4.247) 
9 了 
(1 ~ xkcosw— In’ sinzw) 
式 中 
~ = 2sinh(28/) - 47(1— 7) 
| cosh’ (28] ) (1+ 到) (4.248) 
7 = exp(— 28) 


将 (4.247) 式 和 (4.248) 式 代入 (4.246) 式 ,得 到 
EC,0) = - Jcoth(281) {1 + [2 tanh? (28/)— 1]Ki(x)|! (4.249) 


式 中 Ki(x) 是 第 一 类 “椭圆 积分 ”: 


2 
Ke) = | 一 一 人 一 (4.250) 
Vl-— wk’ sin 9 


第 一 类 “椭圆 积分 ”Ki (x ) 的 数值 可 以 直接 查 表 求 得 . 
若 设 “ 补 模 ” 为 
kx“ = 2 tanh?(28/)—1 (4.251) 
则 由 (4.248) 式 有 
k2 +(k )2 =1 (4.252) 
讨论 : 
(1) 对 (4. 249) 式 可 以 作 一 定性 的 分 析 . 当 其 中 的 x=0 时 (x=0 时 p=0， 
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T>w, 这 对 讨论 “ 相 变 ” 毫 无 意义 ) 和 «k=1 时 (尽管 “椭圆 积分 "Ki (x ) 在 x=1 处 具有 
“奇异 性 ”, 但 [2 tanh? (287 ) 一 1] 与 “椭圆 积分 "Ki (x ) 的 乘积 等 于 零 ) ,单位 自 旋 在 
B=0 条 件 下 的 内 能 可 以 被 简写 为 
E(B,0) _ 1- 27tanh(28]) _/0 
N ||- Jcoth(287) (w= fe a 
式 中 «=0 时 的 情况 类 似 于 “Heaviside 阶 牙 函数 ”的 解 ,但 在 物理 上 正如 上 面 所 说 ， 
不 是 所 需要 的 .而 在 x = 1 时 的 情况 下 ,coth(281 ) 是 连续 函数 (coth(2817) 的 "奇异 
点 ”在 B=0 处 , 亦 即 T->o 处 ( 它 所 对 应 的 是 <=0, 而 不 是 =1)) ,这 对 讨论 " 相 变 ” 
同样 没有 什么 意义 .因此 ,(4.253) 式 中 tanh(281) 和 coth(281 ) 这 两 个 函数 的 “奇异 
性 ”或 “突变 性 ”( 如 4.1 节 中 所 说 的 ) ,要 么 不 在 “ 相 变 ”所 讨论 的 定义 域内 ,要 么 在 物 
理 上 毫 无 意义 ,甚至 两 者 都 有 . 
(2) 在 (4.249) 式 中 其 实 涉及 两 种 “奇异 性 ”. 其 一 是 tanh (2 启 ) 和 coth (2 应) 这 
两 个 函数 的 “奇异 性 ”, 其 二 是 “椭圆 积分 ”Ki (x ) 函数 的 “奇异 性 ”. 二 维 Ising 模型 的 
精确 解 主要 是 看 K(x ) 函数 的 “奇异 性 ”, 它 可 以 被 用 来 描述 “ 相 变 ”. 然而 ,在 单位 目 


旋 在 B=0 条 件 下 的 内 能 的 表达 式 王 SA 02 中 是 看 不 出 K (x) 函数 的 “奇异 性 ”的 ， 


而 只 有 在 其 对 8 的 导数 中 才能 看 出 来 (参阅 下 面 (4. 254) 式 ) ,换言之 ,这 种 “ 相 变 ”是 
“二 级 相 变 ”. 

(3) 如 果 以 tanh (2 慷 ) 和 coth(2BJ ) 这 两 个 函数 的 “奇异 性 ”来 描述 “ 相 变 ”, 然 后 
反 推 “物理 系统 的 能 谱 ”, 并 进而 反 推 其 Hamiltonian, 这 当然 也 是 允许 的 .但 首先 必 
须 修 改 这 两 个 函数 ,使 之 处 在 定义 域内 ,并 且 在 物理 学 上 有 意义 .由 此 ,可 以 预见 的 
结论 之 一 是 ,其 最 后 结果 肯定 不 会 再 是 “Ising 模型 "中 的 自 旋 之 间 的 “ 非 线 性 ”相关 . 


(4) 当然 也 可 以 直接 将 单位 自 旋 在 B=0 条 件 下 的 内 能 写成 CN; 一 Ki (x)， 


使 之 成 为 “一 级 相 变 ”, 然 后 反 推 “物理 系统 的 能 谱 ”, 并 进而 反 推 其 Hamiltonian; 其 
最 后 结果 同样 肯定 不 会 再 是 “Ising 模型 "中 的 自 旋 之 间 的 “ 非 线 性 "相关 . 
2. 单位 自 旋 的 热 容 量 
单位 自 旋 的 “等 场 热 容量 ”为 
_ 1 /9E(B,0)\ _ ksbB: /3E(B,0) 
oD hr en ne 
= + [BJcothC2B81) (2K Cx) — 2E («x)— (1-— c)| 各 十 cKiCe) | 


(4.254) 
式 中 E (xc ) 是 第 二 类 -椭圆 积 分 : 


Ei (x«)= | V1— wx” sin’ Pdy (4.255) 
0 
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第 二 类 “椭圆 积分 ”Ei (xc ) 的 数值 也 可 以 直接 查 表 求 得 .但 第 二 类 “椭圆 积分 "El (“) 
不 具有 “奇异 性 ”. 

讨论 :从 (4.254) 式 中 可 以 看 到 “椭圆 积分 ?Ki (x ) 函数 的 “奇异 性 ”( 当 x =1 同 
时 < =0) 已 被 < 明确 地 ”显现 出 来 . 

3. 第 一 类 “椭圆 积分 "Ki (x ) 的 奇异 性 和 临界 温度 

第 一 类 “椭圆 积 分 ”Ki (x) 在 x = 1( 或 x =0) 处 有 "奇异 点 ”( 其 "奇异 性 ”与 
tanh(2BJ) 和 coth(2B/ ) 在 x=0 所 具有 的 “突变 性 ”, 无 论 是 在 形态 上 还 是 在 级 别 上 
都 是 不 一 样 的 ). 由 于 在 该 点 附近 ,有 


Ki (wx)= m 和 


kK 
dKi(kx) ,x (4.256) 
dx 2 

E(xrx)= 1 
由 (4.256) 式 可 以 看 出 ,在 x=1( 或 x =0) 处 ,第 一 类 “椭圆 积分 ”Ki (x ) 趋 向 无 


穷 而 其 斜率 《< 几乎 成 为 重 线 .因而 有 些 热 力学 函数 如 Ca(B,0) 等 在 B= 8.( 即 


T=T.) 处 有 “奇异 性 ”.“ 临 界 温度 ”T。 可 由 下 式 确 定 : 
2 tanhz(28.J)= 1 (或 sinh(28.7) = 1) (4.257) 


由 此 解 出 
B.J = 0.4406868 (或 ksT。 = 2.269185J) (4.258) 


注意 到 ,(4.258) 式 与 (4.234) 式 是 一 致 的 . 
“临界 温度 ”T。 所 满足 的 其 他 关系 式 ( 即 ,也 可 以 从 这 些 关系 式 中 解 出 ) 是 
7. = exp(— 2B8.J)= V2-1 
ep sy (4.259) 
sinh(28.J) = 1 
在 “临界 温度 ”T。 附近 ,单位 自 旋 的 “等 场 热 容量 ”Cs (8B,0) 以 “对 数 形式 ” 趋 于 
无 穷 , 即 


Ca (B,0) = ~ (2B. 7) — In 


1- 元 |- ln(28.J)- (1 2 2 


二 一 0.4954kaln| Ls 才 | + const. (4.260) 
讨论 : 
(1)“ 二 维 Ising 模型 ”的 精确 解 否定 了 “平均 场 理 论 ” 的 正确 性 . 
Q@ 若 按 照 “ 平 均 场 理 论 ” 计 算 , 则 “ 比 热 " 或 者 “ 热 容量 "在 “临界 点 ”附近 至 多 有 一 
个 有 限 的 “ 雅 变 ”. 但 是 根据 “二 维 Ising 模型 ”的 精确 解 的 结果 ,“ 比 热 " 或 者 “ 热 容 量 ” 
在 “临界 点 ” 却 具有 “对 数 型 "的 “奇异 性 ”. 
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@ 如 果 按照 “平均 场 理论 ”计算 ,“ 自 发 磁化 强度 "7(pB,0) 是 依 “相对 温度 ”的 记 
次 方 ( 即 B= 去 ) 趋 于 零 的 .但 是 根据 杨振宁 先生 在 1952 年 对 “二 维 Ising 模型 "所作 


的 精确 计算 来 看 ,这 个 方 次 应 当 是 襄 ( 见 (4.261) 式 ). 


G) 更 为 重要 的 是 ,由 于 “二 维 Ising 模型 ”的 “Onsager 解 ” 在 “ 相 变 点 ”具有 “奇异 
性 ”, 而 不 是 一 个 “解析 函数 ”, 因 而 彻底 否定 了 “平均 场 理论 ”的 基本 前 提 . 

则 也 许 会 有 人 说 ，Ising 模型 ”的 精确 解 是 在 二 维 情况 下 得 到 的 ,二 维 结果 说 不 
定 具 有 特殊 性 ,现实 的 三 维 世界 说 不 定 不 是 这 样 .但 是 这 种 猜想 仅仅 是 一 种 “善良 ” 
的 一 厢 情 愿 ,不 足 为 据 .实际 上 三 维 统计 模型 的 “级 数 展开 ” 解 表明 , “平均 场 理论 ” 依 
然 不 对 ,好 不 到 哪里 去 . 当然 对 “平均 场 理 论 ” 的 最 严厉 的 挑战 归根 到 底 是 来 自 精 密 
的 实验 测量 . 


(2) 在 “临界 温度 "T。 = 2.269185 站 处 ,“ 自 旋 系 统 "的 单位 自 旋 的 内 能 S00 


是 连续 的 ,但 单位 自 旋 的 “等 场 热 容量 ”Ca (B8,0) 却 发 生 了 “突变 ”, 即 在 “临界 温度 ” 
T。 发 生 的 “ 相 变 " 没 有 “ 洪 热 ”, 但 “ 比 热 ”产生 了 “路 变 ”. 这 就 是 “第 二 类 相 变 ”的 一 个 
特征 . 

(3) 为 了 证 明 在 “临界 温度 ”7。 确实 发 生 了 “ 相 变 ”, 还 必须 讨论 “长 程 有 序 "是 否 
导致 铁 磁体 "的 “自发 磁化 ", 即 必须 计算 ?5 有 |。 .但 由 于 目前 的 讨论 都 是 在 


B=0 的 前 提 条 件 下 完成 的 ,因此 无 法 求 得 此 导数 . 为 了 计算 2 82 | ,必须 有 


磁场 B, 哪 怕 是 有 一 个 “ 弱 磁 场 ” 也 是 好 的 .1952 年 杨振宁 完成 了 “ 弱 磁 场 ” 下 的 计算 ， 
证 明了 单位 自 旋 的 “自发 磁化 ”是 


1(8,0) = M0 -| 1 工人 十 
| sinhs ca | 
| CT Ee) 


2 
3 


i [1 | Wee 


0 (TT.) 

= 7 y+) . 

w= a ) er ) (TT.) 《4. 261) 
(1 — PP)? 

式 中 “ 磁 矩 "7(P,0) 以 单位 自 旋 的 “ 磁 矩 ?作为 计量 单位 ,因而 是 一 个 “无 量 纲 ” 的 量 . 


第 4 章 ” 相 变 理论 和 临界 现象 329 


而 7。 如 (4.259) 式 所 示 . 

(4) 将 以 上 关于 “二 维 Ising 模型 ”精确 解 的 结果 用 于 “二 维 点 阵 气体 ”, 可 以 得 到 
“ 相 界 曲线 ”方程 为 ( 见 Pathria,《 统 计 力学 》) 

7 = In(1 + 7)+ | + LE (4.262) 
同时 ， 着 凡 下 标 (1 和 (8) 分 别 表示 液 相 和 气相 则 两 相 的 “ 比 容 ”( 即 “mol 容积 ”分 
别 是 
v =2{1+ [< ) (1 二 67 + 2 
(有 (1 二 及 )5 


vg) = 2 (1 一 [人 + | 


(4.263) 


式 中 7=exp( 一 28/). 

(5)“ 二 维 Ising 模型 ”精确 解 的 求解 成 功 ,再 次 证 明了 “精确 解 * 对 于 认识 日 然 现 
象 的 重要 性 ,再 次 证 明了 数学 逻辑 的 重要 性 一 点 也 不 亚 于 哲学 思辨 的 重要 性 ,再 次 
证 明了 凭空 想象 是 多 么 不 可 靠 . 

受到 “Onsager 解 ” 的 启发 ,后 来 M. Kac 和 J.C. Ward(Phys. Rev. ,1952, 88， 
1332) 发 展 出 了 一 种 “组 合法 ”, 该 方法 能 够 极为 简单 地 导出 “二 维 Ising 模型 "的 “ 配 
分 函数 ”和 其 他 热力 学 性 质 .这 种 方法 大 大 有 助 于 阐明 二 维 精确 解 的 “拓扑 条 件 ”, 而 
这 一 “拓扑 条 件 ” 在 三 维 情况 中 显然 是 不 存在 的 ! 1960 年 ,C. A. Hurst 和 H.S. 
Green(J.Chem. Phys. ,1960,33,1059) 发 现 了 研究 “二 维 Ising 模型 "的 另 一 种 方法 ， 
其 中 含有 利用 “与 反对 称 行列 式 直 接 有 关 的 诸 量 的 三 角 排 列 ”; 此 方法 亦 即 “Pfaff 方 
法 ”(J.F. Pfaff,1765 一 1825) .他 们 将 这 种 方法 直接 应 用 于 与 Ising 问题 有 关 的 “给 定 
点 阵 上 二 聚 物 分子 的 位 形 ” 课 题 ,并 取得 了 成 果 . 其 详细 介绍 ,在 E. Montroll 
(Applied Combinatorial Mathmatics 》, ed by E. F. Beckenbach, John Wiley， 
1964) 的 文章 中 与 H.S. Green 和 C. A. Hurst (¢ Order-Disorder Phenomena 》， 
InterScience Pub ,1964) 的 文章 中 有 . 

李 政 道 先 生 在 (统计 力学 ) 一 书 中 说 :“ 要 获得 磁场 B 了 0 和 三 维 空 间 的 解析 解 
一 直 是 理论 物理 学 家 的 愿望 ,但 二 十 多 年 来 他 们 作 过 不 少 探索 工作 ,结果 都 是 失败 
的 .希望 不 久 的 将 来 ,物理 学 者 能 够 解决 这 一 问题 .” 

杨振宁 先生 则 在 “ 相 变 和 临界 现象 引 论 ” 一 文中 说 :“ 在 我 看 来 ,发 现 严 格 可 解 的 
非 平庸 三 维 经 典 问题 或 二 维 量子 力学 问题 的 前 景 ,似乎 还 很 遥远 .也 许 三 维 路 径 组 
合 问题 也 同样 过 于 复杂 了 .” 
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4.5 标 度 律 与 普 适 性 


“ 标 度 律 ”* 的 目的 是 为 了 寻找 “临界 指数 "之 间 的 关系 ,而 “ 普 适 类 ”的 目的 则 是 寻 
找 更 为 基本 的 “参数 ”以 及 “临界 指数 ”与 这 些 基本 “参数 ”之 间 的 关系 . 

有 关 “ 标 度 律 ”与 “ 普 适 性 ”的 近代 研究 尚 在 进行 中 ,很 多 貌似 “正确 ”的 结论 都 在 
未 定之 中 ,因而 对 它们 的 介绍 不 必 详 细 也 不 可 能 详细 . 


4.5.1 “临界 指数 ”的 引入 和 “平均 场 理论 ”的 误差 
在 “二 维 Ising 模型 "中 ,单位 自 旋 的 “自发 磁化 ”1(B,0) 是 依 “相对 温度 ”的 去 次 


方 ( 即 B= 去) 趋 于 零 的 .B= 二 被 称 为 “二 维 Ising 模型 *“ 相 变 ” 的 “临界 指数 ”. 在 van 
der Waals 气体 等 (P,v, 了 TT) 系统 中 ,根据 “平均 场 理论 ” 可 以 计算 出 两 相 mol 体积 之 
差 随 * 相 对 温度 ”的 方 次 方 趋 于 零 的 , 即 8= 志 .B= 性 被 称 为 van der Waals 气体 “ 相 


变 ” 的 “临界 指数 ”. 物理 学 家 后 来 在 其 他 模型 中 又 发 现 了 另外 一 些 "临界 指数 ”, 不 仅 
如 此 ,这 些 “ 临 界 指数 ”之 间 还 存在 着 确定 的 关系 即 “ 标 度 律 ”, 就 同 热 力学 中 的 
“Gibbs 相 律 ”一 样 .由 “临界 指数 ”之 间 的 确定 关系 即 “ 标 度 律 "又 引出 寻找 更 为 基本 
“参量 "的 “ 普 适 性 ”. 由 于 这 些 概念 的 物理 学 机 理 尚 不 清楚 ,同时 至 少 有 1 个 最 基本 的 
“参量 "又 迄今 没有 找到 ,因而 近 几 十 年 来 ,统计 力学 中 关于 “临界 指数 "和 ” 标 度 律 ” 
与 “ 普 适 性 "的 研究 已 经 成 为 一 种 热门 和 时 洲 . 


1. 临界 指数 
“临界 指数 ?的 定义 是 (可 参见 (4.260) 式 和 (4.261) 式 ) 
cve|1- 走 | 
B 
Mec |1- 诡 
> = 
J PE 
A ] 和 (4.264) 
B ;= |] TT Bd 
cM = |1- 元 
ecc |1 一 产 
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式 中 Cv 为 B=0 时 的 “等 容 热 容量 ”( 对 B=0 时 的 “等 场 热 容量 "Cs 也 有 与 Cv 相同 
的 关系 式 ), M 为 B=0 时 的 “磁化 强度 ”, x 为 “磁化 率 ”, B 为 “外 磁场 ”& 作为 所 考 
察 的 体积 的 特征 尺度 ,g(r ) 为 B=0 时 两 个 距离 是 > 的 “ 格 点 ”之 间 的 “ 自 旋 -日 旋 关 


联 函 数 ”. 而 = 1 - 天 被 称 为 “相对 温度 "在 有 些 地 方 为 了 表述 简便 ,将 |r| 写成 


1T。 -了 T|) .在 “ 气 液 系统 ”中 ,将 “外 磁场 ”"B 用 “化 学 势 " 之 差 Ay = 4 一 4。 来 代替 ,将 
“自发 磁化 强度 ”M 用 “密度 差 ”"*Ap = p -Pp。 来 代替 ,将 “磁化 率 ”X 用 “等 温 压 缩 系 数 ” 
KT 来 代替 ， 即 


MAPp=pPp-p. (4.265) 
XKT 
同时 ,a 被 称 为 “等 容 热 容量 指数 ”,P 被 称 为 “ 磁 指 数 ” 或 “共存 曲线 指数 ”,y 被 称 为 
“磁化 率 指数 ” 或 “等 温 压 缩 指数 ”( 描 述 “ 磁 化 率 ” 或 “压缩 率 ” 的 发 散 程 度 ) ,6 被 称 为 
“临界 等 温 线 指数 ”,v 被 称 为 “关联 长 度 指数 "(描述 “关联 长 度 ” 的 发 散 速 率 ) ,7 被 称 
为 “关联 函数 指数 ”. 其 中 ,B,6 与 “ 序 参量 ”( 指 pW 一 P44 ,磁化 M, 极 化 矢量 P, 能 际 
4, 波 函数 y 这 些 量 ) 直接 相关 ,而 a,Y 则 与 “响应 函数 ”“( 指 X,xr,C 这 些 量 ) 有 
联系 . 
表 4.3 列 出 了 几 类 常见 的 “ 序 参 量 ” 以 及 相关 的 “ 相 变 ”特征 . 


表 4.3 几 类 常见 的 “ 序 参 量 " 以 及 相关 的 “ 相 变 "特征 


相 变 名 称 序 参量 破 缺 的 对 称 ”| 恢复 对 称 的 模式 


| = 一 Hc 


有 序 -无 序 溶液 福全 ty 势 上 | 反射 | 朝 
单 轴 铁 磁体 磁化 M 磁 感 B 自 施 波 


M 
单 轴 反 铁 磁体 ”| 次 品格 磁化 M | 交错 场 磁 感 B | 次 品格 Me> 一 M 自 旋 波 


气 液 临界 点 pm — Pr 反射 声波 


各 向 同性 铁 磁体 | 磁化 矢量 M 自 施 波 
铁 电 体 极 化 矢量 P | 电场 强度 E | 。 晶体 对 称 群 软 腹 
超 导 能 除 人 A 。 “| 无 经 典 对 应 。 | UC1) 规 范 群 | ”集体 激发 


2.“ 平 均 场 理论 ”的 误差 

“平均 场 理 论 ” 对 “临界 指数 ”的 讨论 可 以 举 van der Waals 气体 为 例 . 其 中 关于 
“临界 指数 ”的 导出 也 可 以 仿 此 由 更 一 般 的 热力 学 定律 和 更 一 般 的 热力 学 状态 方程 
得 到 . 

van der Waais 气体 状态 方程 如 (3.285) 式 所 示 : 


反射 
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若 设 


V = (i= 二 (4.266) 


We = 
则 van der Waals 气体 状态 方程 可 以 被 改写 为 
_ B+ 3 1 ee 国 
[a P)+ | [3(1 -5)-1]= 8(1- 7) (4.267) 
或 
P(2—-7V+8V —3V3)=— 3 +8c(l ~ 2V+V) (4.268) 
在 临界 点 附近 , (rt,y,P) 都 是 小 量 ,因而 在 临界 点 附近 有 以 下 热力 学 性 质 ， 
(1) 临界 等 温 线 
令 r=0, 由 (4.268) 式 可 得 
3373 _ 3- 
ee 页 位 和 7 ) (4.269) 
略 去 高 阶 小 量 后 ,可 得 PocV’. 又 因为 
人 


| 


所 以 
IP~P.|l~|p=p.| (4.270) 
亦 即 6=3. 
(2) 共存 曲线 
以 下 标 (1) 和 (8g ) 分 别 表示 液 相 和 气相 ,根据 


: TV 一 6vr 一 4r (4.271) 
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Vu) 三 一 Vig) 
' a (4.272) 
Pl(v =0)= Pl(vVw)= PCVvn) 
可 得 
ee = de pi 二 3 (4.273) 
即 
| 
, (4.274) 
Vu) =2|zr|z 
Vp -Vo = 4|r|# (4.275) 


从 而 在 临界 点 附近 ,两 相 mol 体积 之 差 随 | 7 - T. |+ 趋 于 零 , 即 8= 却 . 
同样 ,由 p 一 二 ,可 知 


oo 一 Oo cc 4 r| 世 (4.276) 
(3) 等 温 压 缩 系数 cr 
由 
二 =- 了 (让 ) A 1 
v \9P 元 Vv Pp. (站) 
9vi/r 
可 得 
erec TT (4.277) 
亦 即 y=1. 
(4) 比 热 


设 共 存 曲线 某 一 点 处 气相 和 液 相 的 百分比 分 别 是 xce) 和 xD 而 且 Xp +t xD =1, 
男 外 ,Vv 三 x(p yc + xb vn :经 过 复杂 的 热力 学 推导 ,有 “等 容 mol 比 热 ” 为 


aP DY 
xo 二 ), (32) | 
Ee re 9Vce) /7T、97 /。 
厂 2 
+ x | CW = (2) (2S) | (4.278) 


9 Vp) aT 
式 中 下 标 c 表示 处 在 共存 曲线 上 . 
由 (4.277) 式 ,并 代入 适当 的 共存 条 件 , 最 后 得 到 
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cv(Tc)= 5R (了 二) 


(4.279) 
东芝 让 


i ) = 2 


3 
2 
3 
2 
亦 即 a=0. 

上 述 (4.279) 式 同时 说 明 在 临界 点 T. 处 “等 容 mol 比 热 " 有 “跳跃 "(二 级 相 
变 ). 但 在 T 二 T。 时 的 相 变 却 是 一 级 相 变 . 

以 上 就 是 “平均 场 理 论 ” 对 van der Waals 气体 所 作出 的 推论 .van der Waals 气 
体 实在 是 一 个 研究 “ 相 变 理论 ?最 好 的 “模特 ” 

关于 van der Waals 气体 和 其 他 几 种 常用 气体 的 “临界 指数 ”总 结 在 表 4.4 中 ， 


6 


表 4.4 几 种 常用 气体 的 "临界 指数 ” 


气体 名 称 


van der Waals 气体 


某 真 实 气 体 


Dieterici 气体 (B) 


注 ;Berthelot 气体 作为 c=0 的 特殊 情况 包含 在 Clausius 气体 中 . 
早 在 1900 年 时 就 已 有 人 指出 过 ,“ 气 - 液 临 界 点 ”的 特性 与 van der Waals 的 理 
论 并 不 一 致 .然而 ,这 一 批评 当时 只 被 等 闲 视 之 .后 来 陆续 有 物理 学 家 对 各 种 气体 - 
液体 进行 实验 测量 ,发 现 所 有 的 实验 结果 都 与 平均 场 理 论 " 不 其 相符 .1945 年 ,E. 
A.Guggenheim 收集 了 Ne( 氛 ),Ar( 氢 ),Kr( 握 ), Xe( 和 所 ),N;( 毛 ),O;( 氧 ),CO( 一 
氧化 碳 ) ,CH4 (甲烷 ) 等 8 种 物质 “ 气 液 共 存 ” 条 件 的 数据 ,并 将 它们 描画 在 一 条 曲线 
上 ,然后 用 公式 


过 B 
Ct 1 -也 | (4.280) 


来 拟 合 . 他 发 现 最 佳 的 方案 是 取 8= 读 . 这 一 结果 与 “平均 场 理论 ”所 预言 的 8= 广 
( 见 (4.274) 式 ) 存 在 着 明显 的 差异 .但 由 于 当时 的 实验 测量 精度 不 高 ,对 温度 的 控制 
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不 是 很 理想 ,因而 大 多 数 人 对 这 一 结果 只 是 持 怀疑 态度 而 没有 声张 或 不 敢 声张 

到 了 20 世纪 60 年 代 , 实 验 技术 已 取得 了 很 大 的 改进 .首先 是 对 温度 的 控制 程度 
提高 了 ,可 以 真正 地 逼近 “临界 点 >" 了 .精度 最 高 的 是 低温 下 对 *“ 液 氨 ” 的 测量 ,其 相对 
温度 可 以 被 控制 至 10-*, 即 百 万 分 之 一 左右 .不 管 是 在 以 “ 度 ” 为 单位 的 “ 比 热 " 图 中 ， 
还 是 在 以 “ 毫 度 ”或 “ 微 度 ”为 单位 的 “ 比 热 " 图 中 ,都 可 以 清晰 地 看 到 ,“ 比 热 ” 或 者 “ 热 
容量 "的 “奇异 性 ” 绝 不 是 “平均 场 理论 ”所 预言 的 有 限 * 跃 变 ”, 而 是 有 一 个 “指数 型 ” 
的 “尖峰 ”. 这 一 点 或 许 在 “对 数 坐 标 ” 中 或 许 看 得 更 为 清楚 .到 了 20 世纪 60 年 代 中 
期 ,对 许多 不 同 液体 的 测量 结果 表明 ,“ 临 界 指数 ”8 确实 接近 坊 ,而 另 一 个 “临界 指 


数 ”6 则 接近 于 学.“ 比 热 ”的 测量 结果 表明 ,在 “临界 点 ”并非 对 应 于 a =0 的 有 限 “ 啤 


变 ”, 而 是 对 应 于 a 取 0( 尽 管 其 数值 很 小 ). 
对 “磁性 系统 "例如 铁 Fe、 镍 Ni 三 省 化 铬 CrBra、“ 反 铁 磁体 ”MnF 等 等 也 作 了 


种 种 测量 .它们 的 “临界 指数 ”8 也 同样 接近 二 ,而 另 一 个 “临界 等 温 线 指数 "8 也 同样 


接近 于 ,这 些 指数 与 “平均 场 理论 "所 预言 的 结果 有 明显 的 偏离 .同时 ,由 于 采用 了 
“中 子 散 射 "和 “激光 ”技术 ,因而 可 以 较为 准确 地 测 得 磁性 材料 和 液体 的 “磁化 率 指 
数 ”y 和 .测量 结果 是 7= 与 ,而 ,= 乞 . 但 若 按 "平均 场 理论 ”所 预言 的 ,前 者 是 1, 后 


者 是 去 ,其 间 差 距 十 分 显著 . 


这 些 实验 结果 说 明 , “平均 场 理 论 ” 完 全 没有 抓 住 连 续 相 变现 象 的 实质 ! 这 就 从 
根本 上 否定 了 相 变 的 “平均 场 理论 ”. 
顺便 指出 ,van der Waals 气体 (P,v,T) 系 统 的 “临界 指数 ”与 “二 维 Ising 模型 ” 


(在 Bragg-Williams 近似 下 ) 磁 性 物质 的 “临界 指数 ”是 完全 相同 的 :a = 0,B = 也 ， 
Y=1,6=3. 这 说 明 “ 平 均 场 理论 ”与 “Bragg-Williams 近似 ?是 完全 等 价 的 . 
4.5.2 平均 场 理 论 只 是 在 4 维 以 上 空间 才 总 是 正确 


1. 涨 落 与 平均 场 理 论 

有 些 物 理学 家 认为 :平均 场 理论 ”的 基本 精神 是 将 其 他 粒子 对 所 考察 的 某 个 粒 
子 的 作用 以 一 种 "平均 了 的 场 ? 来 代替 .这 种 "平均 ”没有 考虑 “ 涨 落 ”. 他 们 认为 :事实 
上 ,在 “临界 点 ”附近 的 “ 涨 落 ”或 许 相 对 来 说 很 强 很 大 , 正 是 由 于 这 种 “ 涨 落 ” 才 导致 
“ 比 热 *" 和 “磁化 率 ” 的 发 散 , 导 致 “临界 乳 光 ”( 当 温度 趋 近 “ 临 界 点 ”附近 时 , “散射 光 ” 
的 强度 和 颜色 会 发 生 引 人 注目 的 变化 ) 等 现象 的 出 现 .他们 认为 ,为 了 考虑 这 种 效 
应 ,可 以 用 “ 涨 落 ” 作 为 “小 量 ” 来 修正 “平均 场 理论 ”. 
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但 是 ,前 提 条 件 必须 是 在 修正 “平均 场 理论 ”的 过 程 中 ,“ 涨 落 ” 只 能 为 “小 量 ”. 辱 
对 太 大 的 “ 涨 落 ” 来 说 ,修正 “平均 场 理 论 ” 本 身 就 是 没有 道理 的 . 
以 “ 铁 磁体 ”为 例 .在 “ 相 变 点 ”以 下 ,“ 自 发 磁化 ”M 关 0, 但 它 在 允 近 “临界 点 ”时 
趋 于 零 . 要 和 忽略“ 涨 落 ” 效 应 ,必须 要 求 “ 磁 和 矩 ” 的 “平均 涨 落 ” 比 “ 磁 短 ”本身 小 许多 . 众 
所 周知 ,“ 涨 落 ” 的 大 小 与 所 考察 的 体积 有 关 : 体 积 越 小 ,相对 “ 涨 落 ” 就 越 大 . 若 以 “ 关 
联 长 度 ”$ 作为 所 考察 的 体积 的 特征 尺度 , 则 由 “ 涨 落 ” 理 论 可 知 ,“ 均 方 涨 落 ” 是 
(AM)2 cc NCVY)X (4.281) 
式 中 X 是 “磁化 率 ”, N(V ) 是 体积 V 中 的 “人 磁 矩 ?数目 . 设 每 个 " 磁 矩 ?的 大 小 是 Aa， 
则 相对 “ 涨 落 ”比较 “小 ”就 是 要 求 
(AM) < psN (V) (4.282) 
这 种 对 相对 “ 涨 落 ” 比 较 “ 小 ”的 要 求 很 匣 刻 .因此 实际 上 ,用 “ 涨 落 ” 来 修正 “平均 
场 理论 ”的 做 法 ,对 “ 相 变 ”来 说 并 不 其 合理 .“ 相 变 ” 其 实 是 一 种 “ 非 线 性 现象 ”, 并 非 
“ 涨 落 ” 所 能 描述 的 . 
2. 空间 维 数 与 平均 场 理 论 的 适用 范围 
在 s 维 空间 中 N(V)oc6' .再 考虑 到 “临界 指数 ”的 定义 ( 见 (4.264) 式 ) 


| 
B 
Me ] 本 去 (4.283) 
oe ] ] 一 元 
就 可 将 上 述 不 等 式 写 成 
-15+28 
下 元 (4.284) 


这 一 不 等 式 (4.284) 式 给 出 了 “平均 场 理论 ”的 适用 范围 . 式 中 “const. ”的 大 小 与 
系统 的 具体 物性 有 关 . 根 据 "平均 场 理论 ",y=1,v= B= 志 , 上 述 不 等 式 就 变 成 


| 
1 -二 | > const. (4.285) 
讨论 : 
(1) 若 *>4, 上 述 不 等 式 (4. 285) 式 左边 在 | 1 - 赤 | -~0 时 就 会 越 来 越 大 . 换 计 


之 ,此 不 等 式 总 是 成 立 的 , 亦 即 “ 平 均 场 理论 ?在 4 维 以 上 的 空间 中 总 是 正确 的 . 
(2) 对 于 现实 的 3 维 空间 ,上 述 不 等 式 (4.285) 式 给 出 了 “平均 场 理 论 ” 的 具体 适 


用 范围 由 于 |1 -去 | 的 等 次 是 正 的 ,因而 |1 -天 | -0 时 总 有 可 能 使 上 述 不 等 式 不 
成 立 . 对 *“ 铁 磁体 "来 说 ,违反 “平均 场 理 论 ” 的 例子 俯仰 缘 是 . 相反 ,对 于 “ 超 导 现 象 "， 
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则 可 以 用 “平均 场 理 论 ” 来 很 好 地 描述 . 

建立 “平均 场 理 论 ” 的 初衷 ,是 为 了 解释 “临界 现象 ”. 但 具有 讽刺 意味 的 是 ,恰恰 
是 “平均 场 理 论 ”无 法 解释 “临界 现象 ”. 

表 4.5 是 Bragg-Williams 近似 (Bragg-Williams 近似 与 “平均 场 理 论 ” 是 一 致 
的 ) 下 的 “临界 指数 ”的 理论 值 和 实验 值 之 间 的 比较 ,从 中 可 以 看 出 二 者 完全 不 符 .这 
就 同样 从 根本 上 否定 了 相 变 的 “Bragg-Williams 近似 ”理论 . 

表 4.5 Bragg-Williams 近似 下 的 “临界 指数 "的 理论 值 和 实验 值 之 间 的 比较 


和 ET 


0.1 


> ‘Ey 


PvT 体系 le-erleel7-r | 8 
(van der Waals 方程 ) xroc | T-T.|-7 | 7 | 1,2=1:9 
Ip-pe lclp-p.l | 
on | 
磁性 物质 Moc|T.— TI|? | 
(Ising 模型 和 
Bragg-Williams 近似 ) Xcc|1T 了 -Te| ? | 


表 4.6 罗列 了 几 种 不 同系 统 “ 临 界 指数 ”的 实验 测量 值 的 大 小 范围 ,其 中 最 后 一 
列 是 “平均 场 理论 ”的 结果 ( 取 自 Pathria 的 《统计 力学 》). 


表 4.6 临界 指数 的 部 分 实验 结果 


”二 元 溶液 。 ”| 平均 场 理 论 
0.05~0.15 0 


临界 指数 


7y 1 
| ; 
ee ! 
7 | ons | 


4.5.3 临界 指数 和 标 度 关系 


1. 标 度 律 
尽管 实验 结果 与 “平均 场 理论 ”的 预言 差别 其 大 ,但 还 是 有 两 件 事 发 人 深 省 : 


338 统计 力学 


(1) 许多 物性 过 然 不 同 的 体系 的 “临界 行为 ?非常 相似 ,其 "临界 指数 "几乎 完全 
= 

(2)“ 临 界 指数 ”的 实验 值 ,尽管 不 同 于 “平均 场 理论 ” 所 预言 的 “理论 值 ”, 但 都 满 
足 一 些 “ 标 度 ” 关 系 .例如 


a+28+7Yy=2 
4.286 
«a +B(+1)=2 , | 
以 及 诸如 此 类 .其 中 比较 出 名 的 是 
a +28+ Y= 2 (Rushbrooke 标 度 律 ) 


= y(2 一 7) (Fisher 标 度 律 ) 
w=2-0@ (Josephson 标 度 律 ) 
更 耐人寻味 的 是 平均 场 理 论 "“ 二 维 Ising 模型 ”的 精确 解 力 至 于 “三 维 Ising 
模型 ”的 级 数 展开 解 ， 也 都 满足 这 些 关系 ( 见 表 4. 7). 


表 4.7 临界 指数 的 理论 值 


临界 指数 平均 场 理论 二 维 Ising 模型 三 维 Ising 模型 (级 数 解 ) 
a 0( 跃 变 ) 0( 对 数 ) 0.125 土 0.010 
7 
Y 1 下 1,250+0.003 


这 种 “ 标 度 ”关系 绝 非 偶然 的 巧合 . 物理 学 家 不 愿意 放 过 对 这 一 “巧合 ” 即 “ 标 度 
律 ” 的 研究 .当然 ,由 “ 标 度 律 ” 到 “ 普 适 类 ”的 研究 迄今 为 止 仍 不 得 要 领 . 
2. Onsager 和 van der Waals 之 间 的 矛盾 
早 在 20 世纪 60 年 代 初 ,就 有 人 根据 热力 学 稳定 条 件 和 若干 条 合理 的 假定 ,证 明 
“临界 指数 ”之 间 不 是 相互 独立 的 ,而 是 应 当 满 足 一 系列 的 不 等 式 的 ,例如 
ea (4.288) 
a+P(8+1) 宇 2 
以 及 诸如 此 类 . 
然而 ,为 什么 现在 这 些 不 等 式 变 成 等 式 成 立 了 呢 ? 这 从 热力 学 角度 来 看 无 法 解 
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释 , 不 得 其 门 而 入 . 百 思 不 得 其 解 ! 这 是 第 一 个 问题 . 

此 外 ,还 有 另 一 件 事 :有 人 曾 严格 证 明 过 ,平均 场 理 论 ? 对 于 具有 “长 程 作 用 力 ” 
的 模型 是 完全 正确 的 .然而 ,对 于 由 分 子 间 具有 “长 程 作用 力 ” 的 液体 模型 得 到 的 van 
der Waals 方程 ,对 于 具有 “长 程 作用 力 ” 的 “ 铁 磁体 ”模型 得 到 的 “Curie-Weiss 型 ”的 
结果 ,实验 测量 与 “平均 场 理论 ” 明 显 不 符 .这 说 明 在 实际 体系 中 起 作用 的 不 是 “长 程 
作用 力 ” 而 是 “短程 作用 力 ”. 作 用 力 性 质 大 相 径 庭 的 各 种 体系 ,怎么 会 在 “ 相 变 现象 ” 
中 表现 出 如 此 引 人 注 目的 一 致 性 “ 标 度 律 ?来 呢 ? 这 是 第 二 个 问题 . 

1965 年 ,美国 国家 标准 局 召开 了 一 次 有 各 国 物理 学 家 参加 的 “ 相 变 问题 学 术 会 
议 ”. 会 上 ,著名 统计 力学 教授 G.E. Uhlenbeck(1900~1974) 说 过 一 席 话 :“ 要 得 出 普 
适 的 , 非 经 典 的 行为 ,就 要 有 普 适 的 、 也 就 是 与 作用 力 无 关 的 解释 .我 想 唯 一 的 可 能 
性 是 作用 力 并 非 长 程 .Onsager 解 给 出 了 强 有 力 的 启示 .很 可 能 ,偏离 临界 点 时 经 典 
理论 ( 指 ' 平 均 场 理论 ') 是 很 好 的 描述 ,但 到 临界 点 附近 就 不 行 了 ,那里 物质 更 像 
Onsager 所 描述 的 .我 觉得 ,中 心 的 理论 课题 可 以 叫做 ' 替 Onsager 和 van der Waals 
调停 ”.” 

这 种 “调停 ”类 似 于 试图 在 “黑体 辐射 "中 的 “Wien 公式 ”和 “Rayleigh-Jeans 公 
式 ” 之 间 找 出 “Planck 公式 ”. 

“ 替 Onsager 和 van der Waals 调停 ”是 必须 的 . 

(1)“ 平 均 场 理论 ”的 前 提要 求 热力 学 函数 在 “临界 点 ?仍然 是 可 以 展开 的 “好 ”了 顶 
数 ,而 Onsager 明确 算出 了 热力 学 函数 具有 ”奇异 性 ” 

(2)“ 平 均 场 理 论 ” 给 出 “ 比 热 ”? 的 有 限 “ 了 跃 变 ”, Onsager 却 得 到 无 穷 大 的 “对 数 尖 
峰 ”. 

(3) “平均 场 理论 ” 包 罗 万 象 , 即 不 管 空间 维 数 多 少 , 不 问 力 程 长 短 , 不 顾 “ 序 参 
量 ” 繁 简 , 它 都 广 为 圳 括 , 兼 收 并 蓄 , 而 “Onsager 解 ” 却 强调 了 “临界 点 ”附近 的 特 
殊 性 ， 

“ 替 Onsager 和 van der Waals 调停 ”是 可 能 的 .在 如 此 对 立 的 “平均 场 理 论 ” 和 
统计 力学 的 精确 解 (或 “级 数 展开 解 ”) 之 间 ,毕竟 存在 者 共同 点 , 那 就 是 ;， 标 度 律 ”! 


4.5.4 标 度 假定 


1. 标 度 假定 

要 “ 替 Onsager 和 van der Waals 调停 ”, 首先 就 是 必须 找 出 一 种 对 “ 非 平均 场 ” 
行为 的 “ 普 适 ”描述 ,犹如 工 . D. Landau 对 “平均 场 理论 ” 所 作 的 普 适 描述 那样 . 果 不 
其 然 , 在 1965 年 的 “ 相 变 问题 学 术 会 议 ” 过 后 不 久 , 就 有 几 位 物理 学 家 从 不 同 的 角度 
出 发 ,相互 独立 地 ,殊途同归 地 找到 了 这 种 描述 , 即 现在 所 谓 的 “ 标 度 假定 ”不 过 ,对 
于 “ 标 度假 定 ”, 李 政道 先生 说 :“ 对 于 探讨 这 些 关系 而 发 表 的 文章 虽 多 , 追 其 理论 基 
础 ,还 是 不 清楚 的 .”“ 近 十 几 年 来 ,虽然 使 用 了 不 同 的 模型 计算 出 临界 指数 值 不 相 
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同 , 但 指数 间 的 关系 却 是 相同 的 .这 表明 它们 之 间 确 有 规律 性 ,不 过 它们 的 物理 基础 
仍 不 很 清楚 . ”不 过 几 种 方法 给 出 的 指数 之 间 的 关系 却 是 相同 的 . 到 底 为 什么 这 些 
指数 间 有 如 此 明确 的 线性 关系 ”理论 基础 仍 不 明 .” 
对 于 “ 铁 磁 体 ”,“ 标 度假 定 ” 认 为 ,状态 方程 可 以 被 写成 一 种 普遍 的 形式 : 
B= Mop(|1 -去 M 玉 ) (4.289) 
式 中 B 是 “外 磁场 ”, M 是 “自发 磁化 强度 ”, h (x) 是 一 个 普 适 函数 .上 述 方 程 的 意思 


是 说 ;车 “外 磁场 "有 用 NM 来 < 标 度 "( 即 以 M 为 “尺子 ”), 相 对 温度 += |1 -元 | 用 


来 < 标 度 ", 则 二 BB 是 |1- 守 IM M 站 的 某 种 函数 (最 简单 的 当然 是 “线性 ”函数 ). 


2. 由 标 度假 定 到 标 度 律 
李 政 道 先生 将 “ 标 度假 定 ” 写 成 用 Helmholtz 自由 能 下 表示 的 形式 : 


Re | rls (Tz) (4.290) 
式 中 ,z=1 -六 ,4A 是 一 个 假设 的 “临界 指数 ”, 最 后 可 以 证 明 它 等 于 
A=B+y (4.291) 
由 (4.290) 式 , 李 政道 先生 将 (TT ) 在 B80 时 展开 成 Taylor 级 数 ， 


f (THz)= fC)+ fT + 让 1"(0) (TB) + 《4292) 
而 
dF__ 1 dF 
dT T. dlr| 


=- 均 (2- lz :70+ 元 1 人 A )+ (4.293) 
注意 到 B=0 时 (4.293) 式 的 第 二 项 为 零 ,于 是 


( 贸 ). = 二) (4.294) 
因而 ， 热 容量 "是 
Pe 5 = 二 下 ( 芒 )， =— (2—- a)(l—-a)|r| fC(0)cc |r|’®* (4.295) 
接 下 来 ,可 以 得 到 “磁化 强度 ”M 和 “磁化 率 ”X 为 
M = 一 的 时 = [rr(O)TTa ec Ky bets be 
(4.296) 


_ /9M a _ ES PR 
X= [se 三 i | 广 (0)=|r| = zl 
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上 述 (4.296) 式 中 最 后 一 个 等 号 是 由 
B=2-a-A 
-Y=2-a-24 


(4.297) 
得 到 的 关系 式 (“ 标 度 律 ”) 
ag+2B+Y=2 (4.298) 
写 出 来 的 .由 (4.298) 式 就 可 以 得 到 (4.291) 式 . 

李 政道 先生 指出 :" 求 6 时 , 先 把 温度 固定 在 临界 温度 T. 处 , 即 r 一 0, 然 后 将 磁 
场 降 至 零 .%% 如 先 将 zr 一 0, 则 jy) 的 变数 y->o…… 如 果 仍 保持 M 一 及 的 关系 , 则 
系数 f(y ) 就 要 有 一 严格 条 件 , 即 必须 把 it| “项 …… 消 去 .“f(y) 在 y 一 0 时 ,可 以 

d , 
用 Taylor 级 数 展开 ,在 yx 时 ,要 有 95oc ) 关 系 ,或 f(y) 一 y3*! 存 在 .” 
因为 


-路 ~ | | | .人 (4.299) 
dy >= TS | 


所 以 李 政道 先生 又 说 :“ 只 有 2a A- 今 =0, 才 能 把 | r| 1! 消 掉 , 只 剩 下 ~B3.” 
经 过 计算 ,可 以 最 后 得 到 另 一 个 “ 标 度 律 ” 


a+PB(l1+6)=2 (4.300) 
于 是 ,由 “ 标 度 假定 ”就 可 得 到 “临界 指数 ”之 间 的 以 上 (4.298) 式 和 (4.300) 式 两 
个 关系 式 (“ 标 度 律 ”). 
3. 讨论 


(1) 实验 显示 ,对 (具有 很 强 “ 各 向 异性 ?的 )CrBrs , (具有 “次 近邻 作用 ”的 )EuO， 
(由 “ 泗 游 "电子 形 成 的 ) 金 属 镍 Ni, (由 于 两 套 “ 次 格子 ”自发 磁化 ”不 同 因 而 低温 下 
有 “" 净 磁 和 矩 ? 的 )YIG( 包 铁石 榴 石 ) 和 ( 铁 磁 合金 )Pds Fe 这 五 种 “ 铁 磁 材 料 ”, 经 过 重新 
“ 标 度 ” 以 后 ,它们 的 “磁化 强度 ” 随 温度 的 变化 曲线 完全 一 样 .这 并 非 巧 合 ! 
(2) 类 似 的 实验 对 “ 气 液 系统 ”也 可 得 到 同样 的 结论 .将 上 述 方程 中 的 “外 磁场 ” 
B 用 “化 学 势 ” 之 差 A4 = 4 一 pA。 来 代替 ,将 “自发 磁化 强度 ”M 用 “密度 差 ”"*Ap = Pp 一 p。 
来 代替 ,将 “磁化 率 ”"x 用 "等温 压缩 系数 "xz 来 代替 , 即 
有 -一 AH = 下 一 
和 = 0 一 Ap。 (4.301) 
py 
则 对 (量子 效应 显著 的 )? He,4He, (惰性 气体 )Xe,CO;,( 极 性 液体 )H;O 进行 实验 并 
经 过 重新 “ 标 度 ” 以 后 ,它们 的 “化 学 势 相 对 变化 ” 随 “ 相 对 温度 ”的 变化 曲线 也 是 同一 
条 .这 同样 不 是 巧合 ! 
为 什么 在 “临界 点 ”附近 会 有 如 此 普遍 的 “ 标 度 性 质 ”? L. P. Kadanoff 给 出 了 一 
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个 非常 直观 的 物理 图 像 :这 就 是 以 后 发 展 起 来 的 “ 重 整 化 群 ”理论 的 基础 . 
4.5.5 自 相 似 变 换 


1. 临界 点 处 的 关联 长 度 
按照 “平均 场 理论 ”, 在 “临界 点 ”处 最 重要 的 特征 是 :“ 关 联 长 度 ” 趋 于 无 穷 .“ 比 
热 *" 和 “磁化 率 ” 的 发 散 ,“ 涨 落 ” 的 反常 增 大 等 等 ,都 是 其 后 果 . Kadanoff dn 
就 是 正好 抓 住 了 这 一 根本 点 或 “主要 矛盾 ”. 
既然 在 “临界 点 ”处 “关联 长 度 ” 趋 于 无 穷 ,那么 无 论 用 什么 “ 标 度 ”(“ 尺 子 ”) 来 
量 , 它 都 是 无 穷 大 .正如 用 不 同 放 大 倍数 的 放大 镜 来 看 原来 的 图 像 , 都 是 一 样 的 ,而 
与 放大 镜 的 “倍数 ”无 关 . 
但 若 物质 的 温度 虽 不 在 “临界 点 ”处 , 却 在 “临界 点 ”附近 , 则 此 时 “关联 长 度 ” 就 
并 非 是 “无 穷 大 ”而 只 是 “很 长 ”了 .于 是 ,总 可 以 找到 一 把 “尺子 ”: 它 比 微观 尺度 大 ， 
但 比 “ 关 联 长 度 ” 小 .而 用 不 同 放 大 倍数 的 放大 镜 看 到 的 情形 还 应 当 “ 差 不 多 ”或 “ 基 
本 不 变形 ”. 
设想 有 一 个 平面 的 三 角 格 子 ,其 格 点 上 分 布 有 “ 自 旋 ”; 这 些 “ 自 旋 ” 有 的 “向 上 ” 
有 的 “向 下 ”; 每 两 个 相 邻 “ 自 旋 ”之 间 的 “相互 作用 ”为 / .由 于 “关联 长 度 ” 很 大 ,因而 
只 能 关心 其 “大 尺度 ”上 的 性 质 而 忽略 其 细节 .将 “ 自 旋 ”分 成 三 个 一 组 ,用 “平均 了 的 
自 旋 ” 来 代替 它们 . 求 平均 的 方法 有 多 种 .一 种 可 能 的 和 最 简单 的 方法 就 是 采用 所 请 
“少数 服从 多 数 ” 的 原则 :车 一 组 中 有 两 个 “向 上 ”的 “ 自 旋 ”, 则 “平均 自 旋 ”就 算 “ 向 
上 ”; 反 之 亦 然 .然后 对 原来 “ 自 旋 ” 之 间 的 相互 作用 “ 按 状 态 ” 求 和 ,得 出 新 的 “和 集团” 
“ 自 旋 ” 之 间 的 “有 效 相 互 作用 ”J .再 以 新 的 “ 自 旋 ”和 “相互 作用 ”来 计算 Helmholtz 
自由 能 ,可 以 预料 其 结果 应 当 与 原来 一 样 . 
2. 关联 长 度 与 标 度 律 : 
将 此 想法 稍 作 推广 ,考虑 一 个 s 维 的 “正方 格子 ”. 取 每 边 有 « 个 “ 格 点 ”, 即 总 共 
有 x 个 “ 自 旋 "组 成 一 个 “集团 "(或 “ 块 ”). 若 将 “相对 温度 "r= | 1 -天 | 和 “无 量 纲 ” 
磁场 b 视 为 “ 自 变 量 ”, 则 每 个 “ 格 点 ”的 平均 Helmholtz 自由 能 就 可 以 被 写成 
Flr,b)= wx-sF(r,,b.) (4.302) 
式 中 ,由 于 尺度 为 x 时 的 有 效 自 变量 zt ,b, 的 Helmholtz 自由 能 F(zr,,b,) 是 总 共 
kx: 个 格 点 的 贡献 ,因而 必须 乘 以 x :因子 才 是 一 个 格 点 的 Helmholtz 自由 能 . 
在 一 般 情况 下 并 不 知道 自 变量 zc, ,b, 对 « 的 依赖 关系 .为 此 ,可 以 合理 地 假定 
(被 称 为 Kadanoff 的 “ 块 自 旋 ”变换 ) 
[ 二 TK- 
全 a (4.303) 
式 中 x,y 是 两 个 未 知 的 “等 次 ” 
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根据 “ 磁 矩 ?的 定义 ,有 
= OF(r byob 光一 多 
M = a ab. ab = gy *M(r.,b.) (4.304) 
若 取 
b=b.,.=0 
(4. 305) 
re 二 一】 
则 有 
M(rt,0)= riM(— 1,0) 
~ 
用 类 似 方法 可 以 很 容易 求 得 
a=2- 二 
X 
到 办 加 
天 这 (4.307) 
二 二 
SY 
从 (4.307) 式 这 些 式 子 中 消去 x,y, 就 可 以 得 到 前 面 的 “ 标 度 律 ”: 
| 二 2 
Ee (4. 308) 


a+B(8+1)=2 
3. 关联 函数 与 标 度 律 
若 再 考察 “关联 函数 ”, 根 据 从 特殊 情况 下 “Ising 模型 ”的 Hamiltonian 得 到 的 
“Kadanoff 论证 ”, 关 联 函 数 g(r ,1 ) 满 足 方程 : 


g( 六 ,4t)= X29 gCr,t) (对 所 有 4 都 成 立 ) (4.309) 


式 中 xy,y 如 (4.303) 式 所 定义 ;r 为 “ 格 点 ”之 间 的 距离 ;t 为 时 间 ， 


证 
(1) 由 于 (4.309) 式 对 所 有 的 4 都 成 立 ,因而 令 4= (二 】 = +- 时 的 特殊 情况 


i 
当然 也 成 立 , 于 是 
g(rst)= 1 g(ris,1) (4.310) 
已 知 当 ) = 为 “关联 长 度 "(“ 特 征 长 度 几 时 有 上 一 1 故而 = 1 * 必 然 应 该 
包含 这 一 特殊 情况 , 即 应 有 
,= 二 = (4.311) 
x 
式 中 代入 了 (4.307) 式 的 第 一 式 . 
(2) 若 在 (4.309) 式 中 令 A=r, 可 得 
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人 (4.312) 
注意 到 
人 BTS 
(4.313) 
i 
就 可 将 (4.312) 式 化 为 
g(r,t)= riig(l, rm 1) (4.314) 


由 于 “关联 函数 "在 t=0 时 ,和 (4.314) 式 在 1=0 时 ,分 别 是 
jsCr,0) = 


(4.315) 
lg(r,0)= r-Mig(1,0)~ 六 
比较 (4.315) 式 中 的 两 个 式 子 , 便 有 
四 四) 
5 一 2+7= a (4.316) 
整理 (4.311) 式 和 (4.316) 式 ,就 有 “ 强 标 度 律 "(其 中 第 二 式 明 显 与 s 有 关 ): 
= y(2— 
0 (4.317) 
Q& 一 2 一 


4. 讨论 

(1) 于 是 ,在 a,B,y,6,v,76 个 “临界 指数 ”中 存在 4 个 “ 标 度 关系 ”, 妈 只 有 2 个 
“临界 指数 ”是 独立 的 .这 两 个 独立 的 “临界 指数 ”与 什么 物理 量 有 关 或 与 什么 时 空 参 
量 有 关 , 实 在 很 费 思 量 . 实际 上 ,在 开头 的 假设 中 ,就 已 讲 明 x,y 是 两 个 独立 的 “ 标 度 
参数 "(实际 上 ,根据 “ 普 适 类 ”,x,y 并 不 完全 独立 ,因为 还 有 1 个 独立 “参量 ”s). 所 
有 的 推演 ,似乎 是 在 “ 变 戏 法 ”. 但 这 却 提供 了 直观 的 物理 图 像 ,突出 了 基本 假定 , 确 

立 了 “ 标 度 性 ”这 一 新 概念 .这 一 新 概念 的 确立 ,是 发 展 新 物理 学 的 关键 . 

(2) 总 结 (4.306) 式 (4.307) 式 (4.311) 式 和 (4.317) 式 ,可 得 


过 
8 一 
六 二 》 

。 
_2y-—s 
x (4.318) 

tN 
tl 

1 

Jj 三 

大 

7=2+s-2y 
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在 上 述 (4.318) 式 的 等 号 右 端 共有 (s,x,y)3 个 “参量 ”. 由 于 独立 的 “参量 ”只 有 2 
个 ,同时 “空间 的 维 数 ” 是 一 个 十 分 基本 的 “参量 ”, 因 而 在 (x,y) 这 2 个 “参量 "中 必然 


还 存在 一 个 更 基本 的 “参量 "以 将 二 者 联系 起 来 . 若 以 (过 ,二 ) 为 两 个 新 的 “ 宕 次 ”, 则 


上 述 6 个 “临界 指数 "中 有 5 个 将 仅仅 是 这 两 个 新 “参量 ”的 函数 ,但 7 还 仍 显 含 s, 依 
旧 是 3 个 “参量 ”. 

(3) 顺便 指出 , 若 认为 gc 和 7 是 “小 “临界 指数 "(其 实在 2 维 情 况 下 a 和 7 并 不 
见得 小 ) , 强 令 其 为 零 , 则 在 3 维 情况 下 自然 得 到 


™ 
| 


WY 局 wp I 


(4.319) 


So ~ 
由 


这 些 数值 很 接近 实验 数据 ,但 显然 与 由 “平均 场 理 论 " 得 到 的 结果 不 同 . 这 表明 ， 标 
度假 定 " 是 有 其 物理 内 容 的 . 

由 此 可 以 看 出 ,“ 标 度 变 换 ” 超 越 了 “平均 场 理 论 ”, 它 将 “ 相 变 体系 "在 “临界 点 ” 
附近 的 “ 普 适 性 "显现 了 出 来 . 


4.5.6 普 适 类 和 Kadanoff 假定 


1. Kadanoff 假定 

临界 特性 究竟 与 物理 体系 的 何 种 性 质 有 关 , 与 何 种 因素 无 关 呢 ? 

Kadanoff 假定 :各 种 物理 体系 可 以 被 分 成 若干 普 适 类 ”, 每 个 “ 普 适 类 ”的 “临界 
特性 ”完全 一 样 .区 分 “ 普 适 类 ”的 最 重要 标志 是 空间 维 数 s ,其 次 是 “内 部 自由 度 ” 的 
数目 或 者 说 是 “ 序 参量 ”的 个 数 n .对 于 短程 力 , “临界 特性 ”与 作用 力 的 性 质 无 关 ; 对 
于 长 程 作用 ,还 要 考虑 作用 力 随 距 离 衰 减 的 快慢 . 至 于 品 体 的 对 称 性 以 及 微观 磁 矩 
的 大 小 等 等 ,都 是 无 关 紧 要 的 因素 (人 参数). 

2. 普 适 类 

按照 Kadanoff 假定 ,液体 和 “Ising 铁 磁 体 ” 属 于 内 部 自由 度数 n = 1 的 “ 普 适 
类 ”; 超 导 、 超 流 和 XY 模型 属于 内 部 自由 度数 n = 2 的 “ 普 适 类 ”; 而 各 向 同性 
“Heisenberg 铁 磁 体 ” 则 是 n = 3 的 “ 普 适 类 ”. 

不 同 的 “ 普 适 类 ”可 以 在 实验 中 被 清楚 地 区 分 开 来 . | 

(1) 在 对 PrAlO; ,LiTbF , B- 黄 铜 ,Ks COF, 的 实验 数据 进行 的 分 析 中 ,可 以 发 


现 ,原来 在 通过 += | 1 一直 | 一 0 时 的 Mr 曲线 ,在 通过 “ 标 度 变换 "并 采用 各 类 自己 
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的 “临界 指数 "8 后 , 才 会 全 部 变 为 一 条 条 M3cc|1 -地 | 的 直线 


(2) 在 对 “二 维 Ising 模型 ”的 理论 结果 和 实验 检验 的 分 析 中 ,通过 对 “临界 指数 ” 
a 大 小 的 判断 ,物理 学 家 发 现 起 先 所 做 的 实验 实际 上 只 不 过 是 在 验证 9 =3 的 “Potts 


模型 "(其 a= 二) 而 不 是 “二 维 Ising 模型 ”; 后 来 通过 实验 上 的 改进 , 才 真 正 取 得 了 
“二 维 Ising 模型 ”的 结果 (其 a = 0). 

于 是 ,“Ising 模型 "和 “Potts 模型 ”都 不 再 是 只 具有 理论 意义 的 数学 难题 ,而 是 活 
生生 的 与 “ 普 适 性 ” 相 联 系 的 物理 课题 ;“ 普 适 类 ”同时 成 为 与 实验 结果 相 一 致 的 物理 
概念 . 相 比 之 下 , “平均 场 理 论 ” 只 是 “过 分 普 适 ”的 理论 , 它 的 结果 与 空间 维 数 s,“ 序 
参量 ”的 个 数 n 以 及 “ 力 程 ”长短 都 没有 关系 ,其 至 在 不 可 能 发 生 “ 相 变 ” 的 情况 下 
(s = 二 1), 它 也 “预言 "(不 切实 际 的 ) 相 同 结果 . 

3. 讨论 

“ 标 度 假定 ”说 明了 “ 标 度 律 ”,“ 普 适 性 假定 ”划分 了“ 普 适 类 ”. 这 是 两 个 突破 了 
“平均 场 理 论 ” 框 架 的 新 概念 .理论 的 任务 就 是 要 从 更 基本 的 原理 出 发 来 论证 它们 的 
正确 性 ,使 之 由 假定 成 为 规律 . 遗憾 的 是 ,这 方面 的 努力 至 今 未 获 长 足 进展 . 

正如 R.K.Pathria 所 说 :“ 关 于 这 些 指 数 的 理论 知识 还 不 完全 ,是 因为 至 今 我 们 
还 不 能 求 出 三 维 Ising 问题 的 精确 解 . 目前 我 们 在 这 方面 已 经 能 够 取得 的 全 部 知识 
就 是 二 维 Ising 问题 的 Onsager 解 , 而 且 是 在 无 外 场 (B =0) 下 的 解 . 另 一 方面 ,我 们 
有 一 些 近 似 方 法 ,例如 平均 场 近似 ,此 法 的 确 导 出 了 一 些 结果 ,这 些 结果 描述 了 实际 
情况 的 某 些 基本 上 是 定性 的 特性 ,但 是 不 幸 的 是 定量 上 的 却 不 能 信赖 它们 ,我 们 已 
经 在 对 指数 B 的 讨论 中 注意 到 了 这 一 点 .这 些 近似 方法 所 预言 的 结果 实质 上 隐 含 着 
或 显 含 着 下 列 假设 , 即 给 定 系 统 的 Helmholtz 自由 能 F 和 压强 P 恰好 在 临界 点 可 以 
对 密度 和 温度 展开 成 Taylor 级 数 ! 这 就 清楚 地 表明 ,我 们 需要 采用 在 数学 上 可 能 是 
不 精确 的 但 物理 上 却 能 很 好 地 阐明 各 种 物理 量 所 表现 的 奇异 特性 的 一 种 方式 方法 
来 从 事 三 维 Ising 问题 的 研究 .” 


4.6 重 整 化 和 群 


美国 物理 学 家 K. G. Wilson(1936 一 。”) 首 先 将 “量子 场 论 ” 中 的 “ 重 整 化 群 ”方法 
引信 到 统计 力学 的 “ 相 变 理论 ”中 来 ,开辟 了 在 “ 标 度 律 ”和 “ 普 适 类 ”方面 研究 的 一 条 
新 途径 . 当然 ,“ 重 整 化 群 ”* 对 “ 普 适 类 ”的 人 研究 至 今 同样 不 得 要 领 . 

所 谓 “ 重 整 化 ”, 就 是 为 克服 “量子 场 论 ”中 出 现 的 “发 散 困难 ”所 建立 的 一 种 “使 
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微 扰 计算 合理 化 ”的 理论 方法 .在 进行 量子 场 论 的 微 扰 计 算 时 , 若 涉及 高 阶 近似 则 有 
“ 圈 图 ”出 现 , 就 会 得 到 其 值 为 无 穷 大 的 发 散 积分 ,使 得 理论 计算 无 从 与 实验 结果 相 
比较 ,这 就 是 “发 散 困难 ”"(“ 量 子 场 论 ” 中 的 “发 散 困难 ”实际 上 与 量子 力学 基本 方程 
是 “线性 的 >” 有关 ;深究 下 去 ,就 要 与 量子 力学 的 " 非 局 域 性 ”量子 力学 同 相 对 论 之 间 
的 矛盾 等 原则 问题 发 生 联 系 )“ 重 整 化 ”方法 就 是 按 一 定 的 步骤 将 微 扰 计算 出 现 的 
无 穷 大 发 散 分 离 出 来 ,并 吸收 到 相互 作用 耦合 常数 以 及 粒子 的 质量 中 去 ,来 获得 不 
发 散 的 $ 矩阵 元 (因而 实际 上 是 为 了 维护 量子 力学 的 原 有 体系 而 不 是 正面 去 解决 它 
同 相 对 论 之 间 的 矛盾 ) ,使 计算 结果 可 以 与 实验 结果 相对 比 . 

所 谓 “ 重 整 化 群 ”", 就 是 在 “ 重 整 化 ”的 质量 标 度 变 动 之 下 ,描述 “量子 场 论 ” 中 重 
整 化 的 “Green 图 数 ”( 包 括 和 矩阵 元 ) 的 变换 规律 的 “ 群 “ 重 整 化 ?将 发 散 部 分 分 离 出 
去 的 办 法 并 非 唯 一 的 ,因为 在 分 离 时 总 是 要 引入 变动 的 质量 参数 上 w, 相 当 于 所 选取 的 
质量 标 度 是 不 唯一 的 .由 于 这 一 “不 唯一 性 ”, 因 而 重 整 化 的 “Green 困 数 "一 定 随 质 量 
参数 4 而 变 . 但 是 物理 结果 不 可 能 随 质量 参数 4 而 变 . 这 种 “不 变性 ”可 视 为 某 种 
“ 群 ?的 不 变性 ,而 质量 参数 A 则 为 该 群 的 “ 群 参数 ”. 这 个 群 被 称 为 “ 重 整 化 群 ”( 在 统 
计 力 学 和 凝聚 态 物理 学 中 ,“ 重 整 化 群 " 是 “ 半 群 ”). 

关于 “ 重 整 化 ”操作 手续 ,P. A. M.Dirac 在 《Directions in Physics》(John Wiley， 
1978; 中 译本 《物理 学 的 方向 》, 科 学 出 版 社 ,1981) 一 书 中 说 过 :“ 我 必须 说 ,我 对 这 种 
状况 很 不 满意 ,因为 这 个 所 谓 “ 好 的 理论 ”毕竟 还 包含 略 去 了 一 些 无 穷 大 ,这 些 无 穷 
大 是 在 它 的 方程 中 出 现 的 ,而 且 是 以 一 种 武断 的 方式 略 去 的 ,这 在 数学 上 恰恰 是 不 
合理 的 .合理 的 数学 可 以 略 去 原来 是 微小 的 量 , 不 能 因为 这 个 无 穷 大 量 是 你 不 想 要 
的 而 把 它 略 去 ……: 当然 ,一 个 不 幸 的 结果 是 破坏 了 理论 的 相对 论 不 变性 .因为 只 要 
你 做 截断 …… 你 就 是 引进 了 一 个 非 相对 论 条 件 , 就 破坏 了 理论 的 相对 论 不 变性 . 因 
此 ,人 们 以 破坏 理论 的 相对 论 不 变性 为 代价 , 才 把 量子 电动 力学 变 为 一 个 数学 上 合 
理 的 理论 .不 过 我 认为 比 起 违反 标准 数学 规则 而 略 去 无 穷 大 的 量 来 , 只 是 一 个 较 小 
的 不 幸 …… 我 不 同意 当前 许多 物理 学 家 的 所 谓 “ 好 的 理论 ”的 观点 ,我 不 能 接受 违反 
标准 数学 规则 的 做 法 . ”Dirac 的 这 一 批评 ,尽管 是 针对 量子 电动 力学 的 ,但 对 与 量子 
场 论 有 着 千 丝 万 缕 关 联 的 统计 力学 也 适用 . 它 应 当 经 常 留 在 物理 学 家 的 心中 作为 一 
个 “悬念 ?并 时 刻 牢记 . 

正 是 由 于 “ 重 整 化 群 ”变换 可 以 近似 用 一 组 线性 的 代数 方程 组 来 表示 (违反 相对 
论 ), 因 而“ 重 整 化 群 ” 变 换 具 有 数学 上 “( 半 ) 群 ”的 所 有 性 质 . 换 言 之,“( 半 ) 群 ”性 质 
来 自 “ 线 性 ”和 “ 非 相 对 论 ”. 当然 ,在 讨论 “临界 现象 ?时 ,严格 的 “相对 论 要 求 ” 并 不 合 
适 也 不 需要 ,而 “线性 ”总 是 “ 非 相 对 论 ” 的 .具体 不 再 闭 述 . 

Wilson 最 早 意识 到 可 以 将 “量子 场 论 ?中 的 “ 重 整 化 群 ?概念 用 于 统计 力学 的 “ 临 
界 现象 * 中 去 ,以 讨论 在 “ 标 度 律 "” 和 “ 普 适 类 ”中 出 现 的 问题 .显然 ,在 将 “量子 场 论 ” 
方法 引入 统计 力学 之 前 ,已 经 暗中 假定 诸如 ”二 维 Ising 模型 "之 类 的 “ 相 变 ”是 “量子 
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统计 力学 的 ”, 并 且 认 为 将 “量子 场 论 ”方法 应 用 于 “量子 统计 力学 ”是 理所当然 的 .在 
整个 的 操作 过 程 中 有 许多 概念 须要 厘清 (比如 “Tsing 模型 "是否 “量子 力学 的 ”? 是 何 
种 “诠释 ”的 量子 力学 ?) .有 许多 原则 需要 坚持 (比如 是 否 满足 相对 论 ?)、 有 许多 公式 
需要 讨论 (比如 在 何 处 作 了 何 种 近似 ?). 因而 不 能 将 Wilson 的 工作 仅仅 归 之 于 数学 
方法 ,其 中 有 许多 须要 正本 清 源 的 东西 .不 过 ,在 讨论 “临界 现象 ”问题 时 ,物理 学 家 
没有 太 较 真 ,而 是 将 这 些 问题 都 淡化 或 忽略 了 . 

必须 提 到 的 是 ,“ 量 子 场 论 ” 中 的 “多 粒子 ”系统 与 “量子 统计 力学 ”是 同一 件 事 的 
两 个 不 同 侧面 ,只 是 侧重 点 有 所 区 别 而 已 . 《有 许多 大 学 物理 系 为 了 节省 课时 ,将 这 
两 门 课 合 为 一 门 课 讲 授 . ) 这 种 情况 ,有 点 类 似 “ 经 典 力学 ”中 的 Hamilton 力学 与 “分 
析 热 力学 ?之 间 的 关系 “量子 场 论 ?是 “ 系 综 ? 的 ,统计 力学 也 是 “ 系 综 ?的 , 而且 是 同 
一 个 “ 系 综 ”. 这 两 门 名 称 不 同 的 学 科 之 所 以 是 同一 件 事 的 两 个 不 同 侧面 ,就 在 于 自 
20 世纪 50 年 代 开始 ,它们 就 相互 借鉴 .相互 促进 ,并 给 双方 带 来 了 累累 硕果 ,已 经 不 
分 彼此 .换言之 ,只 有 在 “ 系 综 诠释 ” 的 前 提 条 件 下 ,才能 谈 得 上 这 两 门 名 称 不 同 的 学 
科 之 间 的 相互 合作 . 

杨振宁 先生 在 “Joseph Mayer 与 统计 力学 ”一 文中 就 说 过 类 似 的话 :“ 统 计 力学 
的 研究 对 象 是 无 限 多 自由 度 系统 , 而 粒子 物理 研究 的 重点 越 来 越 接 近 这 类 系统 .所 
以 二 者 趋 于 同一 领域 并 不 稀奇 .我 在 1971 年 就 曾 写 过 :我 相信 粒子 物理 的 基本 困难 
实 起 源 于 我 们 对 多 维 运动 系统 不 够 了 解 .一 个 强 子 其 实 不 过 是 所 谓 的 真空 中 的 一 个 
复杂 的 激发 态 ,而 真空 有 无 限 多 维 自 由 度 .人 研究 量子 统计 力学 的 经 验 应 可 帮助 我 们 
了 解 强 子 之 间 的 相互 作用 .希望 在 这 两 个 领域 中 以 后 会 有 更 多 的 观念 上 的 与 方法 上 
的 交流 .我 当时 的 想法 是 正确 的 :量子 场 论 与 量子 统计 力学 在 过 去 10 年 间 有 过 极 多 
合作 ,对 二 者 都 极 有 利 . 显然 此 类 合作 今后 还 会 继续 .” 

当然 ,“ 相 变 理 论 ” 由 于 引信“ 重 整 化 群 ” 方 法 而 带 来 “突破 ”, 或 者 (不 是 太 冒 失 
地 ) 说 “ 带 来 一 番 新 气象 ”, 则 是 物理 学 家 始 料 未 及 的 .杨振宁 先生 在 一 篇 纪念 Julian 
Schwinger 的 文章 中 说 :“ 从 历史 的 观点 来 看 ,我 认为 , 重 整 化 在 理论 上 和 实验 上 的 进 
展 , 是 第 二 次 世界 大 战 以 后 第 一 个 最 激动 人 心 的 事件 . 它 也 标志 着 欧洲 在 基础 物理 
学 上 一 统 天 下 的 时 代 的 结束 ,显示 一 个 新 时 代 , 美 国 时 代 的 开始 .”( 因 为 “ 重 整 化 ” 理 
论 是 美国 人 Schwinger、Feynman 和 日 本 人 朝 永 振 一 外 提出 的 .) 

热力 学 量 在 临界 点 表现 出 的 “奇异 性 ”, 以 及 “临界 行为 ”的 “ 普 适 性 ”, 其 根源 在 
于 关联 长 度 在 “临界 点 ”处 的 “发 散 ”. 由 于 在 “临界 点 ”处 $ 一 oo, 因 而 若 对 系统 作 有 
限 大 小 的 “尺度 变换 ”, 将 不 会 改变 系统 的 “临界 行为 .换言之 , “临界 点 ”及 “临界 行 
为 (由 “临界 指数 ”表征 ) 具 有 “尺度 变换 ”下 的 不 变性 .这 就 为 “通过 寻找 系统 在 尺度 
变换 下 的 不 变性 来 确定 临界 点 和 临界 指数 ”, 亦 即 “ 重 整 化 群 ”( 实 际 上 是 “ 半 群 ”, 因 
为 不 存在 逆向 操作 ) 变 换 提 供 了 思想 基础 .一 般 来 说 ,“ 重 整 化 群 ” 变 换 遵 循 3 大 步骤 : 

(1) 通过 对 系统 作 “ 尺 度 变换 ”及 某 种 “平均 化 ”处 理 , 找 出 “ 重 整 化 群 ” 变 换 ，; 
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(2) 确定 “ 重 整 化 群 ” 变 换 的 “不 动 点 ”不 动 点 ”不 一 定 是 “临界 点 ”), 找 出 与 “ 临 
界 点 "有关 的 “不 动 点 ”及 相应 的 参数 (“临界 温度 ”等 ); 

(3) 在 “不 动 点 ”附近 将 “ 重 整 化 群 "线性 化 以 计算 “临界 指数 ”. 

由 上 述 第 3 个 步骤 可 以 看 出 , “临界 指数 ”与 “ 重 整 化 群 * 的 “线性 化 "有 关 . 而 由 上 
述 第 一 个 步骤 可 以 看 出 ,“ 重 整 化 群 ” 又 与 系统 的 “平均 化 ”有关 .所 以 ,“ 重 整 化 群 ” 方 
法 并 非 “ 非 线 性 ”的 处 理 方法 . 


4.6.1 由 Kadanoff 块 自 旋 "变换 至 “关联 函数 "的 标 度 形式 


1. Kadanoff" 块 自 旋 ”变换 

Kadanoff 在 “Ising 模型 "中 引入 的 “ 块 自 旋 ” 变 换 的 基本 思想 是 :在 “临界 点 ” 附 
近 , 应 该 是 “大 块 自 旋 ”在 起 作用 ,因而 重要 的 自由 度 是 “大 块 ” 内 的 “平均 自 旋 ”, 而 并 
非 原 来 各 “ 格 点 ”上 的 “单个 自 旋 ”. 为 此 , Kadanoff 提出 只 含 “ 块 自 旋 ”的 “有 效 
Hamiltonian”. 

考虑 一 个 s 维 晶 格 上 的 “Ising 模型 ”, 其 约 化 Hamiltonian 是 

-BU= B(J Zoi0, + B20) 
= kow0+h 2 (4.320) 


式 中 k= 及, 有 = BB.o = 上 1 是 “ 格 点 ”i 上 的 “单个 自 施 ” 
现在 进行 “ 块 自 旋 ”变换 ,将 “品格 ”分 为 x' 大 小 的 “单元 块 ”, 定 义 “ 块 自 旋 ” 
= 土 1 是 原来 “ 格 点 ”上 的 “单个 自 旋 ”的 某 种 平均 : 
i (4.321) 
Kk iel 
式 中 “ 求 和 ?只 对 第 了 工 块 的 自 旋 进行 ,而 a 为 某 一 “待定 因子 ”. 
经 过 “ 块 自 旋 ? 变 换 后 的 有效 Hamiltonian ”为 
一 应 = K。 2 0107 + he 2o， (4.322) 
显然 ,经 过 “ 块 自 旋 ” 变 换 后 ， 系统 中 的 自 旋 数目 自由 度数 目 ) 减 少 了 x ;, 自 旋 
数目 为 守 ,新 的 “ 唱 格 间距 ?增加 了 x 售 . 这 意味 着 长 度 单位 增 大 了 x 倍 . 须 要 指出 的 
是 ,经 过 Kadanotff 块 自 旋 ? 变 换 后 ,系统 的 Hamiltonian 中 有 可 能 增加 新 的 “相互 作 
用 ?项 ,但 在 理论 研究 中 均 略 而 不 顾 , 以 保持 与 原 有 Hamiltonian 的 形式 一 致 ,只 是 
k—k,.,h—h.. 
对 系统 的 “单位 自 旋 " 的 “Helmholtz 自由 能 ”大 如 来 说 ,其 奇异 部 分 在 变换 


前 后 存在 以 下 明显 的 关系 ( 见 (4.302) 式 ): . 
Flr,b)= kx :F(tr.,b,.) (4.323) 
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一 般 情 况 下 并 不 知道 自 变 量 r.,b. 对 x 的 依赖 关系 .为 此 ,可 以 合理 地 假定 ( 见 
(4.303) 式 ) 
ee (4.324) 
LpD。 = br’ 
式 中 x,y 是 两 个 未 知 的 “ 知 次 ”. 由 此 可 以 得 到 前 面 所 说 的 “Widom 标 度 律 ”等 . 
2.“ 关 联 函 数 ” 的 标 度 形式 
在 “ 块 自 旋 2? 中， 关联 函数 ”定义 为 
greste)= (0101) 一 (人 01)《OJ) (4.325) 
式 中 r = 二 ,te= 一 .将 (4.320) 式 代 人 (4.325) 式 ,有 


kK 


gre»t.)= pe Zi DL) - — 《gi1)(o)) | (4.326) 


为 崩 汪 -和 类 因 于 "ay 轩 比 (4 320) 式 和 (4 322) 式 中 的 " 合 磁 场 项 ” 


Do = SS SEE = hioaer = h So, (4.327) 
1 iEI 
从 而 可 以 得 到 
h. = ax:h 
| (4.328) 
C 二 ks * 


将 (4.328) 式 的 第 二 式 代 人 (4.326) 式 ,得 到 
glrest,.)= ry 2 [ow)) - (oi1)(0o;) | 
Kx 3 Kk iE 了 


jEJ 


= ee [oi0)) — 《oi)(0;)] 
ea 


= Ke-#) g(r,t) (4.329) 

式 中 g(r,t) 为 “ 格 点 ” 自 旋 的 “关联 函数 ”. 阁 再 考虑 磁场 , 则 代替 (4. 329) 式 的 应 
当 是 

g (Txttsntb)= ni) gr,t,b) (4.330) 


4.6.2 重 整 化 群 的 定义 


1.“ 重 整 化 群 变换 

(1)“ 重 整 化 群 " 变 换 的 目的 

“ 重 整 化 群 ” 变 换 的 目的 是 不 直接 求 “ 配 分 函数 ”, 而 是 寻找 能 保持 系统 不 变 的 对 
称 变换 .该 对 称 变换 要 求 : 

中 在 “临界 点 2 了 = T. 时 ,系统 不 变 . 具体 说 来 ,就 是 对 “Ising 模型 "有 :其 
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Hamiltonian 形式 不 变 , 其 “ 配 分 函数 ”的 大 小 在 变换 前 后 相等 . 

@ 当 了 略微 偏离 了 . 时 ,对 系统 有 一 个 正比 于 |T.- 了 | 的“ 微 扰 修正 ”, 而 普 适 
的 “临界 指数 ”可 以 作为 系统 的 某 种 对 称 性 (关于 某 一 物理 量 的 “ 方 次 ”所 具有 的 对 称 
性 ) 而 自动 显现 . 
” “(2)“ 重 整 化 群 ”变换 的 推导 

为 了 说 明 “ 重 整 化 群 ”的 定义 , 现 以 “Ising 模型 ”为 例 ,但 其 基本 思想 也 适用 于 其 
他 模型 . 

设 “Ising 模型 > 的 Hamiltonian 为 


N 
本 fs 
— BU(a'i,o;)= 4a0N + a! > 01 十 -ad >》 aigi 十 。*。 
i 


2! (7) 
1 i... 
+ 一 a Gi0j"** + (4.331) 
"1 多 六 人 


个 

式 中 包含 了 “ 自 旋 ” 之 间 的 各 种 形式 的 “相互 作用 ”. 例 如 ,k1 表示 磁场 与 自 旋 之 间 的 
相互 作用 ,kz 表示 一 对 自 旋 之 间 的 相互 作用 ,等 等 . 

“ 重 整 化 群 " 变 换 包含 两 个 基本 要 素 

QW 首先 进行 所 谓 “ 粗 粒 变换 ”( 标 度 变换 ”) 以 缩小 分辨 率 ”, 相 当 于 从 “ 格 点 自 
旋 ” 变 换 到 “ 块 自 旋 ”( 或 “集团 自 旋 ”) ,将 “ 块 ” 的 各 “ 格 点 自 旋 ” 平 均 掉 ,用 一 个 “分 辨 
率 ” 较 低 的 “ 块 自 旋 ” 来 描述 原 有 系统 . 

G@ 然后 进行 “ 重 标 变 换 ”( 即 对 “ 自 旋 ” 进 行 “ 重 标 ” 以 及 对 “长 度 ” 进 行 “ 重 标 ”). 对 
s 维 Ising 模型 "来 说 ,“ 格 点 ” 数 为 N,“ 格 点 自 旋 ” 为 ci .经 过 “ 粗 粒 变换 ”(“ 标 度 变 


换 ”) 后 ,“ 块 自 旋 ” 数 为 写 ,“ 块 自 旋 "为 01.“ 块 自 旋 ”o01 与 “ 格 点 自 旋 "ci 之 间 的 函数 
关系 (被 称 为 “映射 ”) 是 


O01 = O01(o:i) 区 4 332) 
定义 “Ising 模型 > 的 “ 重 整 化 群 > 变 换 为 
忆 (oiy or ) 三 expL@(ciy,or)] (93) 


它 使 得 系统 的 Hamiltonian 由 用 o; 表示 变换 为 用 ov 表示 ,而 唯一 的 要 求 是 其 “ 配 分 
消 数 ”的 大 小 在 变换 前 后 相等 . (这 有 点 类 似 于 经 典 力学 中 的 “正则 变换 ”, 要求 “正则 
方程 ?在 变换 前 后 形式 不 变 . ) 为 此 ,应 当 有 

DPlois01)= 1 (4.334) 


在 这 种 “ 重 整 化 群 ” 变 换 条 件 下 ,用 “ 块 自 旋 ”o, 表示 的 系统 Hamiltonian 是 


kN 
fr = -s S 1 
— BU (b’',0o1)= bx N+ b! 01 + 31b” p> Or10r 十 
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+ 让 b 2 .… (4.335) 
ee 


于 是 ,系统 的 “ 配 分 函数 "是 (利用 (4. 320) 式 ) 
Zv(ai)= >)exp[- BU(a',o;)] 


= >) {2JP(oi,01)exp[- BUC(a' ,oi)]) 
oi of 
= > ( >,P(oiyor)exp | BU(a',o;)]) 


= Dexp[- BU’'(b',01)]= ZX (b’) (4.336) 
27 


由 (4.331) 式 至 (4.336) 式 是 “Ising 模型 "的 “ 重 整 化 群 ” 变 换 的 完整 过 程 . 其 变换 
关系 是 
exp[— BU' (b',o1)]= Pairnn ep BU(a' ,oi)] (4.337) 


对 比 (4.331) 式 和 (4.335) 式 ,6 可 以 发 现 它们 的 形式 完全 相同 .由 于 o; 和 oy 都 只 
能 取 土 1 值 ,因而 这 种 “ 自 旋 变 量 ” 之 间 的 变换 不 会 带 来 任何 实质 性 的 变化 ,于 是 只 须 
关心 “耦合 常数 "由 a’ 到 b' 的 变换 即 可 .此 外 , (4.336) 式 证 明了 ,在 “ 重 整 化 群 ” 变 换 
下 ,系统 的 “ 配 分 函数 ”是 “ 重 整 化 不 变 ” 的 . 

(3)“ 重 整 化 群 ”变换 下 的 Helmholtz 自由 能 


通过 直接 计算 ,有 
Fla)_ 1lnZ’(a') __ wx’ ln2v’(b") 
N N pb kN pb 
.Ak § 2 Ey | 
ee 5 (4.338) 


即 F(Ca' )=“- :F(b ), 也 是 一 个 " 标 度 变换 ”. 

2.“ 耦 合 常数 "的 “ 重 整 化 群 " 变 换 

“耦合 常数 ”的 “ 重 整 化 群 ?变换 系 指 (4.331) 式 中 隐 含 着 的 变换 

b’' = Pl(a!) (4.339) 

在 通常 处 理 这 一 问题 时 ,对 Hamiltonian 中 的 各 类 相互 作用 采取 的 操作 是 “截断 
近似 ”( 正 是 这 一 点 违反 了 相对 论 , 曾 遭 到 P. A.M. Dirac 的 坚决 反对 ), 即 只 保留 其 
中 的 有 限 项 ;从 而 (4.333) 式 代表 一 组 有 限 个 代数 方程 . 

但 是 有 两 点 要 注意 : 

(1)(4.333) 式 所 确定 的 变换 关系 ,在 操作 时 往往 采用 “少数 服从 多 数 ” 的 规定 . 

(2) 由 于 采取 “截断 近似 ”的 操作 ,系统 的 Hamiltonian 会 发 生变 化 :变换 后 的 
Hamiltonian 中 会 出 现 原来 本 没有 的 “相互 作用 ”项 .不 过 从 “ 普 适 性 ”的 观点 来 看 ,这 
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些 多 出 来 的 耦合 项 不 会 影响 “ 相 变 ?的 “临界 指数 ”. 
对 一 维 "Ising 模型 ?来 说 , 苍 磁场 为 零 , 其 Hamiltonian 是 


N 
U(gi)=—- 1 20oi0m (4.340) 


采用 “自由 边界 条 件 ”, 其 “ 配 分 函数 "是 。 
yA 2 BU) 


= = Doptkcae + go203 + go304 + ***) | 


-了 了 2 DZ …exp[Lkcs(ol + as)]。exp [kos (os + as)]… 


92 64 


cs S 3 >) {exp[k (oi T go3) ]+ exp[ 一 Kk(ol 地 o3) ]} 


* {exp[Lk (os + os)]+exp[— k(os+ os)]} (4.341) 
式 中 先是 将 “奇数 ” 自 旋 和 “偶数 ” 自 旋 的 求 和 拆 分 开 来 重新 组 合 ,然后 代 信 了 ci = +1l 
的 条 件 , 这 样 便 可 以 消去 全 部 “偶数 ” 自 旋 的 “自由 度 ”. 此 法 被 称 为 “选择 性 消去 法 ” 
(或 “部 分 格 点 消 约法 ”). 重 整 化 变换 另外 两 个 常用 的 方法 是 “分 块 法 ”和 “ 键 移 法 ”， 
不 作 介 绍 . 
设 
exp[ k (a1 + os)]+ exp[— kl(ol +o3)]= exp(Y + Xo103) 
exp[ Kk (G2i1 + G2i11) ]+ exp[ — Kk(o2i1 + g2it1) |= expl(Y + Xo2i-102i+1) 
(4.342) 
车 令 oi = oz-l, 则 经 过 上 面 变换 后 ,得 到 的 新 配 分 函数 Z7 与 原来 的 配 分 函数 
Z" , 除 相差 一 个 常数 因子 外 ,具有 相同 的 形式 .相应 的 约 化 Hamiltonian 变 为 


N 
LU (oa') 一 丰 人 (4.343) 
i=1 


于 是 得 到 一 个 方程 组 
exp(2k)+ exp(— 2k)= exp(Y+) ( 若 o1 = os = 土 1) 


(4.344) 
2 = exp(Y— X) (各 ol = 一 os = 土 1) 
由 方程 组 (4.343) 式 解 得 
1 1 
X= =~ln!~|exp(2k)+ exp(— 2k) 
| 2 "| A bE | (4.345) 
exp(2Y)= 2[exp(2k)+ exp(— 2k)] 


上 述 (4.345) 式 给 出 了 新 . 老 " 耦 合 常 数 ”X( 即 前 面 的 b) 与 k( 即 前 面 的 a) 之 间 的 
变换 关系 ,因而 被 称 为 “耦合 常数 的 重 整 化 群 变换 ”. 
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4.6.3 “ 重 整 化 群 ”变换 中 的 “不 动 点 ” 


1.“ 不 动 点 "的 定义 
如 果 “ 参 数 空间 ”中 的 某 一 点 X 在 “ 重 整 化 群 ” 变 换 下 保持 不 变 , 即 
X" = P(X’*) (4.346) 

则 此 "点 被 称 为 “不 动 点 ”. 

“不 动 点 "的 概念 在 "迭代 法 ?中 经 常 使 用 .例如 对 y= Xx (1 一 x) 这 样 的 二 次 抛物 
线 函 数 , 当 =2,xo=0.1 时 ,经 过 ?7 次 “迭代 ,就 可 得 到 一 个 “不 动 点 "x ”= 0.5.“ 迭 
代 法 ”实际 上 是 一 种 “线性 ”的 处 理 方法 ,是 将 “ 非 线性 ”方程 “线性 化 ”. 

2. 两 类 “不 动 点 ” 

(1) 稳定 的 “不 动 点 ”:“ 不 动 点 ”X" 附近 的 任何 点 在 重复 进行 “ 重 整 化 群 ”变换 
下 , 知 越 来 越 徘 近 X 点 , 则 "点 被 称 为 稳定 的 “不 动 点 ” 

(2) 不 稳定 的 “不 动 点 ”: 不 动 点 ?X "附近 的 任何 点 在 重复 进行 “ 重 整 化 群 " 变 换 
下 , 奉 越 来 越 远 离 "点 , 则 X 点 被 称 为 不 稳定 的 “不 动 点 ”. 

3.“ 不 动 点 与 "临界 点 "之 间 的 关系 

众所周知 ,由 于 每 经 过 一 次 “ 重 整 化 群 > 变 换 ，“ 晶 格 常数 ?就 被 放大 了 « 倍 , 因 而 
用 这 把 放大 了 « 倍 的 太子 去 度量 ， 关 联 长 度 ” 将 缩小 « 倍 , 即 有 


可 (4.347) 


现在 有 两 种 情况 : 

(1) 者 系统 原来 不 处 于 “临界 点 ”“ 关 联 长 度 ”$ 是 有 限 长 的 , 则 经 过 “ 重 整 化 群 ” 
变换 后 ,全 一 ,表示 更 远离 “临界 点 ”. 

(2) 大 系统 原来 正好 处 于 “临界 点 ”, .= %, 则 经 过 “ 重 整 化 群 ” 变 换 后 的 “关联 


长 度 ” 为 = 广 =ow, 即 仍 处 于 “临界 点 ” 


由 此 可 以 合理 地 假定 :“ 临 界 点 ”对 应 于 “ 重 整 化 群 ”的 “不 动 点 ”, 而 且 是 稳定 的 
“不 动 点 ”. 

4. 一 维 Ising 模型 "的 “不 动 点 "方程 

根据 (4.345) 式 ,“ 不 动 点 "方程 是 


X* = 3 [exp(2X )+ exp(— 2X* )] (4.348) 


其 解 为 
， 0 (稳定 不 动 点 ) 
”了 (。 (不 稳定 不 动 点 ) sag 
式 中 ,由 于 任何 有 限 的 X 值 经 过 “ 重 整 化 群 ” 变 换 (4. 339) 式 后 , 均 有 卫 二 kk, 故 而 
X ”= %m 为 不 稳定 的 “不 动 点 ”, 而 XX* =0 为 稳定 的 “不 动 点 ”. 
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于 是 ,在 “临界 点 ”处 ,对 一 维 "Ising 模型 "来 说 ,k。 =o ,或 上 =Pey = = oo， 


即 T=0. 由 此 可 见 ,由 “ 重 整 化 群 ”理论 得 到 的 “临界 温度 ”7. ,与 一 维 *Ising 模型 ” 
精确 解 的 结果 完全 一 致 . 
4.6.4 在 “不 动 点 ”附近 将 “ 重 整 化 群 "线性 化 以 计算 "临界 指数 ” 


1. 在 “不 动 点 ”附近 将 “ 重 整 化 群 " 线 性 化 
根据 对 “不 动 点 ”的 “ 重 整 化 群 ”理论 ,可 以 写 出 


= p(k 
(4.350) 
K。 = Pke) 
将 (4.350) 式 中 两 式 相 减 , 作 Taylor 级 数 展开 ,并 保留 其 线性 项 ,有 
KX- k= 户 (6) = Pek.) 
= 时 i kt 和 | Ck — ke) 
es (4.351) 
式 中 
1 = 对 加 (4.352) 
另 一 方面 ,因为 上 = 克 , 所 以 
人 
= k. (To) (4.353) 
于 是 
ey (4.354) 
2.“ 临 界 指数 ”的 计算 
因为 “关联 长 度 ”$ 在 “临界 点 ”附近 有 如 下 罕 律 形式 : 
~|T-7.|- (4.355) 
将 (4.354) 式 代入 (4.355) 式 ,有 
和 三 RY | =E|= (4.356) 
同样 也 有 
6 = ECX° ~ |X* kl- (4.357) 
将 (4.356) 式 除 (4.357) 式 ,得 到 


再 利用 (4.351) 式 ,又 得 
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i 
ER | (4.359) 
对 照 (4.347) 式 和 (4.359) 式 , 立 得 
人 A ”三 了 
K 
或 

_lnx 

y = 所 < (4.360) 


这 就 是 “ 重 整 化 群 ”理论 中 “临界 指数 ”vy 的 计算 公式 , 式 中 « 为 “尺度 变换 ”中 “ 兄 
格 常数 ”的 放大 倍数 ,4 为 “ 重 整 化 群 " 变 换 P 在 k。 点 的 导数 .由 此 可 知 ,“ 临 界 指数 ” 
,与 “ 唱 格 常数 ”的 放大 倍数 < 的 对 数 和 “ 重 整 化 群 ”变换 P 在 k。 点 的 导数 的 对 数 
有 关 , 而且 是 这 两 个 对 数 的 商 . 

其 他 “临界 指数 ”以 及 “Helmholtz 自由 能 ”, 都 可 以 用 “ 重 整 化 群 ”理论 求 出 . 


4.6.5 讨论 


(1)“ 重 整 化 群 ”理论 具有 很 高 的 精确 度 . 表 4.8 列 出 了 对 “3 维 Ising 模型 ”的 
“ 重 整 化 群 ”理论 和 数值 模拟 两 种 计算 结果 的 对 比 . 


表 4.8 “ 重 整 化 群 "理论 和 数值 模拟 两 种 计算 结果 的 对 比 


0.6310 土 0.0015 


0.6289 土 0.0008 


(2)“ 重 整 化 群 ” 理 论 中 的 一 些 新 概念 ,如 “ 标 度 律 ”“ 普 适 性 ”“ 标 度 变 换 ” 等 等 ， 
具有 重要 的 意义 . 它 不 仅仅 是 一 种 方法 ,而 且 是 一 种 世界 观 . 凡是 具有 “ 标 度 不 变性 ” 
的 系统 ,都 可 以 用 “ 重 整 化 群 ”理论 进行 处 理 . 

(3)“ 标 度 变换 ”是 “ 重 整 化 群 ”理论 的 基础 .车 将 “ 标 度 变换 ” 换 到 “动量 空间 ”, 则 
“ 重 整 化 群 ”变换 将 会 男 有 一 番 天 地 、 男 有 一 番 作 为 . 

(4)“ 不 动 点 "理论 是 “ 重 整 化 群 ”变换 的 核心 . 尽管 “不 动 点 ”的 存在 性 迄今 在 数 
学 上 尚未 得 到 证 明 、 有 待 深究 ,但 物理 学 上 氨 今 所 遇 到 的 实际 问题 都 存在 “不 动 点 ”， 
这 是 否认 不 了 的 事实 . 

(5) 关于 “ 重 整 化 群 "变换 ,有 许多 种 的 陈述 方式 ,然而 只 有 “耦合 常数 ?之 间 的 变 
换 才 更 具 实 质 性 ,并 且 在 实际 计算 中 更 具 首 届 一 指 的 意义 . 

(6)“ 普 适 性 ”概念 在 “ 重 整 化 群 ”理论 中 可 以 得 到 更 自然 更 合理 的 解释 ,其 关键 
点 是 将 “临界 点 ”的 Hamiltonian 与 “ 重 整 化 群 ”理论 中 的 “不 动 点 ”联系 起 来 . 当然 其 
物理 机 理 尚 竺 深究 ,其 对 “ 普 适 性 ”研究 所 得 到 的 成 果 仍 是 有 限 的 ,并 没有 从 根本 上 


临界 指数 
重 整 化 群 


1.2390+ 0.0025 
1.2390 土 0.0071 
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解决 问题 . 

(7)“ 重 整 化 群 ” 理 论 的 具体 成 果 是 , 它 可 以 从 微观 上 算出 “临界 指数 ”. 这 是 出 人 
意料 的 .这 也 就 是 在 统计 力学 中 必须 重视 “ 重 整 化 群 ” 理 论 的 原因 . 

关于 “ 重 整 化 群 ?理论 的 详细 介绍 ,可 参阅 前 文 所 说 马上 上 庚 (Shang-Keng Ma) 的 
书 ¢Modern Theory of Critical Phenomena》(Benjamin, Inc. ,1976). 


习 题 


【 题 4.1】 已 知 :Ising 模型 的 Hamiltonian 为 
LU = 一 DY paB > yo 

格 点 的 近邻 数 为 z; 在 “平均 场 理论 ?近似 下 ,每 个 格 点 自 旋 的 平均 值 相等 , 即 (cj ) = (o). 

求证 :(1) 正则 系 综 的 配 分 函数 为 

ZU = [2coshCBHnsB + BzJ lo)) J™ 
(2) 关于 人 o) 的 自治 方程 是 
人) = tanh BrugB + BzJ lo)) 
【 题 4.2】 已 知 :Ising 模型 的 Hamiltonian 为 
U =- 1 2 Joio) - ps 有 Dai 

格 点 的 近邻 数 为 z. 在 “平均 场 理 论 ” 近 似 下 ,每 个 格 点 自 旋 的 平均 值 相 等 , 即 4(cj =《c)》. 

求证 :临界 指数 


=3 


【 题 4.3】 已 知 :一 维 Ising 模型 中 ,磁场 B=0, 转 移 矩 阵 本 征 值 为 
A: = expCBJ) LeoshCBusB)+ Veosh’ CBLsB)— Zexpe — 2BJ) sinh 28) J 
求证 :在 热力 学 极限 下 ,正则 系 综 的 配 分 函数 为 
Z = 2 LecoshCBI) J] 
【 题 4.4】 已 知 :一 维 Ising 模型 中 ,磁场 B=0. 
(1) 在 周期 性 边界 条 件 ow+1 = oi 条件 下 ,其 Hamiltonian 为 


U = 一 J 9 oiin 
求证 :在 热力 学 极限 下 ,正则 系 综 的 配 分 范 数 为 
pA 
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(2) 在 自由 边界 条 件 即 oi 与 ow 可 以 独立 取 值 的 条 件 下 ,其 Hamiltonian 为 
tf = 一 Jolos + gd2a3s + + oN-ioN) 


求证 :在 热力 学 极限 下 ,正则 系 综 的 配 分 销 数 为 
Z = 2 CeoshCH DJ" 


【 题 4.5】 已 知 :Ising 模型 中 , 自 旋 关 联防 数 为 
gl1,J)= (Co: — (401)) (oi; ~— (0o;))» 
求证 :磁化 率 
x = Bp 2 28 Ci,j) 


【 题 4.6】 已 知 :Ising 模型 中 , 自 旋 关联 函数 为 
8g8Cij)=(Ci 一 koi))(Coj 一 《oj = 8Cr) 
求证 :(1) 在 平均 场 近似 下 ,关联 函数 gCr) 的 Fourier 变换 gCk) 在 临界 点 T= T。 处 遵从 客 
律 为 
吕 ( 天 7) 一 大- 
即 相应 的 临界 指数 是 7”=0; 式 中 r= rj 一 ri,k= kj 一 k;; 
(2) 在 临界 点 T= T。 附近 ,关联 函数 gCr) 遵 从 


g(r)~ Texp(- 去 ) 
即 相应 的 临界 指数 是 = 去 ; 式 中 关联 长 度 $~CT- 7 了。 ) -二 


【 题 4.7】 已 知 :Dieterici 气体 (A) 的 状态 方程 为 
(P+ 


v” 
其 临界 温度 ,临界 压强 和 临界 mol 容积 分 别 是 
[7 _ 4 (1 一 1)” a 


)v-bD= RT 


n+ DTR BT 
|) 站 


(Ye 一 人 


求 :(1) 用 Cr,y, 巨 ?表示 的 Dieterici 气体 (A) 的 状态 方程 ; 
(2) 临界 指数 y,0,P,a. 
答 :(1) 
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SEP pr [OQ-Vn+1)- Cn-1)]= 4n(l-r) 


Cl1— Vv) 
(2) 

7=1 

=n+t+l 

a 

i 

ga 二 1 一 之 
n 


【 题 4.8】 已 知 ;Clausius 气体 的 状态 方程 是 


ee py= RT 
其 临界 温度 ,临界 压强 和 临界 mol 容积 分 别 是 


8a 

1. = N37cb + eR 
aR 

P. “N216Chb+c)’ 


ve = 3b+2c 


<! 
ll 
一 一 一 一 


求 :(1) 用 Cr,y, 巨 ?表示 的 Clausius 气体 的 状态 方程 ; 
(2) 临界 指数 y ,6,B,a. 
答 :(1) Clausius 气体 的 状态 方程 可 以 被 改写 为 
27 (b+c)? 
1 (1 一 ER cy 
=8Cb+c)(l-r) 
当 c=0 时 , 即 为 Berthelot 气体 的 状态 方程 ,而 上 式 成 为 


(1- P+ oo 一 -一 
eT 


lca- Vv) (3b+2c)—-b] 


| 2 -35)= 8G1- =) 
即 
(1~-P)(C1-7)2(2-37)=8C1-r)C1-7)2 32-3. 
(1 一 工 ) 
(2) 
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【 题 4.9】 已 知 : 某 真 实 气体 的 状态 方程 是 
(P+zF)v- b)= RT 
其 临界 温度 ,临界 压强 和 临界 mol 容积 分 别 是 


8a \ 市 
7 =【《 丈 你 ) 
n\ 
5 
vce = 3b 
设 
r= (1- 云 


求 :(1) 用 (r,y, 忆 ?表示 的 某 真实 气体 的 状态 方程 ; 
(2) 临界 指数 ,6,B,a. 


答 :(1) 
; 3 
| 
| pp | V)= 8C1— r) 
(2) 
fy = 工 
和 =3 
三 
Pa 
a =0 


【 题 4.10】 已 知 :Dieterici 气体 (B) 的 状态 方程 为 
__RT 二 
P= pp(- Rts) 
其 临界 温度 、 临 界 压强 和 临界 mol 容积 分 别 是 
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(= 元 ) 
V = Cos 
站 


求 :(1) 用 Cr,7, 巨 ?表示 的 Dieterici 气体 (B) 的 状态 方程 ; 
(2) 临界 指数 y,6,P,a. 


答 :(1) 
l-p__1 1 
1-r ep| C1-— | 
(2) 
y=1 
9 = 11 
mn 2 
有 = (m ) 
_m-3 
1a 一 】 
【 题 4.11】 已 知 ;van der Waals 气体 的 临界 指数 为 
a=0 
= 
2 
F 
和 =3 
并 且 平 均 场 理论 只 对 空间 维 数 *=4 成 立 . 
求 : 临 界 指数 7 和 vy. 
答 ， 
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一 个 系统 不 处 于 平衡 态 , 它 的 精 将 如 何 ? 
J.W.Gibbs 的 笔记 


整个 说 来 ,对 非 平 衡 态 问题 的 兴趣 已 大 大 增加 了 .这 是 有 多 种 原因 的 .正如 在 耗 

散 结 构 中 显示 出 的 自 组 织 与 不 可 逆 过 程 之 间 的 紧密 联系 的 发 现 , 促 使 在 物理 、 化 学 

和 生物 方面 的 许多 工作 .但 是 , 除 此 之 外 ,当前 还 确信 在 今天 仍 在 继续 进行 观察 的 里 
期 宇宙 和 球状 模型 的 真实 结构 中 , 非 平衡 态 过 程 起 着 重要 的 作用 . 

TI. Prigogine:《 非 平衡 态 统计 力学 》 


在 不 平衡 态 之 气体 ,可 能 有 热能 动量 及 质量 ,由 气体 之 一 处 , 流 ( 或 称 输 运 ) 至 

另 一 处 .此 三 种 流动 所 生 的 现象 ,为 热 之 传导 、 夭 性 运动 及 气体 扩散 .此 三 现象 ,各 有 

其 半 理 论 性 半 经 验 性 的 理论 及 其 方程 式 . 但 基本 的 理论 , 则 系 气 体 运 动 论 , 尤 其 系 专 
对 非 平 衡 态 气体 之 Boltzmann 方程 式 . 

一 一 吴 大 南 区 热力 学 .气体 运动 论 及 统计 力学 》 


“ 动 理 学 ”这 一 译名 是 王 竹 溪 先 生 提出 的 ，Kinetics” 从 前 译 为 “运动 学 ”. 

传统 的 “ 非 平衡 态 统计 力学 的 动 理学 理论 ”, 就 其 物理 内 容 来 说 ,实际 上 就 是 “ 气 
体 分 子 运动 论 ”.L. Boltzmann 的 原著 , 书 名 就 是 (Lectures on Gas Theory》. 吴 大 於 
先生 的 《热力 学 ` 气体 运动 论 及 统计 力学 》 和 《Kinetic Equations of Gases and 
Plasmas》 二 书 的 书 名 中 就 有 “气体 运动 论 ”" 和 “Kinetic Equations”. 看 上 去 似乎 “气体 
分 子 运动 论 ” 这 一 名 称 过 于 坦率 和 “没有 文化 ”, 但 它 实质 上 与 高 雅 的 (传统 的 )" 动 理 
学 ”是 一 回 事 .在 中 学 物理 和 大 学 普通 物理 中 ,许多 人 都 已 领教 过 初等 “气体 分 子 运 
动 论 ”, 它 无 非 是 “弹性 碰撞 ”、“ 自 由 程 ” 这 些 概 念 的 组 合 . 究 其 本 质 ,无 非 是 
“Lagrange 描述 ”. 

传统 的 “ 非 平衡 态 统计 力学 的 动 理 学 理论 ”或 “气体 分 子 运动 论 ” 的 核心 是 传统 
“Boltzmann 方程 ”( 或 者 被 称 为 传统 Boltzmann 微分 -积分 方程 >) .建立 ”Boltzmann 
方程 ”的 目的 , 乃 是 为 了 定义 和 计算 “ 非 平衡 态 ” 的 烂 , 导 出 和 证 实 甚 至 能 够 修正 流体 
动力 学 的 基本 微分 方程 组 ,并 且 顺 带 计算 一 下 诸如 藉 河 系数 、 电 导 率 、 热 传导 系数 、 
扩散 系数 等 "不可逆 ?系数 . 

物理 学 家 追求 理论 的 正统 性 和 一 致 性 .为 了 使 "Boltzmann 方程 ”的 导 得 “ 系 出 名 
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门 ”、 有 一 个 “高 贵 ” 的 出 身 , 有 “好 事 者 ”如 BBGKY 等 人 ,就 从 “ 系 综 理论 ” 的 
“Liouville 方程 ”出 发 ,推出 了 一 组 * BBGKY 连锁 方程 ”>. 然 后 对 这 组 “连锁 方程 ? 采 
用 与 在 推导 “传统 Boltzmann 方程 ?时 采用 的 差不多 的 近似 条 件 和 方法 ,居然 也 得 到 
了 传统 的 “Boltzmann 方程 BBGKY 等 人 的 成 功 大 大 鼓舞 了 化 学 -物理 学 家 I. 
Prigogine, 以 致 Prigogine 在 他 的 《4 非 平衡 态 统 计 力 学 》(K《 Non-Equilibrium 
Statistical Mechanics》, Interscience Pub. , 1962; 中 译本 ,上海 科 学 技术 出 版 社 ， 
1984) 一 书 中 一 时 兴起 ,将 “Liouville 方程 " 奉 为 无 论 是 “平衡 态 统计 力学 ”还 是 “ 非 平 
衡 态 统计 力学 ”的 始祖 .他 的 这 一 倡议 ,在 物理 学 界 一 呼 百 应 .现在 ,“Liouville 方程 ” 
是 统计 力学 最 基本 的 方程 这 一 观点 ,已 成 为 物理 学 家 的 普遍 认识 . 后 来 ,N. N. 
Bogoliubov 在 首创 “量子 统计 力学 ”时 ,也 将 “Liouville 方程 ?推广 为 "量子 Liouville 
方程 "(又 被 称 为 “von Neumann 方程 ”) ,并 以 “量子 Liouville 方程 > 作为 “量子 统计 
力学 ?最 基本 的 方程 进行 演绎 .至 于 目前 “量子 统计 力学 ?的 是 非 对 错 、 进 退 得 失 , 智 
仁 难 判 ， 

在 传统 “Boltzmann 方程 ”的 推导 过 程 中 ,存在 的 主要 问题 是 : 

(1) 推导 的 出 发 点 并 非 完全 是 "Euler 描述 ”的 统计 力学 ,而 主要 是 “Lagrange 描 
述 ” 的 气体 运动 论 ; 

(2)“ 碰 撞 项 ”中 被 进行 “统计 平均 ”的 不 全 是 “内 参量 ”, 而且 同 时 还 含有 “外 参 
量 ”; 

(3) 作为 力学 过 程 的 “弹性 碰撞 ”以 及 作为 粒子 (气体 分 子 ) 形 态 的 “光滑 弹性 球 

体 ” 都 是 十 分 特殊 的 物理 模型 ,没有 任何 普遍 意义 ; 

(4) Boltzmann 方程 中 的 “碰撞 项 ”从 形式 上 看 仅仅 适合 讨论 “4 相 空 间 ” 中 的 问 
题 , 而 对 “ 卫 相 空间 ”中 的 问题 束手无策 ; 

(5) 推导 过 程 违背 Einstein 的 “逻辑 简单 性 ?原则 ,而 且 在 方程 等 号 两 边 使 用 的 
是 两 套 完全 不 同 的 逻辑 . 

众所周知 ,统计 力学 必须 是 Euler 描述 的 ,必须 是 “ 系 综 ” 的 .早期 的 “Maxwell- 
Boltzmann 统计 和 Darwin-Fowler 统计 ”已 经 过 气 、 过 时 并 且 不 再 适用 .然而 , “气体 
分 子 运动 论 ” 却 不 是 “ 系 综 ” 的 ,而 是 Lagrange 描述 的 . 由 “气体 分 子 运动 论 ” 导 得 的 
传统 “Boltzmann 方程 ”尤其 是 其 中 的 “碰撞 项 ”因而 当然 也 必然 是 Lagrange 描述 
的 ,也 必然 不 是 “ 系 综 ” 的 . 夹 在 Euler 描述 的 热力 学 以 及 流体 动力 学 和 “ 系 综 理论 "的 
统计 力学 之 间 的 传统 “Boltzmann 方程 ?竟然 是 Lagrange 描述 的 ,而 不 是 “ 系 综 ” 的 ， 
这 无 论 如 何 说 不 过 去 ,无 论 如 何 都 让 物理 学 家 如 鳅 在 喉 \. 心 有 不 甘 . 再 说 ,由 作为 “ 系 
综 理 论 ” 典 范 的 “Liouville 方程 ”出 发 , (借助 于 “气体 分 子 运动 论 ”) 竞 然 导 出 一 个 “ 非 
系 综 理 论 ” 的 “Boltzmann 方程 ”, 也 确实 使 人 菲 夷 所 思 ., 很 不 是 味 、 回 不 过 神 来 . 物理 
学 家 既然 追求 理论 的 正统 性 和 一 致 性 ,就 有 必要 重新 改写 "Boltzmann 方程 ”尤其 是 
其 中 违背 Einstein 的 “逻辑 简单 性 ”原则 的 “碰撞 项 ”, 以 适应 Euler 描述 和 “ 系 综 理 
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论 ” 的 统一 需要 . 

物理 学 家 无 法 也 无 须 改变 “ 气 体 分 子 运动 论 ” 之 中 的 “Lagrange 描述 ”, 但 是 有 能 
力也 有 办 法 用 “ 系 综 理 论 ” 来 改造 “传统 Boltzmann 方程 ”. 重新 改写 后 的 “Boltzmann 
方程 ”可 以 被 命名 为 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”. 

“Boltzmann-Gibbs 方程 ?也 是 一 种 非 线 性 的 微分 -积分 方程 ,但 在 形式 上 要 比 传 
统 的 “Boltzmann 方程 ?简单 (尽管 在 物理 学 上 更 为 基本 ). 它 的 精确 解 可 以 与 量子 力 
学 中 的 “立方 非 线 性 Schrodinger 方程 ?的 精确 解 相 比拟 .但 是 , 与 “立方 非 线性 
Schrodinger 方程 ?的 “时 间 可 逆 ? 不 同 的 是 “Boltzmann-Gibbs 方程 ?关于 时 间 是 “不 
可 逆 " 的 . 

流体 动力 学 基本 方程 组 与 “Boltzmann 方程 "相辅相成 :有 了 时候 可 以 从 
“Boltzmann 方程 ”的 精确 解 求 得 流体 动力 学 基本 方程 组 的 精确 解 , 有 时 候 又 可 以 从 
流体 动力 学 基本 方程 组 的 精确 解 求 得 “Boltzmann 方程 ”的 精确 解 .这 要 看 何 种 需要 ， 
是 为 了 精确 .严格 还 是 为 了 方便 .容易 . 一般 来 说 ,求解 “Boltzmann 方程 ”不易 ,但 精 
确 , 而 求解 流体 动力 学 基本 方程 组 则 正好 相反 . 当然 能 够 得 到 的 流体 动力 学 基本 方 
程 组 的 精确 解 也 没有 多 少 . 

流体 动力 学 基本 方程 组 是 物理 学 中 为 数 不 多 的 几 个 比较 基本 的 方程 组 之 一 . 许 
多 物理 学 分 文学 科 的 基本 方程 组 都 可 以 被 化 为 流体 动力 学 基本 方程 组 ,除了 “ 非 平 
衡 态 热力 学 ”的 基本 方程 组 活脱 就 是 流体 动力 学 基本 方程 组 外 ,甚至 连 量子 力学 
Schrodinger 方程 等 也 有 “流体 动力 学 表象 ”; 因而 ,流体 动力 学 基本 方程 组 的 求解 意 
义 重大 . 当然 流体 动力 学 基本 方程 组 的 严格 求解 又 与 求解 “Boltzmann 方程 有关 ,于 
是 便 有 了 现在 的 “ 非 平衡 态 统计 力学 的 动 理学 理论 ”. 


5.1 BBGKY 方程 序列 


“BBGKYY 方程 序列 "(或 “BBGKY 方程 链 ”“BBGKY 连锁 方程 ”) 是 由 前 苏联 
的 N.N. Bogoliubov(1909~1992) \ 英国 的 M. Born(1882 一 1970) 和 H.S. Green 美 
国 的 J.G.Kirkwood(1907 一 1959) 以 及 法 国 的 J.Yvon, 为 从 理论 上 导出 Boltzmann 
方程 的 目的 而 建立 起 来 的 ,其 出 发 点 是 Hamilton 力学 和 Liouville 方程 . 
5.1.1 系 综 的 “ 约 化 " 数 密度 
在 2.1 节 中 , 曾 涉及 Liouville 方程 
了 + [ep]=0 (5.1) 
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式 中 2 为 系 综 的 “ 数 密 度 ”,e (pi ,qx，,t) 为 粒子 的 Hamiltonian. 
为 了 书写 方便 , 记 ( 注 意 与 2.6 节 中 记号 之 间 的 区 别 ) 


ck = (pkrvygk) (Kk = 1,.,N) (5.2) 
式 中 动量 p 和 位 形 g 和 皆 为 有 六 个 分 量 的 “矢量 ”. 因而 
p= P(ty (k= lousN) (5.3) 


任何 一 个 微观 力学 量 O 都 可 以 被 表示 成 &4 的 函数 OC ,…, Sn), 而 且 其 平均 
值 可 被 表示 成 


(Ol(t)) = | OG, Ey)p (Sse ns1) dé (5.4) 


式 中 dxe = d6 。…。déy = 由 de 在 进行 上 述 平均 值 运算 时 所 遇 到 的 主要 困难 源 


于 O 是 关于 i 的 多 变量 函数 ,因而 须要 做 几乎 是 无 限 多 重 的 重 积分 . 
然而 对 于 全 同 粒 子 系统 ,由 于 每 个 粒子 对 力学 量 的 贡献 是 相同 的 ,因此 O 对 于 
任何 两 个 (比如 说 各 和 与 ) 的 “对 易 ? 具 有 对 称 性 , 即 


O(€1y°%°°, C1 Es EN) = O(n tn) (5.5) 
在 数学 上 ,具有 这 种 对 称 性 的 函数 一 定 可 以 被 展开 成 如 下 形式 的 多 项 式 : 
N 
OR yy tn) = 2 Omt) (5.6) 
A=0 
式 中 
Oo 二 Oo 
Oi1 = Nol (6i ) 
四 N! 
Oz = 510N 21 $2) (5.7) 


。 Ni 
“N= 
其 中 oo 是 一 个 常数 ;o1 ($1 ) 是 并 且 仅 仅 是 全 的 函数 ; os， (人 1 ,52) 是 并 且 仅 仅 是 
(1,62) 的 沙 数 , 它 不 能 青 分 解 为 1 或 5 的 单 变量 函数 …… 依 此 类 推 ， 
0 (5 5 ) 是 并 且 仅 仅 是 (三 ,…,$; ) 的 函数 , 它 不 能 再 分 解 成 只 涉及 较 少 变量 
的 函数 .例如 ,对 于 只 有 3 个 粒子 的 系统 ,有 

| = oO1(§1)+ 01(€2)+ 01(6€3)= 3ol(5 ) 


DO CELy sb ) 


02 = O02(€2,€3)+ 02(€3,61)+ 0o(é1,£,)= 302 (£1,€,) (5.8) 
Qa3 一 Oa (€1 ,62,€3) 
于 是 ,计算 力学 量 O(5 ev) 的 平均 值 可 以 被 转化 为 计算 CO) (8 ) 的 平 
均值 : 
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《OQO» = DO Gt)) = Deis, ,£1 ) ) (5.9) 
对 于 相当 多 的 实际 问题 ,(5.6) 式 所 表示 的 多 项 式 中 只 涉及 有 限 的 项 , 即 有 
=0 (n=<=A<N) (5.10) 
其 中 n 是 一 个 十 分 有 限 的 数 . 例如, 当 问题 只 涉及 2 个 粒子 之 间 的 相互 作用 ,有 
n=2. 于 是 ,平均 值 运算 (5.4) 式 可 以 被 换算 为 


六 
(0) = > vrs vA 本 (5.11) 
式 中 
《0 (后 ，… ex ))》 = | oC, )P El, Ew)d"é (5.12) 
由 于 o ( 伍 ,…,$ ) 仅 仅 是 (各,…,$ ) 的 函数 ,所 以 (5.12) 式 可 被 写成 
0) = osc &,) | [pce Gn) dr€ | (5.13) 


式 中 de = d6 。… 。d6 = 个 de、 上述 (5.13) 式 等 号 右边 积分 号 下 方 括号 内 的 量 
只 涉及 对 
dv = dé …。dew = [| ds 
的 积分 ,其 总 效果 为 :使 方 括 号 内 的 量 不 再 是 ($11，,…, Sw ) 这 些 量 的 函数 ,而 仅仅 是 
( 伍 ,…,$; ) 这 些 量 的 函数 ; 记 方 括号 内 的 量 为 
fi(é1,.°%, ) = Jes, Sv) dr sé (5.14) 

本 

(0) = > Tey) or Ss Sf 515) 


由 (5.14) 式 所 定义 的 六 ( ,和 ) 与 系 综 数 密度 p (人 1 ，…,é&w ) 在 统计 计算 中 
处 于 相同 的 地 位 ,其 区 别 仅 在 于 前 者 只 涉及 4 个 粒子 (4 三 和 N) 的 相 空 间 , 因 而 
fi (全 ，…，$ ) 可 以 被 称 为 “ 约 化 数 密度 ”或 “ 约 化 分 布 函 数 ”. 

根据 (5.14) 式 ,有 


|fi 81,1, & dé = | ,ee, Ev) dé = 1 (5.16) 


因此 “ 约 化 数 密度 ”或 “ 约 化 分 布 函 数 ”f; (全 ,…,é; ) 也 是 “ 归 一 化 ”的 . 
在 有 些 文献 中 将 “ 约 化 数 密度 ”或 “ 约 化 分 布 函数 ”定义 为 


万 (与 和 ) = 由 | pd, En) dn€ (C5.17) 
其 “ 归 一 化 ”条 件 就 应 当 是 
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[VAC DT = (5.18) 


5.1.2 用 " 约 化 " 数 密 度 表 示 的 BBGKY 方程 序列 


因为 
fn(é1,°, En;t) = (6 ENvir) (5.19) 
和 
fiv Et)= Jf és nst) dN i€ (5.20) 
所 以 ,Liouville 方程 (5.1) 式 可 以 被 写成 
+ [ev 及]=0 (5.21) 


式 中 ew 是 N 个 粒子 系统 的 Hamiltonian. 
由 (5.20) 式 ,用 (5.21) 式 ,有 


9 

- A 
= | fw C1, Evst) dNaé 
= | fw,enJar*é (5.22) 

若 
加 (pi)’ 
EN 二 > 2 中 束 直 主人 LUi(Cqiy9i) (5.23) 
i=1 m l<i<j<N 


其 中 V(q;) 是 第 i 个 粒子 在 外 场 中 的 势能 , Uj (qi,9;) 是 第 i 个 粒子 和 第 j 个 粒子 
之 间 的 相互 作用 势能 . 则 (5.22) 式 就 是 


要 -| (+ ver) Je 


i=1 
+ |[fw, > Uy (qi,q91)) lavé (5.24) 
1<i<j<N 


对 于 (5.24) 式 等 号 右边 的 两 个 积分 ,在 ji 二 4 条 件 下 ,因为 在 相 空 间 的 无 穷 
远 处 fw =0( 为 了 保证 fw 可 “ 归 一 化 ”), 所 以 可 以 用 “分 部 积分 法 ”( 注 意 到 
€. = (px，qxk)) 证 明 必 有 


ER + V(qi) ) ) ds, =0 


| cv， Ui; lJdéidé§; = 0 
将 (5.25) 式 代入 (5.24) 式 ,得 到 


A CD: 29) 
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天 = [rw (> V (gi) ) an 
+ [fv 这 Uu(qi,g1))Ja" 从 


a aU, af 
于 一 一 dv 从 (5.26) 
[> 1j=X+1 9q; 9p: 
记 4 个 粒子 的 Hamiltonian 为 
(pi)? 
EX 一 >| 5 + Y(9i ) |+ + 2 06957971) (5.27) 
则 (5.26) 式 就 是 (利用 (5.20) 式 ) 
N aU; ofn 
,Ex Jd" *€ + 一 -一 dv 
= Uf se] > 909i 9p: 
N aUs; a9fn 
= »E4 + 一 一 dv (5.28) 
Le P32y 9q; 9p: 


再 利用 全 同 粒子 系统 中 fw 对 于 $; 的 对 称 性 ,有 (利用 (5.20) 式 ) 


2\ ww 9Us, 9fn 3 3 
一 一 dN- AE 一 N— CO Ui,A+l ——d™ ACE 
这 2 99i 9Pi | di 9Pi 


= (N21) Ye ds (6.29) 
于 是 ,最 后 得 到 的 运动 方程 即 " BBGKY 方程 链 " 是 
+ [esfij= CN- DE 2 oe dé (5.30) 


5.1.3 讨论 


“BBGKY 方程 链 ? 是 一 组 连锁 的 方程 :在 fi 的 方程 式 中 含有 fz ,在 fz 的 方程 式 
中 含有 fa…… 依 此 类 推 . 因此 正如 匡 大 浴 先 生 所 说 ,从 理论 上 讲 , 求 解 “BBGKY 方 
程 链 ” 的 困难 与 求解 Liouville 方程 的 困难 是 一 样 的 . (不 过 ,在 本 书 的 1.4 节 中 已 经 
成 功 地 得 到 了 Liouville 方程 的 精确 解 . ) 但 是 ,导出 BBGKY 方程 链 的 目的 之 一 是 为 
了 “验证 ?和 诠释 Boltzmann 方程 ,所 以 具体 求解 “BBGKY 方程 链 ” 的 近似 方法 有 : 

(1) 找 一 个 适当 的 参数 将 f, 进行 展开 , 作 近 似 解 ; 

(2) 将 BBGKY 方程 链 的 连锁 在 某 一 处 切断 ,构建 一 组 封闭 的 方程 式 ; 

(3) 引入 某 种 初始 条 件 先 解 出 fi. 

在 吴 大 献 先生 的 《热力 学 ,气体 运动 论 及 统计 力学 》 台 北 , 联 经 出 版 事业 公司 ， 

1979 ;北京 ,科学 出 版 社 ,1983) 一 书 中 对 用 "多 时 标 方法 ?求解 BBGKY 方程 链 作 了 
简单 的 介绍 . 
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5.2 Boltzmann 方程 


5.2.1 由 BBGKY 方程 链 推导 Boltzmann 方程 


“BBGKY 方程 链 ” 是 由 六 个 方程 耦合 在 一 起 的 方程 组 ,而 N 又 是 一 个 非常 大 
的 数 ,因此 要 精确 求解 “BBGKY 方程 链 ” 几 乎 是 不 可 能 的 ,除非 直接 求解 Liouville 
方程 . 

为 了 “验证 ?和 诠释 Boltzmann 方程 ,H. J. Kreuzer 引 人 和 适当 的 近似 , 对 
“BBGKY 方程 链 ” 在 某 处 进行 截断 ,然后 应 用 某 种 假设 以 解 出 一 些 “ 约 化 数 密度 ”或 
“ 约 化 分 布 函 数 ”, 并 将 结果 与 “传统 Boltzmann 方程 ”的 解 相 比较 .在 实际 问题 中 , 主 
要 感 兴趣 的 是 单 粒子 的 “ 约 化 数 密度 ”f1 (人 ) 和 双 粒 子 的 “ 约 化 数 密度 ”fo (1 ,&,). 
这 种 方法 ,可 以 被 视 为 “由 BBGKY 方程 链 推导 传统 Boltzmann 方程 ”. 

BBGKY 方程 链 的 第 一 、 第 二 两 个 方程 是 


+ [esfij= (N-— Ev 3p “dgqsdp; 
了 of af tg) 
: 9Uis °J3 | 9U» 二】 
+ [es, 户 ]= CN - 2)| (Bes 5 + 2 5 二]dqadp。 
式 中 
f aV(qi1)9 
ed A ld 
m 94qi 94q1 9pi 
ks pi 9fz .Pz pa 9fa 9LV(gqi)+ Uw] 9fe 9LV(g2)+ Uz | 9f2 
9 m 9gi m 9q2 9dl 9p1 9q2 9p2 
N22) 


可 以 看 出 ,第 一 个 方程 的 等 号 右边 涉及 户 ,而 第 二 个 方程 的 等 号 右边 涉及 fs ,因而 光 
凭 这 两 个 方程 是 无 法 构成 封闭 的 方程 组 的 . 

为 了 构成 封闭 的 方程 组 ,引入 的 第 一 个 合理 假定 是 去 除 户 , 因 为 3 粒子 之 间 的 
相互 作用 比较 2 粒子 之 间 的 相互 作用 的 几率 要 小 得 多 .因而 ,(5.31) 式 中 的 第 二 个 方 
程 被 改写 成 


9 
EE 十 [e2 ;fz = 0 (5.33》 


出 于 相同 的 理由 ,引入 的 第 二 个 合理 假定 是 :两 个 分 子 之 间 的 相互 作用 力 仅 与 
它们 之 间 的 距离 有 关 . 即 
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U; (qi,q2)= U(|q!1— gq:|) (5.34) 
另外 ,第 三 个 假定 并 非 必 要 的 , 即 认 为 外 场 是 保守 的 : 
， et 
Fgq)=- 7 aa (5.35) 


于 是 ,“BBGKY 方程 链 ” 的 第 一 、 第 二 两 个 方程 (5.31) 式 可 以 被 改写 为 以 下 封闭 
的 方程 组 : 


aft pif 9V(qi) of aU(| gi -qz|) a 户 
9t “mag aq ap CN-1)] 9q1 i 
8 af a afrV | = af. 
afe p19fs ,pz fe IV(q)+ UC!g ~ ql)] of (5.36) 
9t moq 1 99: 9qi 9Pl 
_aLVY(Cq)+UCg -qi )] 9fe _ 
9g2 9p2 
式 中 
一 9 所 
fi = fi(qisp1st) (5.37) 


fz2 一 户 (qliy,piiqz ,pa23rt) 

方程 组 (5. 36) 式 在 原则 上 是 可 解 的 ,但 是 在 实际 操作 上 求解 的 难度 相当 大 .为 
此 ,应 用 概率 论 的 原理 , 可 以 引入 第 四 个 假定 , 即 混沌 性 假定 :在 同一 时 刻 在 
(qiyPi ) 处 找到 一 个 粒子 而 在 (gz ,pz ) 处 找到 另 一 个 粒子 的 联合 几率 ,简单 地 等 于 
在 (qi, pl ) 处 找到 一 个 粒子 的 几率 和 在 (gz,Pz ) 处 找到 另 一 个 粒子 的 几率 的 乘 
积 . 即 

户 (qgl,pliiqzypzii)= fi(qi,Ppi;t)fi(q2, Pp2;t) (5.38) 

这 一 假定 实际 上 就 是 认为 两 个 粒子 之 间 的 距离 较 远 ,以 至 于 在 (9q1,pi) 处 找到 一 个 
粒子 的 几率 独立 于 在 (gz, pz ) 处 找到 另 一 个 粒子 的 几率 .换言之 ,这 一 假定 与 第 二 个 
假定 一 样 , 仅 对 “稀薄 气体 ”适用 . 

应 用 这 些 假定 ,并 按 “ 气 体 运 动 论 ”的 方法 假设 气体 分 子 是 刚 球 之 间 的 弹性 碰 
撞 , 相 对 动量 是 | pi - p| .经 过 繁琐 和 宛 长 的 分 析 和 推导 ,最 后 得 到 


9 ,PD9 3 
| 器 + 卫 有 A 


= N|[fiCg,B, f(g, Bit)- f(g,ps fC qspist) lp = plbdbdxdpi 
(5.39) 

在 方程 (5.39) 式 中 ,已 将 (qi1,pi) 改 为 (q,Pp), 而 将 (qz,pPz) 改 为 (q1,P1), 同 时 将 
原来 等 号 右边 的 (N 一 1) 改 为 现在 的 N( 这 不 是 什么 原则 问题 ) ,万 为 碰撞 后 的 动量 
Pp. 方 程 (5. 39) 式 等 号 右边 积分 中 的 | pi- plbdbdx 这 一 因子 实际 上 是 参照 
“Boltzmann 方程 ”的 原始 推导 引入 某 种 “气体 运动 论 ” 的 假设 所 得 (例如 假设 气体 分 
子 是 刚 球 之 间 的 弹性 碰撞 ,相对 动量 是 | pi - p | 等 等 ,这 些 假设 的 引信 难免 会 带 有 
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物理 学 家 本 身 的 认识 论 烙 印 ). 这 一 因子 在 对 X 积分 (当然 要 代 人 上 下 限 ) 后 仅仅 是 
| pi 一 了 | 的 函数 ,可 以 被 记 为 F2 (| pi ~ p|). 其 中 “碰撞 参数 ”b 和 X 的 物理 意义 将 
在 下 文 介绍 .于 是 ,方程 (5.39) 式 可 以 被 改写 为 


- a | 
芭 ee jt FD I (gq»p,t) 


= N| [fi CgsB Dfi (gs Bt) — fiCg psfi gspint) Fn lp — pl)dp, (5.40) 


具体 的 分 析 和 推导 ,可 参阅 H.J. Kreuzer 的 4Nonequilibrium Thermodynamics 
and Its Statistical Foundations》(Clarendon Press,1981) 中 的 7.5 节 . 其 分 析 和 推导 
的 物理 思想 , 亦 可 参阅 以 下 关于 Boltzmann 方程 的 原始 推导 . 

方程 (5.39) 式 ,就 是 著名 的 Boltzmann 方程 (参阅 (1.11) 式 ). 

吴 大 濮 先生 说 :“ 所 谓 “Stosszahlansatz”( 碰 撞 假 设 ) 系 不 可 逆 性 的 来 源 ! 由 
Liouville 方程 式 ,可 导 得 B-B-G-K-Y 系 方 程式 ,这 些 方程 式 是 完全 可 逆 的 ! 如 果 由 
B-B-G-K-Y 系 获得 Boltzmann 方程 式 , 则 须 引 入 另外 的 条 件 , 如 “开始 条 件 *( 和 一 些 
“近似 ”)!” 
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1. Boltzmann 方程 的 原始 推导 

Boltzmann 方程 的 原始 推导 并 非 是 从 Liouville 方程 或 BBGKY 方程 链 出 发 得 
到 的 ,而 是 根据 力学 分 析 主 要 是 “气体 运动 论 ”拼凑 出 来 的 (这 种 拼凑 ,与 弹性 力学 中 
“推导 ”von Karman 方程 类 似 ) .显然 ,从 Liouville 方程 或 BBGKY 方程 链 出 发 进行 
推导 ,其 主要 目的 是 为 了 “模拟 ?Boltzmann 方程 并 对 Liouville 方程 的 “主导 地 位 ” 作 
一 个 “自圆其说 ”的 说 明 . 在 近代 统计 力学 中 ,起 主导 作用 的 方程 是 Liouville 方程 ,而 
Boltzmann 方程 只 是 “导出 ?方程 ,并 且 在 其 中 扮演 着 不 十 分 显眼 的 次 要 角色 .但 是 
Boltzmann 方程 的 原始 形式 早 就 存在 于 物理 学 (气体 分 子 运 动 论 ) 中 并 起 着 十 分 关键 
的 作用 了 ,而 且 回 想起 来 也 不 见 有 什么 重大 的 反对 意见 ,同时 也 几乎 没有 可 以 取 而 
代 之 的 其 他 方程 (除了 “ 非 平衡 态 统 计 力 学 随机 理论 ”中 的 “Fokker-Planck 方程 ” 
之 外 ). 

Boltzmann 方程 的 基本 思想 ,最 先是 由 J.C.Maxwell 于 1866 年 提出 来 的 ,而 后 
才 由 于 . Boltzmann 加 以 数学 公式 化 的 .为 了 强调 Maxwell 的 先导 工作 ,D. Hilbert 
曾 将 此 方程 称 之 为 “Maxwell-Boltzmann 方程 ”. Boltzmann 方程 方程 在 用 之 于 稀薄 
气体 时 ,是 相当 精确 的 . 这 说 明了 该 方程 在 某 种 程度 上 反映 了 客观 真理 .但 是 ， 
Boltzmann 方程 的 适用 范围 仅 此 而 已 .到 目前 为 止 ,对 Boltzmann 方程 所 作 的 不 适 
当 的 推广 , 均 以 失败 而 告终 .此 外 ,按照 某 些 “ 标 准 的 ”统计 力学 观点 ,由 于 Boltzmann 
方程 不 可 能 描述 “ 涨 落 ”, 因 此 它 实际 上 被 排 奈 在 统计 力学 经 典 理论 之 外 . 
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Boltzmann 设 非 平衡 态 气体 分 子 的 分 布 函数 为 f(x ,vk;1) ,当然 将 此 分 布 函 

数 写成 f( qk ,px ;1) 更 为 合理 . 若 气 体 分 子 之 间 没 有 碰撞 , 则 每 一 个 分 子 在 4 空间 
的 “ 相 轨 道 ” 上 作 自 由 运动 ,其 分 布 消 数 的 改变 为 零 , 即 

df(qxrspx;3t) 9f 


ry = ed = (5.41) 
或 
of de of de of a 
和 (5.42) 
亦 可 改写 为 
9 " 9 9 
/ f F ff =0 (5.43) 


rr rr 
oat 9qx 9px 
(5.41) 式 至 (5.43) 式 实际 上 就 是 Liouville 方程 . 书写 时 已 经 使 用 了 Einstein 求 和 
约定 . 
为 了 按 “ 气 体 运 动 论 ”拼凑 出 Boltzmann 方程 , Boltzmann 提出 了 一 条 所 谓 “ 碰 
撞 数 假设 ”(Stosszahlansatz) , 即 若 气体 分 子 之 间 存 在 碰撞 时 , 必须 将 (5. 41) 式 修 
改 为 


+ [e,f]= (5) (5.44) 


(5.44) 式 等 号 右边 的 { 2 】 被 称 为 “ 磁 檀 的 增加 率 "或 “碰撞 积分 ”, 又 被 简称 为 “ 磁 


at 

以 “气体 运动 论 ” 为 根据 的 “碰撞 项 ”的 推导 如 下 . 

首先 假定 气体 分 子 都 是 “光滑 ”的 弹性 球体 .第 一 个 分 子 的 动量 为 p ,第 二 个 分 
子 的 动量 为 p 名 (这 里 的 pi 和 p 络 都 是 矢量 , 即 每 个 上 都 有 1,2,3 三 个 值 ). 两 个 
分 子 之 间 的 相互 作用 势能 为 U(| 4 外- 9 中 | ), 即 此 势能 仅 与 两 分 子 之 间 的 绝对 中 
离 | g 包 - 4 由 | 有 关 . 由 于 在 “碰撞 ?发 生 时 ,qg 站 = qk = qx .因而 表示 “碰撞 ”的 场景 
可 取 在 广义 坐标 空间 , 而 不 必 取 在 相 空 间 . 为 简单 起 见 ,可 设 | q 岂 一 q 刀 | 的 延长 线 
作为 一 根 坐标 轴 . 若 此 两 个 分 子 碰撞 后 的 动量 分 别 是 pi? 和 五 如 , 则 由 “弹性 碰撞 " 假 
设 所 得 到 的 动量 守恒 定律 和 机 械 能 守恒 定律 ,有 


| (1) : 1) 
A Cm mp +2m pt 
po ml a p 
~(2) ps (1) _ (2) \ (2) 
| dn (m m"”’) 

Pp ey mL pk Pr 


式 中 m 和 mm” 分 别 为 第 一 个 分 子 和 第 二 个 分 子 的 质量 .由 (5.45) 式 ,不 管 m” 和 
m “是 否 相 等 ,都 有 
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本 9 (万 包 ,Di ) 
NU ep 
即 , 碰 撞 前 后 的 “动量 空间 的 体积 元 "不 变 . 


其 次 ,根据 由 “弹性 碰撞 ”假设 所 得 到 的 动量 守恒 定律 和 机 械 能 守恒 定律 ,又 有 


p= (2) 一 ( 
pi + pi = pl + ph 


(5.46) 


1) \2 (2) \2 一 (1) 、2 (2) \2 (59.47) 
(CPE 7) + (pe ) CHE YT CD 
当 引 入 两 个 分 子 之 间 的 相对 动量 gt 和 gi 即 
二 
人 (5.48) 
gr = pt 一 了 了 
后 ,由 (5.47) 式 有 
gi 二 8 (5.49) 
或 
= (5.50) 
式 中 
5 lg (5.51) 
g= |gx| 


(5.50) 式 表示 碰撞 前 后 两 个 分 子 之 间 的 相对 动量 的 大 小 不 变 , 但 方向 可 以 改变 . 
第 三 , 若 设 两 个 分 子 的 质心 坐标 为 坐标 原点 O, 碰 撞 前 后 的 “碰撞 参数 ”或 “瞄准 


距离 分别 为 b 和 记 . 则 两 个 分 子 在 磁 撞 前 分 别 以 动量 从 和 一 学 向 O 点 运动 ,而 厨 


挤 后 分 别 以 动量 兴 和 - 尝 离 开 O 点 ,并 且 根据 角 动 量 守 恒定 律 有 


| 到 | = |gxlb (5.52) 

将 (5.50) 式 代入 (5.52) 式 ,得 到 
下 二 让 (5.53) 
第 四 ,为 了 计算 在 dt 时 间 间 隔 内 、 原 来 位 置 在 9 一 qx + dq 之 间 动量 在 P 钻 
一 ph + dp 中 的 分 子 和 动量 在 p 包 一 p 包 +dp 包 之 间 的 其 他 分 子 之 间 发 生 碰 撞 的 数 
目 , 可 以 设想 在 分 子 碰撞 平面 中 过 O 点 、 沿 gx 方向 有 一 长 度 为 | p 包 -pp 妃 |dt= 
gdt 的 圆柱 体 , 即 处 于 此 圆柱 体内 、 并 且 与 坐标 原点 O 的 相对 动量 为 (了 名 - ph) 的 
分 子 必定 会 在 dt 时 间 间 隔 内 与 处 于 坐标 原点 O 的 分 子 发 生 碰撞 . 设 圆柱 体 端 平面 


的 极 角 为 8, 则 此 圆柱 体 的 体积 是 (dt||gbdbdy). 


于 是 ,在 此 圆柱 体内 ,动量 在 p 半 一 pki? + dpk” 的 分 子 数目 ,就 等 于 在 dt 时 间 
间隔 内 与 处 于 坐标 原点 O 的 一 个 分 子 发 生 碰撞 的 数目 , 即 
flqrspi ;tdpi dt gbdbdy (5.54) 
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而 位 置 处 于 坐标 原点 O 附近 的 dq 范围 内 动量 在 p 中 一 p 包 + dp 包 之 间 的 分 子 
数目 是 
f (qr, pl;t)dqrdp® (5.55) 
第 五 ,引入 “分 子 混沌 性 假设 ”, 即 假定 不 同 分 子 的 运动 是 彼此 互 不 相关 的 , 则 dt 
时 间 间 隔 内 、 原 来 位 置 在 9 一 qx + dqx 之 间 \ 动 量 在 p 由 习 ph? + dpk 的 分 子 和 动 
量 在 p 包 一 p 包 + dp 外 之 间 的 其 他 分 子 之 间 发 生 碰撞 的 数目, 应 该 等 于 (5.54) 式 和 
(5.55) 式 的 乘积 .如 果 考 虑 到 z 急 的 各 种 可 能 性 ,还 必须 将 此 乘积 对 p 外 积分 ; 如果 
考虑 到 单位 时 间 内 由 元 碰撞 引起 的 对 f 的 变化 的 贡献 , 则 应 该 除 以 dt. 于 是 


qo 2r 


J dgrdp = [jap J db|arbarcaep fqrs pi? 31t) |dqrdpl? (5.56) 
与 此 相仿 ,对 于 逆 磁 撞 ， 同样 有 


J, dgkdpip = [Jape [asl agBg ca pr, fg, Ds 1) |dqrdpb (5.57) 
由 于 相 空 间 体积 元 的 正则 不 变性 ， 有 


dp dp = dptdp 包 (5.58) 
将 (5.50) 式 ,(5.53) 式 和 (5.58) 式 代入 (5.56) 式 和 (5.57) 式 ,可 以 得 到 
J 一 J = = || F572 - Fa Fo )gbdpdpdp 包 (5.59) 


式 中 
一 fl qx sD ; 1) 
Fe em Ft qx Ds | 


(5.60) 
f? = 二 三 (Cgk pa; 1) 
1® = 一 fl(qr poe; 1) 
最 后 ,将 产 " 改 为 f, 与 此 同时 将 广 改 为 1 . 因 为 
of Er 
(3), = 天 二 克 (5.61) 
所 以 
(元 ) = 7" 一 六 )gbdpdpdpP 着 (5.62) 
在 一 些 文献 中 ,更 一 有 地 设 
bdbdp = 人 (8,X)do2 SEO 


式 中 X 为 散射 角 ( 即 两 个 分 子 碰撞 前 后 相对 动量 之 间 的 夹 角 ), A (g ,xX) 是 “微分 散 
射 截 面 ”",dQ = 2xsin Xdx .于 是 ,完整 的 Boltzmann 方程 是 


9 i 
十 [esf]= | 7" - es X)dC2dzp 包 (5.64) 


378 统计 力学 


式 中 “Hamiltonian”e 是 “ 非 相 对 论 ” 的 , 即 
时 -3 Vlgqx) (5.65) 
式 中 V(qx ) 是 分 子 的 势能 . 

2. 关于 Boltzmann 方程 的 讨论 

(1) 从 Boltzmann 方程 的 “碰撞 项 ”的 推导 中 可 以 发 现存 在 的 问题 有 : 

@ 推导 的 出 发 点 并 非 完 全 是 “Euler 描述 ”的 统计 力学 ,而 主要 是 “Lagrange 描 
述 ” 的 气体 运动 论 ,因而 “传统 Boltzmann 方程 ?实际 上 是 “Euler 描述 ”的 统计 力学 与 
“Lagrange 描述 ”的 气体 运动 论 的 拼凑 . 

@“ 碰 撞 项 ”中 被 进行 “统计 平均 ”的 不 全 是 “内 参量 ”( 例 如 广义 坐标 9 和 广义 
动量 px) ,而 且 同 时 还 含有 “外 参量 ”( 例 如 散射 角 x 等 ), 这 对 以 “ 系 综 理 论 ” 为 基本 理 
念 的 统计 力学 来 说 是 十 分 不 妥 的 . 

@ 作为 力学 过 程 的 “弹性 碰撞 ”以 及 作为 粒子 (气体 分 子 ) 形 态 的 “光滑 弹性 球 
体 ” 都 是 十 分 特殊 的 物理 模型 ,没有 任何 普遍 意义 (例如 不 能 用 它 来 讨论 “量子 散射 ” 
问题 . 若 涉 及 “量子 ”之 间 的 相互 作用 , 则 这 种 "弹性 钢 球 ?” 磁 撞 的 模型 就 完全 是 错误 
的 ,例如 在 “凝聚 态 物理 学 "中 就 常常 涉及 “Fermi 子 " 之 间 的 相互 作用 , 见 程 开 甲 先生 
的 《固体 物理 学 ?附注 15( 人 民 教 育 出 版 社 ,1959)) ,对 用 " 系 综 理论 ?建立 动力 学 方程 
来 说 实在 是 太 具 体 了 .另外 ,由 于 “微分 散射 截面 "与 8= | px -ph | 之 间 的 函数 关系 
对 不 同 的 “气体 ”、 不 同 的 物理 状况 有 多 种 可 能 、 其 理论 的 “唯一 性 ”和 过 分 的 “精确 
性 ”( 参 阅 (5.74) 式 ) 亦 都 其 为 可 疑 . 

@ Boltzmann 方程 中 的 “碰撞 项 ?从 形式 上 看 仅仅 适合 讨论 3 维 坐标 空间 和 3 
维 动量 空间 (“jy 相 空 间 ”) 中 的 问题 ,而 对 高 于 3 维 坐 标 空间 和 高 于 3 维 动量 空间 (不 
一 定 是 “TT 相 空 间 ”) 中 的 问题 束手无策 ,这 完全 是 由 于 对 “碰撞 ”的 描述 只 能 是 在 “px 
相 空 间 ” 中 进行 的 所 致 . 

@ 推导 过 程 违背 Einstein 的 “逻辑 简单 性 ?原则 , 而且 在 Boltzmann 方程 等 号 两 
边 所 运用 的 确实 是 两 套 完 全 不 同 的 逻辑 . Boltzmann 方程 等 号 左边 可 以 是 “有 相 空 
间 ”, 而 在 Boltzmann 方程 等 号 右边 却 只 能 是 “4 相 空 间 ”, 方 程 等 号 右边 的 适用 范围 
比方 程 等 号 左边 的 适用 范围 来 得 狭窄 .因而 ,Boltzmann 方程 带 有 明显 的 “拼凑 出 来 ” 
的 痕迹 . 

(2) 从 Boltzmann 方程 的 推导 ,尤其 是 “碰撞 项 "的 推导 中 可 以 看 出 ,Boltzmann 
只 考虑 了 两 个 分 子 之 间 的 碰撞 ( 即 所 谓 “ 二 体 碰撞 ”) ,而 对 两 个 以 上 分 子 之 间 的 碰撞 
未 加 考虑 .当然 这 无 疑 是 抓 住 了 主要 矛盾 ,但 因此 却 上 暗示 了 Boltzmann 方程 仅仅 适 
用 于 稀薄 气体 , 而 对 高 密 气体 不 适用 . 然而 , 在 非 平 衡 态 统计 力学 草创 初期 ， 
Boltzmann 方程 在 某 种 程度 上 起 到 了 不 可 替代 的 奠基 的 ,关键 的 作用 .时 至 今日 ,在 
讨论 某 些 更 为 复杂 的 问题 时 ,也 只 是 在 传统 的 Boltzmann 方程 的 基础 之 上 , 作 些 适 
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当 的 修改 .此 外 , 从 另 一 角度 来 说 ,不 考虑 两 个 以 上 分 子 之 间 的 碰撞 , 可 以 使 得 
Boltzmann 方程 关于 时 间 ! 不 再 对 称 , 因 而 产生 了 “ 炉 变 ”. 

(3) Boltzmann 所 用 的 假设 条 件 与 从 BBGKY 方程 链 推导 Boltzmann 方程 的 假 
设 条 件 是 一 样 的 ,因此 结果 也 是 一 样 的 . 这 一 方面 说 明了 Liouville 作为 统计 力学 的 
基本 微分 方程 是 完全 正确 的 , 另 一 方面 也 说 明了 “传统 Boltzmann 方程 ?是 拼凑 出 来 
的 .只 不 过 假设 条 件 对 BBGKY 来 说 是 在 分 析 过 程 中 逐渐 加 进去 的 , 而 对 
Boltzmann 来 说 则 是 一 开头 就 加 进去 了 .从 这 一 意义 上 来 看 ,“BBGKY 方程 链 ” 同 样 
适用 于 高 密 气体 . 

(4) Boltzmann 认为 同一 qx 处 找到 两 个 分 子 的 几率 ,等 于 广 2” 和 产 ” 的 乘积 , 实 
际 上 已 经 暗中 假定 了 两 个 分 子 之 间 是 完全 独立 无 关 的 ,并 为 分 布 项 数 广 或 六” 具有 
指数 函数 的 形式 按 下 了 伏笔 . 吴 大 均 先 生 评论 道 ;" 此 假定 只 是 当 分 子 确 是 完全 独立 
的 几何 点 (无 碰撞 的 ) 情 形 是 正确 的 .真正 分 子 , 有 相互 作用 ( 亦 即 有 碰撞 的 ) , 则 此 假 
定 只 能 视 为 一 近似 性 的 假设 而 已 .” 所 以 这 样 的 假设 不 是 没有 问题 的 . 因而 ,在 推导 
Boltzmann 方程 的 过 程 中 ,究竟 在 什么 场合 引进 什么 样 的 假设 比较 合理 ,仍然 是 一 个 
值得 进一步 仔细 推荐 的 问题 ，. 

(5) Boltzmann 方程 中 “碰撞 项 ”的 存在 ,给 方程 的 求解 带 来 了 极 大 的 困难 .为 
此 ,发 展 出 了 许多 近似 的 解法 .以 往 对 “传统 Boltzmann 方程 ”的 解法 ,基本 上 均 非 现 
在 “求解 非 线 性 方程 "的 正确 方法 ,而 是 如 “迭代 ”“ 微 扰 ” 之 类 的 近似 方法 (这 些 近 似 
方法 实际 上 已 经 “ 抹 平 ”了 方程 的 非 线 性 特征 ). 

(6) 由 于 Boltzmann 方程 (5.64) 式 等 号 右边 积分 中 的 因子 

人 (8g,X)d0 = 2rsin XA (g,X)dx (5.66) 
在 对 xX 积分 (当然 要 代 人 积分 的 上 下 限 ) 后 仅仅 是 g=|mx-zp 忆 | 的 函数 ,因而 
Boltzmann 方程 (5.64) 式 可 以 被 改写 为 


9 
十 [过 基 | 过 |97® _ ff ?IF? | px — pi | )dzP 包 (5.67) 
式 中 ee p11)=F?(g8) 是 g= | px 一 p 册 | 的 任意 函数 .车 设 
(FD(| pk - pl |)) = |F° (lp: - pw | Fadp 
(5.68) 
(Fo Cpr PP》 = [Fo pe - pi 1 dph 


分 别 是 F? (| px -pi1)=F?(g) 在 以 “分 布 函数 ”fm 和 f" 为 标准 的 “分 布 * 下 的 
平均 值 , 则 Boltzmann 方程 (5.67) 式 又 可 以 被 改写 为 
+ [e,fl= 六 Fo2)- FFD2)》 (5.69) 
或 者 ,进一步 , 若 对 (5.67) 式 中 的 F? 进行 Taylor 级 数 展开 , 则 有 
F?(|p: — ph |)= F2(8) 
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= Ci | px. 一 pl+ 1 | Pr 一 pl t+ ee pe ~ pl + (5.70) 


它 等 价 于 (5.64) 式 等 号 右边 的 积分 |gA(g,X)dQ. 在 (5.70) 式 中 略 去 高 阶 项 (当然 


是 对 适当 的 物理 问题 而 言 ) 后 ,Boltzmann 方程 (5.67) 式 还 可 以 被 写成 
9 a 
[e,f]= cj| OF? = A ) | px - = 地 | dp 中 


= Ci[f(8) =- PKg)] (5.71) 
式 中 8) 和 (8g) 分 别 是 g= | px 一 p 岂 | 在 以 “分 布 函 数 ”fD 和 "为 标准 的 “分 布 ? 下 
的 平均 值 . 

(7) 由 于 Boltzmann 方程 (5.64) 式 (或 (5.67) 式 (5.69) 式 ) 的 特 解 (分 布 函 数 ) 
f(pxrsqx,t) 实 际 上 “类 似 于 ”平衡 态 统计 力学 中 的 Maxwell 分 布 ( 见 (A.26) 式 , 当 
然 其 中 可 能 还 有 更 复杂 的 势能 项 ,而 且 与 时 间 t 有 关 , 但 动能 项 的 形式 是 一 样 的 ): 

fr"(p)=n (zm) ep{- Lp? + 下 + 四 ]| (5.72) 
因而 Boltzmann 方程 (5.64) 式 (或 (5.67) 式 ,(5.69) 式 ) 中 的 “积分 元 ”dp 也 可 以 根 
据 “ 非 相对 论 ” 力 学 (在 讨论 Boltzmann 方程 时 总 是 “ 非 相 对 论 ” 的 ) 中 动量 p 与 动能 


2 之 间 的 关系 化 为 de , 即 ,例如 可 以 写 出 ( 见 (A.35) 式 ) 


” 4 [eas]1s CC | Ga _ ff ) | px 一 pi | We de (5.73) 
有 ee 
算 方法 . 

(8) 对 “等 离子 ”气体 而 言 ,由 于 “Coulomb 力 ” 是 “长 程 力 ”, 因 而 绝 大 多 数 散射 产 
生 的 偏 角 X 一般 都 很 小 .因为 其 散射 截面 为 


2 4 
1 
A(g,X) = 一 一 一 一 一 一 (5.74) 
4 |p:— pi |4 sint (和 】 


所 以 当 以 xm 作为 “积分 下 限 ? 时 , 它 的 Boltzmann 方程 是 


9 
es 
i 4 2 X min 
三 一 Te [In( 2 ) 
[| Pi 一 pf|28u — (px — pi) (pi ~ pi YN 
元 |p; 一 p13 
af( af (Cp 
EA fp = fp) A ? app (5.75) 
l 
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式 中 等 号 右边 的 “碰撞 项 ?被 称 为 "Landau 散射 项 ”或 “Fokker-Planck 散射 项 ”. 
(9) 根据 例 1.2, 因 为 


df af 
和 = f(a 


)( 9D ) (5.76) 


了 Dgk9dli 


所 以 当 es=7? +Y(qgx) 时 ,可 从 Boltzmann 方程 (5.67) 式 得 到 “ 耗 散 函 数 "D 是 
(2) ED (1) _ »(2) (2) (1) 
D 9 二 fe Fo ca -ap lay |ag (5.77) 


以 及 关于 无 是 名 的 函数 ) 的 类 似 的 D. 问 题 是 ,在 “Boltzmann 方程 的 原始 推导 ”中 
有 这 样 的 “ 耗 散 函数 ”, 而 在 “由 ‘BBGKY 方程 链 推导 Boltzmann 方程 "的 过 程 中 只 
有 Hamiltonian(5. 27) 式 却 没 有 “ 耗 散 函 数 ”, 二 者 在 物理 上 如 何 统一 ? 换言之 ， 
“Boltzmann 碰撞 项 "到底 来 自 Hamiltonian 中 的 “相互 作用 势能 ” ,还 是 来 自 “ 耗 散 函 
数 ”? Hamiltonian 中 的 “相互 作用 势能 ?是 “ 耗 散 函数 " 吗 ? 也 许 , 粒 子 之 间 的 “弹性 
碰撞 ”可 以 归 之 于 Hamiltonian 中 的 “相互 作用 势能 ”, 而 粒子 之 间 的 “ 非 弹性 碰撞 ”只 
能 归 之 于 “ 耗 散 函数 ”? 这 些 都 是 需要 深思 的 . 


5.2.3 用 全 面 的 系 综 理 论 重新 推导 Boltzmann 方程 ,Boltzmann-Gibbs 
方程 ” 


以 上 关于 传统 Boltzmann 方程 的 推导 (主要 是 关于 “碰撞 项 ”的 推导 ) 完 全 是 拼 
次 出 来 的 . 吴 大 献 先生 说 ;“Boltzmann 方程 式 中 的 (中) 项 ,根本 不 能 由 力学 得 


来 .” 更 严重 的 是 , “碰撞 项 ”除了 “根本 不 能 由 力学 得 来 "之 外 ,而 且 根 本 与 系 综 理 论 
相悖 ! 细心 的 读者 必定 可 以 看 出 ,其 中 最 成 问题 的 和 最 能 招致 质疑 的 正 是 以 上 所 分 
析 的 :@ 推导 的 出 发 点 并 非 完 全 是 “Euler 描述 ”的 统计 力学 ,而 主要 是 Lagrange 描 
述 ” 的 气体 运动 论 ;@“ 碰 撞 项 ?中 被 进行 “统计 平均 ?的 不 全 是 “内 参量 ”, 而 且 同 时 还 
含有 “外 参量 ”;G) 作为 力学 过 程 的 “弹性 碰撞 ?以 及 作为 粒子 (气体 分 子 ) 形 态 的 “ 光 
滑 弹性 球体 ?都 是 十 分 特殊 的 物理 模型 ,没有 任何 普遍 意义 ;由 Boltzmann 方程 中 的 
“碰撞 项 ”从 形式 上 看 仅仅 适合 讨论 “4 相 空 间 ” 中 的 问题 ,而 对 “TT 相 空间 ?中 的 问题 
束手无策 ;@@ 推导 过 程 违背 Einstein 的 “逻辑 简单 性 ”原则 ,而 且 在 Boltzmann 方程 
等 号 两 边 所 运用 的 确实 是 两 套 完 全 不 同 的 逻辑 

所 以 ,以 上 的 原始 推导 经 过 仔细 分 析 后 显得 很 矛盾 .用 全 面 的 “ 系 综 理 论 ” 统 计 
力学 思想 重新 推导 Boltzmann 方程 的 “碰撞 项 ”因而 显得 很 有 必要 、 势 在 必 行 . 

当然 ,对 用 全 面 的 “ 系 综 理论 ”重新 推导 Boltzmann 方程 可 以 有 见仁见智 两 种 理 
解 : 这 一 重新 推导 的 Boltzmann 方程 是 彻底 “ 系 综 理论 ”的 ,因而 在 理论 上 更 为 基 
本 ;@ 为 了 避免 在 “ 哪 一 种 描述 的 Boltzmann 方程 更 为 基本 ”这 一 问题 上 表 错 态 ,“ 稳 
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健 的 ”说 法 则 是 ,将 “重新 推导 的 Boltzmann 方程 ” 视 为 “传统 Boltzmann 方程 ”的 一 
个 最 简单 的 特殊 情况 . 

1. Boltzmann 方程 的 系 综 理论 推导 

在 重新 推导 Boltzmann 方程 的 “碰撞 项 ”时 ,要 始终 注意 " 系 综 ” 概 念 的 运用 . 

但 是 ,在 重新 推导 Boltzmann 方程 时 ,所 涉及 的 “ 相 空 间 ? 应 当 是 “Ap 空间 ”( 这 很 
容易 从 “传统 Boltzmann 方程 "中 看 出 来 ) 而 不 是 本 书 讨论 平衡 态 统计 力学 时 所 用 的 
“空间 ”. 


首先 ,由 于 “ 系 综 ” 的 “4 相 空 间 ”“ 体 积 元 ”为 dp 中 dd 总 = 1 dpkbdqgkop， 因 而 
2 a 


“ 系 综 ” 之 “4 相 空 间 体 积 元 ”中 的 “ 相 格 数 ” 为 ;其 中 h 为 Planck 常数 .于 


是 ,( 弟 位 时 间 内 在“ 相间 体积 元 "dpidg 色 中 "发现 "动量 为 pp 的 六 子 的 
d 2 (1) 
EP Rg! . 式 中 ff? (p,q 出 ,1) 为 Boltzmann 分 布 函数 . 

其 次 ,上 稀薄 气体 ”适用 的 )“ 分 子 混沌 假设 ”: (单位 时 间 内 ) 在 “x 相 空 

间 体 积 元 ” SpE dg k ”中 “同时 发 现 ” 动 量 为 pk 的 粒子 的 “粒子 数 ” 是 
dp 全) 
.Jo cp aq。 注 章 其 中 术语 “同时 发 现 * 的 确切 物理 含义 ! 

Cy 相 空 间 体积 元 ”dpk "dqk” 中 “同时 发 现 ”( 或 
“同时 出 现 ”, 此 时 qh = qx) 动量 为 ph 的 粒子 和 动量 为 px 的 粒子 的 “粒子 数 ”, 就 
等 于 (或 “正比 于 ”)“ 即 将 “碰撞 ”的 次 数 ( 注 意 , 这 里 所 说 的 “碰撞 ”不 一 定 是 非得 要 
真正 地 “ 磁 ” 一 下 “ 撞 ” 一 下 ,只 要 是 “同时 则 地 发 现 ”, 就 等 同 于 一 次 “碰撞 ”. 男 外 , 根 
据 例 5.2 这 里 所 说 的 “碰撞 ”也 可 以 是 “改变 状态 ”). 于 是 

4 = Jp 人 ce (5.78) 

式 中 f(px，qx;1) 亦 为 Boltzmann AAA JU 

ee 即 六 和 六 "已 与 广义 坐标 qi = qx 无关) 

而 |[|jrapP lag = 二 | jdp 包 (5.79) 

式 中 关于 dg 中 i 定 积分 ”, 而 关于 dpk ”的 积分 是 “不 定 积分 ”. 式 中 的 容积 
V ,严格 说 来 应 当 写 成 Vo ,以 便于 在 s 维 的 情况 下 推广 为 V,. 

第 四 ,对 “碰撞 后 ”的 动量 为 pb 的 粒子 和 动量 为 pk 的 粒子 作 同 样 的 推断 和 计 
算 ( 只 是 将 “即将 “碰撞 ”或 “即将 ”“ 改 变 状 态 ” 一 词 换 为 “完成 “碰撞 ”或 “完成 ”“ 改 
变 状 态 ” 便 成 ) , 亦 可 以 “简单 地 认为 "(相当 于 已 完成 “化 动量 正则 变换 ”或 “化 动能 正 
则 变换 ”, 即 了 和 ?已 与 广义 坐标 qi? = qx 无 关 ) 
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小 = 十 | Ff dp ldq Ee |7 ?ap (5.80) 
(万 5 万 各 ) _ 
根据 | J| = 这 5 505J ”1 最 后 得 到 
中 二 Ya AD 四 
(元 ) = 本 省 | 7 ff ) dp (5.81) 


由 (5.81) 式 ,可 得 “用 全 面 的 系 综 理论 重新 推导 的 Boltzmann 方程 "可 以 被 简 
称 为 “ 系 综 Boltzmann 程 ” 或 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”) 为 


J [e,fj=33 | (77o -fdpe (5. 82) 
式 中 “Hamiltonian”e 2 韭 相对 论 ” 的 , 即 
2 
= = + Vge) (5.83) 


而 Y(gx) 是 “系统 ”的 势能 (在 完成 “化 动量 正则 变换 ?或 “化 动能 正则 变换 ”后 
e =, 另外 注意 VCq4) 与 容积 V 之 间 的 区 别 ). 


2. 讨论 

(1) 在 用 全 面 的 系 综 理 论 重新 推导 Boltzmann 方程 时 ,只 用 到 了 两 个 基本 假设 ， 
即 : 只 考虑 两 个 粒子 之 间 的 “碰撞 ”或 “改变 状态 ”( 忽 略 3 个 粒子 以 上 粒子 之 间 的 “ 碰 
撞 ” 或 “改变 状态 ”) 和 “分 子 混沌 假设 ”(f 与 1 ,或 了 与 1 , 互 不 相关 ). 其 中 第 一 个 
假设 直接 导致 了 Boltzmann 方程 的 "不可逆 性 ?和 ”Boltzmann 炉 ” 的 形成 . 从 基本 假 
设 数量 的 减少 可 以 看 出 这 种 重新 推导 要 比 原 始 推导 简明 扼要 得 多 . 

(2) 在 (5.79) 式 和 (5.80) 式 中 出 现 的 V( 不 要 与 (5.65) 式 中 的 势能 V(q4 ) 混 消 
了 ) 为 系统 的 容积 ( 当 或 f 中 的 “Hamiltonian”e 里 没有 势能 时 (5.79) 式 和 (5. 80) 
式 是 严格 正确 的 ). 然 而 当 了 或 f 中 的 “Hamiltonian”e 里 存在 势能 时 ,由 对 位 形 进行 
积分 得 到 的 V 看 上 去 是 否 “ 似 乎 有 点 问题 "了 呢 ?” 其 实 只 要 对 系统 的 “Hamiltonian” 
e 做 一 次 “化 动量 正则 变换 ”或 “化 动能 正则 变换 ”( 参 阅 沈 惠 川 :《 经 典 力学 》, 中 国 科 
学 技术 大 学 出 版 社 ,2006) ,就 可 以 将 其 中 的 势能 化 为 “乌有 ”, 因 而 这 不 是 什么 问题 . 
于 是 ,在 求解 Boltzmann 方程 (5.82) 式 之 前 ,必须 首先 例 行 一 次 “化 动能 正则 变换 ” 
的 公事 , 便 可 保 无 处 . (在 求解 Liouville 方程 的 精确 解 时 ,也 要 首先 进行 一 次 “化 动量 
正则 变换 ”或 “化 动能 正则 变换 ”. 看 来 ,这 样 的 “正则 变换 ”对 求解 Liouville 方程 或 
Boltzmann 方程 此 类 方程 是 必 不 可 少 的 了 !) 

(3) 一 般 来 说 ,Boltzmann 方程 中 的 “Hamiltonian”e 的 形式 都 是 确定 的 ;所 请 
“求解 Boltzmann 方程 "无非 是 解 出 了 或 f 的 具体 函数 形式 .从 这 一 意义 上 来 说 ,“ 系 
综 Boltzmann 方程 ”或 “4Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 已 经 足够 精确 了 ,在 形式 下 


384 统计 力学 


也 来 得 更 为 简洁 . 而 传统 Boltzmann 方程 (5.64) 式 中 关于 “微分 散射 截面 "A (g,X) 
的 计算 (姑且 不 谈 是 否 符合 “ 系 综 理论 ”) 实 际 上 是 十 分 不 方便 的 (当然 也 是 多 余 的 和 
并 非 本 质 的 ) ,其 实 没 有 多 大 的 意思 , 属 自我 安慰 性 质 而 已 .同时 其 中 关于 “立体 角 ” 
dQ 的 计算 则 是 看 上 去 简单 而 其 实 是 众说 纷 经 的 (主要 是 关于 散射 角 X 的 取 值 范围 ， 
例如 可 参阅 (5.74) 式 ). 

(4)“Boltzmann-Gibbs 方程 (5. 82) 式 中 与 “传统 Boltzmann 方程 "(5.64) 式 中 
的 主要 部 分 (ff 一 ff ) 是 相同 的 ,因而 不 影响 以 下 5.3 节 中 关于 “Boltzmann 的 
H 定理 ”的 讨论 和 5.6 节 中 由 Boltzmann 方程 导出 “流体 动力 学 的 基本 方程 ”的 计 
算 , 甚 至 也 不 影响 以 下 6.1 节 第 二 段 中 由 Boltzmann 方程 推导 Fokker-Planck 方程 
的 整个 过 程 (其 推导 过 程 亦 可 参阅 黄 祖 治 等 ( 输 运 理论 》, 科 学 出 版 社 , 1987;6.5 及 
5.2). 老 一 些 的 教科 书 中 ,在 类 似 于 5.3 节 .5.6 节 和 6.1 节 第 二 段 的 讨论 中 用 的 是 
“传统 Boltzmann 方程 ”, 但 在 本 书 中 换 成 用 “Boltzmann-Gibbs 方程 (5.82) 式 来 讨 
论 , 所 得 到 的 结果 完全 一 样 .这 反 过 来 表明 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 是 完全 
正确 的 . 

(5) 从 数学 角度 来 看 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 与 传统 Boltzmann 方 
程 (5.64) 式 之 间 的 差别 ,在 于 (5. 82) 式 中 没有 gA (g,X)d0 =2rgsin XA (g,X)dx 
这 一 被 积 因 子 而 (5.64) 式 中 有 这 一 被 积 因 子 .于 是 ,首先 是 ,积分 “Boltzmann-Gibbs 
方程 《5.82) 式 比 积分 传统 Boltzmann 方程 (5.64) 式 来 得 方便 和 简单 ;其 次 是 ,积分 
“Boltzmann-Gibbs 方程 (5. 82) 式 所 得 到 的 结果 (“精确 解 ”) ,可 以 被 视 为 积分 传统 
Boltzmann 方程 (5.64) 式 所 得 结果 (“精确 解 ”) 的 特殊 情况 (但 是 从 物理 学 角度 来 看 
正好 相反 :传统 Boltzmann 方程 (5.64) 式 是 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 的 特 
殊 情 况 ). 

(6) 注意 在 推导 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 时 ,所 涉及 的 “ 相 空间 ”, 目 前 
应 当 是 “py 相 空 间 ” 而 不 是 本 书 讨论 平衡 态 统计 力学 时 所 用 的 “ 芽 相 空 间 ”. 


(7) “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 等 号 右边 中 的 因子 六 ,可 以 使 分 布 函数 


f (pk，qx，t) 很 好 地 与 平衡 态 统计 力学 中 的 “ 系 综 数 密度 ”联系 起 来 ,而 且 使 得 在 平 
衡 态 统计 力学 中 显得 不 是 十 分 必要 引入 的 Planck 常数 h 变 得 必要 起 来 . 
(8) 知 引 入 类 似 于 "* 配 分 函数 ”这样 的 概念 (当然 积分 “元 ?不 是 dQ (e) = 


DCs)des 而 是 dPk )， 即今 中 (Pr ) 一 | dpg ,DD ) = |7eadko， ， 则 “Boltzmann- 
Gibbs 方程 "(5. 82) 式 还 可 以 被 改写 成 

9 二 

+ [e, 门 = Ero Bi)- fepi)] (5. 84) 


【 例 5.1】 已 知 :气体 由 两 种 气体 混合 而 成 ,第 一 种 气体 的 分 布 函 数 为 (pi ,ql ,1) ,第 二 种 
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气体 的 分 布 函 数 为 f( pi ,gqg4 ,1). 
求 : 混 合 气体 的 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”. 
解 :在 混合 气体 中 ,碰撞 ?项 除了 考虑 个 组 分 气体 分 子 本 身 的 “碰撞 ”外 ,还 要 考虑 不 同 组 分 气 
体 分 子 之 间 的 “碰撞 ”. 因而 混合 气体 的 ”Boltzmann-Gibbs 方程 "应当 是 
9 1 ~ / / 7 fs 7 
贡 + [emP]= 首 [7 A 
9 
+ Tet ,= BP -pp ap + | 7 - ff dp 
推广 到 气体 由 n 种 气体 混合 而 成 的 一 般 情况 ,代替 上 述 方程 组 的 是 


af' i ; pr; i pi /i 
+ Ce p= [FY fp ap (i,j = 1,°*,n) 


式 中 重复 的 角 标 按 “Einstein 约定 ” 求 和 . 
5.2.4 Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 


1. 关于 “前 瞻 " 和 “后 顾 " 两 个 一 维 Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 

(1) 一 维 “ 前 脆 ”Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 

关于 “Boltzmann-Gibbs 方程 (5. 82) 式 ,可 以 首先 考虑 其 “碰撞 ”前 (或 “改变 状 
态 ” 前 ) 的 那 一 半 方 程 ,并 写 出 其 简化 的 一 维 形式 : 

+ [e 门 =- 了 [frodpn (5.85) 

at h 
式 中 Vo 为 一 维 容积 ( 即 一 条 线段 ). 仿 照 第 6 章 中 对 “Kolmogoroff 方程 ”的 称呼 , 方 
程 (5.85) 式 被 称 为 “前 脆 Boltzmann-Gibbs 方程 ”. 它 的 一 个 “精确 解 ” 是 


Ff sech? (wt ~ Op) (5.86) 


式 中 4 为 常数 ,w 为 常数 . 这 个 精确 解 (5. 86) 式 不 但 暗示 了 完整 的 Boltzmann- 
Gibbs 方程 (5.82) 式 的 精确 解 的 可 能 形式 ,而 且 从 形式 上 证 明了 “Boltzmann-Gibbs 
方程 > 及 其 精确 解 与 “立方 非 线 性 Schr6dinger 方程 "及 其 精确 解 

hs? 


ih 9 = (SW [vl*)y 


p= Eee Ee(s i) lois) 
之 间 有 着 很 强 的 对 应 关系 . 同时 , 分 布 函 数 f 的 sech*(…) 形 式 与 波 函 数 y 的 
sech(…)exp( 产 5 ) 形 式 ,也 验证 了 f~~(y1y) = | 1?( 当 然 方程 (5.85) 式 中 的 自 变 


量 是 P, 而 方程 (5.87) 式 第 一 式 中 的 自 变量 是 x). 
(2) 一 维 “ 后 顾 ”Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 
在 以 上 计算 “前 及 Boltzmann-Gibbs 方程 "时 ,有 两 点 必须 提请 注意 , 即 :@ 由 于 


(5.87) 
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在 求解 “前 脆 Boltzmann-Gibbs 方程 "之 前 已 经 完成 了 “化 动能 正则 变换 ”, 因而 在 
“Hamiltonian”e 中 其 势能 已 经 化 为 “乌有 ”， 于 A =0;@ 由 于 在 分 布 函数 f 中 也 


af 

未 含 位 形 49, 故 j5 =0 

现在 考虑 的 “后 顾 Boltzmann-Gibbs 方程 "(同样 也 是 仿照 第 6 章 中 对 
“Kolmogoroff 方程 ”的 称呼 ,此 时 考虑 的 是 其 “碰撞 ”后 或 “改变 状态 ”后 的 那 一 半 方 
程 ) 是 

i + [e,f]= D2|77 vap® (5. 88) 

若 在 “后 顾 Boltzmann-Gibbs 方程 ”中 也 遵循 同样 的 原则 , 则 它 的 一 个 “精确 

解 ? 是 


BV 
ee 2 (1) 
和 f(p,t)= B sech (wt 十 ML (5.89) 


式 中 B 亦 为 常数 .同样 ,“ 后 顾 Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 88) 式 及 其 精确 解 (5. 89) 
式 , 也 与 “立方 非 线 性 Schrodinger 方程 "及 其 精确 解 之 间 有 着 很 强 的 对 应 关系 . 

(3) 讨论 

从 精确 解 (5.86) 式 与 精确 解 (5.89) 式 可 以 看 出 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”(5. 82) 
式 之 精确 解 的 基本 情况 .然而 ,精确 解 (5. 86) 式 与 精确 解 (5. 89) 式 却 不 能 进行 琶 加 
以 构成 “Boltzmann-Gibbs 方程 (5. 82) 式 的 精确 解 ,因为 “Boltzmann-Gibbs 方程 ” 
(5.82) 式 是 “ 非 线 性 ”的 方程 . 除非 将 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 改 为 如 下 形 


(+e p+ + re 门 |= /9 -joyapP 5.90) 


式 中 e 是 用 px 表示 的 e. 
对 于 方程 (5.90) 式 ,其 一 组 “前 胜 ” 和 “后 顾 ” 精 确 解 分 别 是 
f(p»t)= A sech’ (wr — AVu, ) 


p 
< (5.91) 


f(p,1)= B sech’ ( wt + rp) 
必须 提请 注意 的 是 ,在 “前 瞻 ”" 和 “后 顾 ” 精 确 解 (5.91) 式 的 “ 宗 量 "中 ,p 或 pi 的 
系数 是 与 精确 解 的 “幅度 ”A 或 B 相关 的 ,它们 之 中 只 有 一 对 是 独立 的 .这 种 现象 在 
“ 非 线性 波动 方程 2 的 精确 解 中 ,时 有 发 生 . 
2. 关于 "前瞻" 和 “后 顾 " 两 个 3 维 Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 
将 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5. 82) 式 等 号 右边 的 “碰撞 项 ”用 “动量 空间 ”中 的 
“ 球 极 坐标 ”(p22 ,9,9) 表 示 ， 以 "“ 球 极 坐标 系 ”(p ,0,89) 的 “体积 元 ” 


第 5 章 非 平衡 态 统计 力学 的 动 理 学 理论 387 


(PP2) ”sin gdp” dgd9p 代 替 “ 直 角 坐 标 系 ? 中 的 “体积 元 "dp 外 ,然后 对 9( 由 0 至 x) 
和 2( 由 0 至 2r) 积 分 ,有 


四 + [e,f]= ry | (FF - ffo )(Cpo )2dpg@ (5.92) 
利用 (已 “化 动能 正则 变换 ”的 ) 
(1) 一 1 (1) \2 
Fs (5.93) 
又 可 将 (5.92) 式 改写 为 
9 和 
有 Le, 力 ] = [a [oF® - ff ) /eV de (5.94) 


其 中 ,“ 前 脆 " 和 “后 顾 ” 两 个 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(注意 与 (5.90) 式 对 比 ,万 
其 注意 其 系数 的 区 别 ) 分 别 是 
9 上; 
+ ef]=- 2 (器 ) fjo Vevae® 
(5.95) 


中 + [E,f]= 人 ) [7 Tp pds 
(1) 3 维 “ 前 脆 ”Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 
在 (5.95) 式 的 第 一 式 中 ,可 以 设 
F = Vef (5.96) 
上 述 (5.96) 式 中 实际 上 包含 着 的 意思 ,是 希望 在 方程 组 (5.95) 式 的 等 号 两 边 的 
“ 因 变 量 ” 清 晰 地 变 成 仅仅 是 ,以 让 Ye 不 再 出 现在 方程 中 而 使 方程 组 变 得 容易 求 
解 .此 外 ,已 经 假定 了 F 和 f 函数 中 的 “ 宗 量 ”都 是 (wt - Be ), 即 


F= Fl(wt— Be) 
pe pe (5.97) 
于 是 ,由 [e,e]=0, 故 (5.95) 式 的 第 一 式 可 以 被 改写 成 
~ + [es,F]=-— 避 2 (如 PPoaea (5.98) 
其 一 个 “精确 解 ” 是 
2 \ 
F= 加 (2 ) sech? (wt - Pe) (5.99) 


同和 必须 扣 请 注意 的 是, 在 "前 障 " 精 确 解 (5.99)7 式 的 * 宗 量 "中 ve 的 系数 是 与 
精确 解 的 “幅度 "9s/ 入 (2<8 生 ”相关 的 ,它们 之 中 只 有 一 个 是 独立 的 . 
根据 (5.99) 式 和 (5.96) 式 , 便 得 到 


2 
二 27A/ Be (ae) sech? (wt — Be) (5. 100) 
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(2) 3 维 “ 后 顾 ”Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 
同 理 ,3 维 “ 后 顾 ”Boltzmann-Gibbs 方程 ((5.95) 式 的 第 二 式 ) 可 以 被 化 为 


aF ~ 1- V2V (m > BFE) 1 一 GD) 
9 + Ce,F]= (号 ) | FFods (5.101) 
而 3 维 “ 后 顾 ?Boltzmann-Gibbs 方程 的 一 个 “精确 解 ” 是 

f= f(D ~ - 包 x 2nph’ > 2 ~ 

F= fp,D= 芒 /正人 ) sech’ (wt + Be) (5. 102) 


同样 ,精确 解 (5. 100) 式 与 精确 解 (5. 102) 式 是 不 能 进行 二 加 以 构成 完整 的 
“Boltzmann-Gibbs 方程 (5.94) 式 的 精确 解 , 因为 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”(5. 94) 
式 是 “ 非 线 性 ”的 方程 .除非 将 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5.94) 式 改写 为 类 似 (5. 90) 
式 的 形式 . 

3. 讨论 

(1) 从 精确 解 (5.100) 式 可 以 看 出 ,当时 间 1 一 一 w 时 ,分 布 函 数 趋 向 “平凡 ”的 
“常数 ”分 布 f->const. 同样 ,从 精确 解 (5.102) 式 可 以 看 出 ,当时 间 tf 一 ~ + oo 时 ,分 布 函 


数 趋向 “平凡 ”的 “常数 ?分布 fconst. 

(2) 从 精确 解 (5. 100) 式 可 以 看 出 ,当时 间 t=0 时 ,分 布 隧 数 可 被 写成 f = 
各 率 (28 必 ) sech? ( Be). 在 适当 的 近似 条 件 下 , 它 可 以 与 Maxwell( 按 能 量 ) 
分 布 律 相 比较 . 

(3) 在 4.1 节 中 曾经 得 到 结论 : 若 问 题 的 “ 配 分 函数 ”中 含有 “ 双 曲 正切 也 数 ” 
tanh(ax ) 或 “ 双 曲 正 割 函数 "sech(ax ) 这 样 (或 者 类 似 的 数学 结构 ) 的 “项 ”( 例 如 , 参 
阅 (4. 253) 式 ), 则 问题 中 就 可 能 有 断裂 .尖峰 等 等 突变 的 性 质 .由 此 可 见 , 由 
“Boltzmann-Gibbs 方程 "的 精确 解构 成 的 “ 配 分 函数 ”或 许可 以 被 用 于 讨论 “ 相 变 ” 
问题 . 

(4) 从 “Boltzmann-Gibbs 方程 ?的 精确 解 与 “立方 非 线 性 Schrodinger 方程 ”的 
精确 解 (5.87) 式 之 间 的 对 比 可 以 看 出 ,“Boltzmann-Gibbs 方程 ”的 非 线性 精确 解 对 
求解 “传统 Boltzmann 方程 "也 有 积极 的 参考 意义 ,因为 从 数学 上 看 , 当 (5.87) 式 第 
一 式 “ 立 方 非 线 性 Schrodinger 方程 ”中 的 a 并 非常 数 而 是 变量 时 ,此 “立方 非 线性 
Schrodinger 方程 "将 变形 为 男 一 种 ( 带 有 “自治 势 " 的 )“ 非 线性 Schrodinger 方程 ” 
(可 参考 各 类 “ 非 线 性 波动 ”书籍 ,例如 谷 内 俊 弥 、 西 原 功 修 的 《 非 线 性 波动 》,V. 六. 
Shaharov 等 的 《孤子 理论 ( 道 问题 方法 )》,G. Eilenberger 的 《孤立 子 ) 以 及 诸如 此 
类 ), 而 这 一 种 ( 带 有 “自治 势 ” 的 )“ 非 线性 Schr6dinger 方程 ”可 以 与 “传统 
Boltzmann 方程 ”相对 应 .由 “立方 非 线 性 Schrodinger 方程 ?及 其 精确 解 的 数学 优美 
性 , 反 过 来 可 以 推断 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”及 其 精确 解 必 然 是 正确 的 . 

(5) 同时 ,从 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”的 精确 解 与 “立方 非 线 性 Schrodinger 方 
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程 " 的 精确 解 (5. 87) 式 之 间 的 对 比 ,以 及 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”与 “立方 非 线 性 
Schrodinger 方程” 之 间 的 对 比 , 可 以 看 出 ,“Boltzmann-Gibbs 方程 ”和 “传统 
Boltzmann 方程 ”对 应 于 量子 力学 中 的 “立方 非 线 性 Schrodinger 方程 >. 于 是 ,量子 
力学 的 “经 典 对 应 ”是 统计 力学 ,而 非 “Newton 粒子 ”的 经 典 力学 .说 明了 :正确 的 量 
子 力学 诠释 必然 与 统计 力学 一 样 ,一 定 是 “ 系 综 ” 的 . 


5.3 ”Boltzmann 的 H 定理 和 热力 学 第 二 定律 


Boltzmann 方程 的 一 个 重要 成 就 是 将 热力 学 与 动力 学 联系 起 来 ,揭示 了 时 间 的 
不 可 逆 性 可 能 来 自 何 处 . 

物理 学 方程 中 ,如 果 势 能 是 通常 意义 下 的 势能 V(xi ,1) 而 不 是 广义 势能 
U(xk，Xk，t) ,或 者 即使 是 广义 势能 但 却 不 是 速度 区 的 “ 奇 次 ”函数 时 , 则 此 物理 学 
方程 就 是 “时 间 可 道 ” 的 .包括 Newton 方程 ,Schrodinger 方程 ,Liouville 方程 等 ,其 
至 Einstein 场 方程 都 是 如 此 .当然 ,如 果 广 义 势能 是 速度 区 的 “ 奇 次 ”函数 的 话 , 则 
这 些 物理 学 基本 方程 就 是 “时 间 不 可 六 ”的 . Boltzmann 方程 是 一 个 “时 间 不 可 道 ” 的 
方程 , 它 相 当 于 有 一 个 是 速度 x 的 “ 奇 次 ”函数 的 广义 势能 . 


5.3.1 Boltzmann 的 H 定理 
1872 年 , Boltzmann 引进 了 一 个 “H 函数 ”, 它 被 定义 为 
HOD)= ||f Ores vi nf xis ve tdxadv (5.103) 


其 中 f(xx ,vi ,tf) 可 以 满足 “传统 Boltzmann 方程 ”, 也 可 以 满足 “Boltzmann-Gibbs 
方程 《5.82) 式 (将 其 中 的 动量 px 换 成 速度 wx ,并 注意 有 3 个 分 量 ) 


of of 下 人 9f i (2) [97" - ff dv (5. 104) 


dt "ax 3 dv 
当然 以 上 “Boltzmann-Gibbs 方程 ?中 的 分 布 函数 不 是 用 正则 变量 (pk ,gq ) 表 示 的 ， 
而 是 用 (vk ,xx ) 表 示 的 .E.M. Lifshitz 和 世 .P. Pitaevskii 说 : “虽然 函 数 『 总 是 理解 
为 相 空 间 中 的 分 布 密度 ,但 是 在 动 理 学 理论 中 ,最 好 采用 适当 选择 的 变量 来 表达 ,这 
些 变 量 其 至 可 以 不 是 正则 共 轿 的 广义 坐标 和 动量 .” 
“HH 消 数 ”的 时 间 导 数 是 


9 
9 如 一 la 二 jn FE » Vk a(S dd (5.105) 


将 “Boltzmann-Gibbs 方程 "(5.104) 式 代入 (5.105) 式 ,有 
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HD = rn pr earedv -| a+rinfe 3 rav 


) 
+ a + ln f) () dxxdvx (5.106) 
因为 f(xx svi ;了 7 必须 * 归 一 ”, 即 
lim f(xrsVvist)= 0 
= (5.107) 
Lu FC WY 0 
于 是 应 用 Gauss 定理 ， 并 代入 (5. 106) 式 后 ,有 


1 + ln fv 2 lex: = E |[ 关 Cv ] jdre = own fdA, = 0 


ampt J Jr he -nor = 
(5. 108) 
式 中 4; 是 系统 的 坐标 空间 的 面 元 (法 向 1),4f 是 系统 的 速度 空间 的 面 元 (法 
回 DD. 
于 是 , (5.105) 式 成 为 


een) Je 


mY a 和 商人 (5.109) 


对 于 同一 种 分 子 ， 则 w 与 ve 互 换 ,同时 Vi 与 VR 
互 换 .从 而 有 


dH(1) _ = 人 al + ln 7)CFFoo 一 nydrxedydve (5.110) 


dt 
将 (5. ns ile 得 到 
HD -| mm) 2rinf+inf®) 7 - fia el) 
a ey 即 车 f 与 f 互 换 时 ,同时 f 中 也 与 J 中 互 换 ;从 而 又 有 
dD = 蕊 2m) | 2 +Inf+lnfob)(Fo -fv dxidvidvi? (5.112) 


2 112) 式 取 算 术 平 均值 , 便 得 到 


SD ss 4 的 ) nA ) [7" - ff dxidvidvi? (5.113) 


根据 数学 中 的 普 适 不 等 式 
(X- Yin($$)>0 (5.114) 
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故 有 
(Fo — 1 人 (有 Fr )> ) 三 0 (5.115) 

于 是 ,总 有 

dD SD (5.116) 
这 就 是 Boltzmann 的 “H 定理 ”. 其中， 细致 平衡 条 件 ” 是 

于 (5.117) 

只 有 当 “ 细 致 平衡 条 件 ” 处 处 时 时 成 立时 , 才 有 
DN = 0 (5.118) 


当然 ,此 结果 亦 可 由 “传统 Boltzmann 方程 类似 地 推导 得 到 . 
由 于 (5.116) 式 ,Boltzmann 就 兽 建议 用 H(t) = |Fp,a,Dm fl(p,q,t)dr 


的 负 值 来 定义 非 平衡 状态 的 焙 SC( 可 以 验证 ,对 平衡 态 单 原子 理想 气体 来 说 ,这 一 定 
义 完 全 正确 ; 见 例 5.3). 联 系 到 5.3 节 中 所 讨论 的 "Boltzmann-Gibbs 方程 "及 其 精确 
解 , 可 以 得 到 结论 :“Boltzmann 炉 来 自 “ 不 完全 ”的 “ 非 线 性 碰撞 ”! 这 种 “不 完全 ”的 
“ 非 线 性 碰撞 ”, 取 决 于 “截断 ”中 的 近似 (当然 “截断 ”的 理由 在 于 : 抓 住 “ 主 要 蔬 盾 ”)! 
Boltzmann 当时 认为 热力 学 第 二 定律 ,可 以 由 力学 (气体 运动 论 ) 获 得 ,他 以 为 “H 定 
理 ” 就 相当 于 热力 学 第 二 定律 . 

R.C.Tolman 后 来 将 “H 定理 ”的 成 立 范 围 推广 到 系 综 理 论 (R. C. Tolman， 
《Statistical Mechanics》, Oxford,1938,51 节 ) ,其 内 容 在 王 竹 溪 先 生 的 人 《统计 物理 学 
导论 兴 人 民 教 育 出 版 社 ,1956) 中 有 所 介绍 . 


5.3.2 Loschmidt 和 Zermelo 对 “H 定理 ”的 批评 


Boltzmann 关于 “H 定理 ”就 相当 于 热力 学 第 二 定律 的 言论 一 出 , 即 招致 Josef 
Loschmidt(1821 一 1895 ,他 是 Boltzmann 的 同事 )、Ernst Zermelo(1871 一 1953 ,他 
是 M. Planck 的 学 生 ) 等 许多 人 的 批评 ;Loschmidt 的 论文 载 于 “Uber den Zustand 
des Wirmegleichgewichtes eines Systems Von Korpern mit Rucksicht auf die 
Schwerkraft”(Wien. Ber.73 卷 (1876) 第 135 页 ,366 页 ;75 卷 (1877) 第 67 页 ;76 卷 
(1877) 第 209 页 ), Zermelo 的 论文 题名 为 “Uber mechanische Erklirungen 
irreversibler Vorginge. Eine Antwort auf Hrn. Boltzmann s“Entgegnung7”( 载 于 
Wied. Ann.59 卷 (1896) 第 793 页 ). Boltzmann 后 来 作 了 修正 补充 和 解释 ,他 的 学 生 
Ehrenfest 夫妇 在 《Collected Scientific Papers》(ed. by M. J. Klein, Amsterdam， 
North-Holland,1959) 也 作 了 详细 的 (尤其 是 有 关 “ 涨 落 ” 方 面 的 ) 讨 论 , 但 至 今 仍 有 许 
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多 混乱 之 处 和 误解 . 

Loschmidt 的 批评 被 称 为 “逆转 疑问 ”或 “可 道 性 伴 这 ”( 德 文 为 
“Umkehreinwand”). 他 认为 , 当 气 体 分 子 的 速度 都 反 演 过 来 ,气体 分 子 的 运动 进程 
应 该 向 着 与 原来 相反 的 方向 .也 就 是 说 ,微观 运动 是 可 逆 的 , 它 与 宏观 不 可 道 性 相 巴 
盾 .1967 年 ,J.Orban 和 A. Bellemans 在 计算 机 上 对 二 维 刚 球 势 模型 的 H 也 数 作 了 
计算 ; 结 采 表明 , 和 ( 即 负 H) 在 分 子 速度 反 演 后 确实 开始 时 减少 . 这 说 明 , 至 少 在 有 
限 的 时 间 间 隔 内 ,Boltzmann 的 动力 学 方程 是 不 合适 的 .有 人 认为 , Boltzmann“ 一 定 
是 在 推演 五 量 的 过 程 中 悄悄 引入 了 一 些 其 他 因素 ”. 

Zermelo 的 批评 被 称 为 “ 循 回 疑 问 ” 或 “循环 周期 伴 廖 ”( 德 文 为 
“Wiederkehreinwand”). “循环 周期 "来 源 于 H. Poincare 的 定理 ;“Poincare 定理 ”证 
明了 ,对 于 一 个 有 限 体积 的 保守 系统 , 若 其 Hamiltonian 是 有 界 的 , 则 其 广义 坐标 和 
广义 动量 均 有 界 , 因而 在 足够 长 的 时 间 以 后 ,系统 将 回复 到 起 始 运动 状 态 的 附近 . 
Zermelo 根据 Poincare 定理 ”认为 ,在 足够 长 时 间 以 后 ,H 函数 将 回复 到 初 值 ,因而 
不 可 能 单 向 减少 .换言之 ,“H 定理 ”与 “Poincare 定理 ?矛盾 ! 1976 年 ,Misre 证 明了 
“Poincare 定理 ”即使 在 系 综 理 论 的 统计 力学 中 也 不 会 有 所 改变 . 

对 于 Loschmidt 的 "可逆 性 伴 廖 ”和 Zermelo 的 “循环 周期 伴 廖 ”>, 可 作 如 下 
分 析 : 

1. 传统 Boltzmann 方程 是 拼凑 出 来 的 ,其 “碰撞 积分 ”不 是 纯 力 学 的 

由 于 传统 Boltzmann 方程 是 拼凑 出 来 的 ,其 “碰撞 积分 ”不 是 纯 力 学 的 ,因此 其 
结果 与 力学 发 生 矛 盾 是 很 正常 的 事 . 要 讨论 “H 定理 ”是 否 正确 , 离 不 开 在 推导 
Boltzmann 方程 时 所 引入 的 假设 条 件 , 尤 其 不 要 忘记 “H 定理 ”只 是 一 个 “几率 性 ”的 
定理 .Einstein 指出 , (在 H 量 模 型 中 的 ) 不 可 道 性 是 Boltzmann 引入 几率 的 结果 . 
Boltzmann 在 答复 批评 时 说 过 :由 于 “ 磁 撞 积分 ”的 几率 性 假设 ,“H 定理 ”所 要 求 的 
H 永 在 减 小 ,只 有 几率 上 的 意义 .在 任何 时 候 , 不 管 是 正 t 还 是 负 1,H 的 减 小 的 几率 
都 大 于 增 大 的 几率 .换言之 ,H 可 以 有 “ 涨 落 ”, 但 其 宏观 上 是 减 小 的 . 

吴 大 底 先 生 的 老师 G.E.Uhlenbeck 等 人 后 来 建议 在 “传统 Boltzmann 方程 ”后 
面 加 上 一 项 “ 涨 落 项 ”以 避免 出 现 类 似 的 “ 伴 劾 ”. 

此 外 ,从 “Boltzmann-Gibbs 方程 "与 “立方 非 线 性 Schr6dinger 方程 > 之 间 的 对 
应 关系 也 能 说 明 这 一 点 :立方 非 线 性 ?或 “忽略 3 个 粒子 以 上 粒子 之 间 的 碰撞” 实 
际 上 是 一 种 “截断 ”规则 ,这 对 量子 力学 的 Schr6dinger 方程 来 说 没有 “不 可 道 ” 的 问 
题 ( 因 为 是 波 函 数 的 “立方 ”) ,但 对 统计 力学 的 “Boltzmann-Gibbs 方程 来 说 就 产生 
了 “不可逆” 的 问题 (因为 是 “两 两 碰撞 ”所 以 是 分 布 函数 的 “平方 ”). 

2. 有 一 个 关于 时 间 反 转 的 定理 ,可 用 来 解释 Loschmidt 和 Zermelo 的 伴 序 

此 定理 是 : 若 Boltzmann 的 分 布 函数 有 (p,q，,t) 所 满足 的 方程 
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dj _ 
人 


对 时 间 t 变量 有 反 演 (tt 一- 1) 不 变性 , 则 
H(t)= jim fdprdq: = const 
证 明 : 首 先 , 设 时 间 反 演算 符 为 了 . 因为 


Tt 一 一 上 三 一 7 


Ta， 二 Gk 

Tpk =— px 

Tpivarrt le t= pd I FD 
根据 假定 ,得 到 


下 证 df 二 
-oo]-[ 芝 -oo 
另外 ,在 (5.119) 式 中 作 变 换 1-> -上 及 广 =~ 六 有 


即 O( 广 的 时 间 反 演 变换 为 
T[O(CP)]=- O(CP 
其 次 , 设 动量 反 演算 符 为 了. 因为 
Pp =— pr 
故 
Pf(prsqr,t)= 于 (一 人 
由 于 (5.119) 式 对 任何 动量 都 对 ,因此 


pI = Od) |= EE: 二 oo | 


P[O(Cf)]= O00F) 


现在 上 =r=0 时 , 作 时 间 + 的 反 演 .根据 (5.123) 式 和 (5.128) 式 ,有 


a 9 人 大 ;0) = Te Dxr*+drx ,0) 


f (pr ,qk 0)= Fs Prsqdr ,0) 
因而 


A ,PY RY 


(5 


(5. 


(5. 


(5. 


(9 
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.119) 


120) 


. 121) 


.122) 


123) 


124) 


.125) 


.126) 


.127) 


. 128) 


.129) 


.130) 


131) 
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从 而 ,在 t=r=0 时 ,由 (5.125) 式 可 得 
O(f (pr, qr *0) ) 三 一 O(f (prs qx ;0))=— OC(f pr ,qk 0)) (5.132) 
将 (5.132) 式 与 (5.129) 式 作 比 较 , 则 可 得 


0(f)=.0 (5.133) 
既然 在 1 = +=0 时 (5.133) 式 成 立 ,因此 在 所 有 情况 下 (5.133) 式 均 成 立 .于 是 
MD = ||a +Inf)( Sf )aprdgq, = = 0 (5.134) 


所 以 定理 (5. ee 

吴 大 濮 先 生 认 为 ,由 这 一 定理 , Loschmidt 和 Zermelo 的 伴 廖 “ 即 迎 刃 而 解 ” 
“如 按 力 学 定律 (对 1 一 - t, 有 不 变性 的 运动 方程 式 ) , 则 H 函数 根本 是 一 个 常数 .如 
是 则 Loschmidt 的 “逆转 疑问 ;及 Zermelo 的 “ 循 回 疑 问 ? 均 不 发 生 全.” 吴 大 溺 先 生 
对 和 定理 (5. 120) 式 的 证 明 ,发 表 在 《International Journal of Theoretical Physics》14 
卷 (1975) 第 289 一 294 页 上 . 


【 例 5.2】 已 知 :细致 平 衡 条 件 ? 产 " 产 ” = PDF2 . 

求 :Fermi 分 布 的 统计 权重 . 

解 : 在 单位 时 间 内 ,两 个 “Fermi 子 ” 由 状态 i 和 状态 j 跃迁 到 状态 k 和 状态 1 的 “路 迁 数 ”, 与 状 
态 i 和 状态 j 的 “已 出 现 ” 的 几率 分 布 f ”和 广 ” ,以 及 状态 上 和 状态 ! 的 “未 出 现 ” 的 几率 分 布 

1 一 了 9 和 (1 一 了 0) 的 乘积 即 Fo Fe2) = 4 加 PDFP Cl1- Fe) (1 一 了 ?9 成 正比 . 

反 过 来 ,在 单位 时 间 内 ,两 个 “Fermi 子 ” 由 状态 k 和 状态 ! 跃迁 到 状态 i 和 状态 j 的 “跃迁 数 ”， 
与 状态 上 和 状态 ! 的 “已 出 现 " 的 几率 分 布 ”和 f*”, 以 及 状态 i 和 状态 j 的 “未 出 现 ” 的 几率 分 布 
C1 -f° 2 和 (1- 产 7 ) 的 乘积 即 fF 六 2 一 Amwf'* f°? @ A | -fn ) 成 正比 . 

根据 “细致 平衡 条 件 ?Fo) 产 2 一 ff ,有 

Amf f°? C1-f )(1 一 f° )= Auf ”f°° 1-f°) -fn) 
又 由 《i,j) 一 Ck,1) 和 由 Ck,1)->《i,j) 牙 迁 几 率 的 对 称 性 可 知 


Aix = A 
于 是 
fF of PAI- FIN- FO = Fofocl- fF- fF) 
设 
了 = = fle) 
则 有 


fee fe) = ferry fe) 
根据 能 量 守恒 定律 e; + ej = sk + el, 并 注意 到 要 同时 满足 几率 相 乘 和 能 量 相 加 的 条 件 ,因而 


函数 f(e) = 4Aexp(pe) .由 此 解 得 
fle)= pr :9 要 | = [expl(a + Be)+1]-! 
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此 即 Fermi 分 布 的 统计 权重 . 
讨论 : 
(1) 也 可 以 将 本 题 的 结果 用 于 导出 Bose 分 布 的 统计 权重 


fe) = Hoshi = Lexplea + Pe) 1]" 


此 时 “细致 平衡 条 件 ” 为 
td (1 二 fel + fF?) 二 人 (1 os FR yl + fn ) 
但 两 个 “Bose 子 ” 如 何 由 状态 i 和 状态 六 跃迁 ”到 状态 k 和 状态 上 ,和 如 何 由 状态 上 和 状态 1 跃迁 ” 
到 状态 i 和 状态 j 的 这 一 说 法 ,需要 搬 酌 . 
(2) 关于 “Bose 子 ” 和 “Fermi 子 ” 的 “细致 平衡 条 件 ” 可 以 合并 写 为 
fofFPAAEFON FO = FHFV tf + FD) 
(“+” 号 为 "Bose 子 ”;“-” 号 为 “Fermi 子 ”) 


【 例 5.3】 已 知 : 单 原子 理想 气体 处 于 平衡 态 ;“Boltzmann”H 函数 互 = jm fdxx dv:. 
n 


求证 : 坑 S= -ksH+ Nks|1+In ( 呈 ) | 
证 : 单 原子 理想 气体 的 Maxwell 分 布 为 
也 2 
1 = (天 ep(- 名 一) 


式 中 呈 = 六 为 单位 体积 内 的 分 子 数 ， 


将 其 代 人 “Boltzmann”H 函数 HH = jn fdxidv:， 有 


n 
H= NInnt+ 3m( 织 )- 3| 
由 热力 学 可 知 ,理想 气体 的 箭 是 
S = Nkaln (rz )+ Nkoln(W )+ 2 Nks 
因此 ,将 上 式 与 “Boltzmann”H 相 比较 , 即 得 
S =- ksH+ Nks|1+ In ( 严 ) ] 

讨论 : 

(1) 在 热力 学 中 , 炉 的 定义 由 平衡 态 得 出 .但 在 上 式 中 ,“Boltzmann”H 定理 定义 了 “ 非 平衡 
态 ” 的 炉 .尽管 是 单 原子 理想 气体 ,然而 很 能 说 明 问 题 . 

(2) 在 Boltzmann 方程 中 ,气体 分 子 只 有 “ 平 动 ”; 因 而 用 单 原子 理想 气体 的 模型 是 合适 的 . 

(3) 业 的 计算 ,理论 上 应 以 代入 Boltzmann 方程 的 精确 解 为 最 宜 最 佳 . 只 是 由 于 传统 
Boltzmann 方程 是 一 个 “ 非 线 性 ”的 微分 -积分 方程 ,其 解 不 易 求 得 , 才 不 得 不 应 用 例如 本 题 中 这 种 
平衡 态 单 原子 理想 气体 的 模型 来 进行 计算 .车 以 “Boltzmann-Gibbs 方程 ”的 “后 顾 ” 精 确 解 (5.100) 
式 或 前瞻 ?精确 解 (5. 102) 式 (这 两 个 解 不 能 倒 加 ) 来 进行 计算 , 则 一 般 地 要 用 到 积分 公式 
|sech? xInCsech? x dx = tanh xlnCsech*x)+ 2InCcosh x), 乃至 另 一 个 更 为 复杂 的 积分 公式 
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tanhx， _ e224 -1)B2 oi . . 
| ax 一 他 4 CR 1 Cak) 1* , 式 中 Bz 为 Bernoulli 数 . 


5.4 求解 传统 Boltzmann 方程 的 
Chapman-Enskog 法 


“传统 Boltzmann 方程 ”中 包含 有 7 个 自 变 量 (pkyqgky,t) 或 (xktyykyt), 而 且 涉 
及 偏 导 数 和 多 重 积 分 ,尤其 是 该 方程 对 于 未 知 的 分 布 函 数 是 非 线性 的 ,因此 求解 此 
方程 是 一 件 十 分 困难 的 事 .事实 上 到 目前 为 止 还 没有 任何 一 种 严格 求解 “传统 
Boltzmann 方程 ?的 方法 .S. Chapman 和 D. Enskog 在 大 约 一 年 的 时 间 内 (1916 一 
1917) ,各 自 独立 地 发 展 起 了 一 种 近似 的 处 理 方法 .他 们 所 用 的 方法 ,无 论 是 思路 还 
是 细节 ,都 大 不 相同 ,可 是 给 出 的 结果 却 完全 一 样 .尽管 Chapman 对 一 般 理论 的 论 
述 是 完全 有 效 的 ,但 是 其 理论 体系 的 建立 偏 于 直观 , 而 不 是 系统 的 和 演绎 的 .Enskog 
的 论述 则 更 注重 于 数学 形式 和 风格 .教科 书 中 一 般 采 用 Enskog 的 论述 . 

Chapman 和 Enskog 的 解法 ,是 不 直接 去 解 “传统 Boltzmann 方程 ”, 而 是 将 速 
度 分 布 f(xkx 7Vk yt ) 视 为 分 子 数 密度 nn (Xxx»t) `\ 温 度 T(xk, 1 ) .速度 Vk (Xi ) 和 平 
均 速 度 (v (xi，,t)) 这 些 宏观 量 的 录 数 ,而 n(xk ,1)、TCxk sft)、vVk 《Xist) 这 些 宏观 
量 则 可 以 通过 求解 流体 动力 学 基本 方程 组 得 到 . 由 于 流体 动力 学 方程 组 是 描述 于 3 
维 坐标 空间 中 的 微分 方程 组 ,因此 求解 这 些 方 程 组 要 比较 求解 描述 于 6 维 相 空 间 (# 
相 空 间 ) 中 的 “传统 Boltzmann 方程 ”来 得 容易 . 

后 起 之 秀 H. Grad (On the kinetic theory of rarefied gases, Comun on Pure 
and Appl Math. , 1949, 2: 331 一 407) 于 1949 年 发 现 了 一 种 全 新 的 求解 “传统 
Boltzmann 方程 的 方法 .他 的 结果 适用 于 类 似 于 激 波 内 部 那样 的 条 件 , 即 分 布 函 数 
随 空 间 和 时 间 迅 速 变化 的 情况 . 在 Grad 的 理论 (Solution of the Boltzmann 
equation in an unbounded domain ,Comun on Pure and Appl Math. ,1965,18:345 
一 354) 中 ， 热 通 矢量 ”和 ”应力 张 量 ”, 与 其 他 的 未 知 量 如 压强 、 密 度 ,温度 和 速度 等 ， 
处 于 同等 地 位 . Grad 的 方法 最 接近 于 Enskog 的 方法 ,两 者 的 主要 区 别 在 于 对 时 间 
导数 的 讨论 .Grad 解 较 之 Enskog 解 ,具有 更 为 普遍 的 形式 .钱学森 (1911 一 2009) 在 
《气体 动力 学 诸 方程 X 科 学 出 版 社 ,1966) 一 书 中 认为 ,Grad 理论 在 稀薄 气体 动力 学 
中 有 着 特别 重要 的 应 用 . 

此 外 ,H. Grad, T. Kihara,L. Waldmann, R. Balescu 和 J. O. Hirschfelder, C. 
F. Curtiss, R. B. Bird 及 C. Cercignami 等 人 在 求解 “传统 Boltzmann 方程 ?方面 也 作 
了 许多 有 益 的 工作 . 
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所 有 以 上 这 些 解法 ,都 是 “传统 Boltzmann 方程 "的 近似 解 .由 于 数学 上 的 困难 ,L. 
Boltzmann 在 19 世纪 就 已 说 过 :“ 人 们 几乎 应 该 对 求 出 这 个 方程 的 一 般 解 放弃 希望 .” 

吴 大 均 先 生 认 为 ,将 求解 6 维 相 空间 (x 相 空 间 ) 中 的 “传统 Boltzmann 方程 ” 转 
化 为 求解 3 维 坐 标 空 间 中 的 流体 动力 学 方程 组 , “不 纯 是 为 数学 上 的 技巧 ,而 系 有 物 
理 的 意义 的 . ”在 “传统 Boltzmann 方程 ”中 ,速度 分 布 f(xx ,vi，,t) 的 变化 有 3 个 来 
源 :Q 分 子 坐 标的 改变 ;@ 外 力作 用 使 速度 改变 ; @ 分 子 之 间 的 碰撞 引起 速度 的 改 
变 . 前 两 个 改变 所 经 过 的 时 间 较 长 , 约 10- s; 而 分 子 之 间 的 碰撞 引起 速度 的 第 3 种 
改变 所 经 过 的 时 间 较 短 , 约 10“ 一 10"， s. Chapman 和 Enskog 解法 的 物理 意义 在 
于 ,用 长 时 标 10“ s 为 度量 单位 去 观察 速度 分 布 f(x ,vi ,1 ) 的 变化 率 ,可 以 说 是 抓 
住 了 问题 的 主要 矛盾 ;而 物理 学 家 所 主要 关心 的 当然 是 宏观 量 . 

为 了 使 问题 尽 可 能 简化 ,以 下 只 讨论 单 组 分 系统 的 情况 . 若 系 统 是 接近 于 平衡 
态 的 ,至 少 在 局 部 范围 内 是 接近 于 平衡 态 的 , 则 在 此 局 部 范围 内 的 速度 分 布 十 分 接 
近 于 平衡 态 的 Maxwell 速度 分 布 fo. 


也 
f° (xx vist)= n( 梁 ) exp[- 名 ve -v4))?] C135) 
式 中 《vi) 是 气体 分 子 的 局 部 平均 速度 .根据 Chapman 和 Enskog 的 解法 , (5. 135) 
式 ,包括 其 中 的 分 子 数 密度 n ,温度 了 或 B= 太 示 \ 速 度 wk 和 平均 速度 (wk 》, 都 是 从 


标 x 和 时 间 上 的 函数 . 
在 容积 Y、 分 子 数 N 和 宏观 温度 T 相同 的 条 件 下 ,气体 在 平衡 态 和 非 平衡 态 应 
有 相同 的 平均 密度 ,平均 速度 和 平均 动能 , 即 


|faw = |Pdw 
| 7 | vfoav (5.136) 
| 加 Gv ov) fdave = | Rv -wz7admw 

由 于 已 假定 气体 是 接近 于 平衡 态 的 ,因此 可 以 将 实际 的 非 平衡 分 布 近似 地 表示 为 


f= fo(l+ 91) (5.137) 
其 中 
p = P(xrsVvist)K1 (5. 138) 
将 (5.137) 式 代入 (5.136) 式 ,得 到 
| 六 edw 三 :内 
| wedvw = 0 (5.139) 


| cow — 《vx))*fopdv. = 0 
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人 es 
2 = ff (5. 140) 
此 外 ,根据 碰撞 前 后 的 动能 守恒 ， > 有 
(Ve — VA) + CVE ~ Cv D)? = CV (VA)? + (Vi — (VO)): (5.141) 
为 了 简化 书写 以 说 明 问 题 ,现在 将 (5. 137) 式 代 人 “Boltzmann-Gibbs 方程 ” 
(5.104) 式 (车 代入 “传统 Boltzmann 方程 ?也 一 样 ,Enskog pari 
“传统 Boltzmann 方程 ”的 ), 并 将 关于 (f,f"m) 的 磁 撞 项 作 相 对 于 (fo,f8?) 
Taylor 展开 ,保留 2 的 线性 项 ,同时 利用 (5. 140) 式 ， te A 
“Boltzmann-Gibbs 方程 ”: 


0 afo .FF afo a wt i 
Sr Vi ) [fofs [B+ PY ~ pi — PY Jdvi? (5.142) 


方程 (5.142) 式 的 等 号 左边 完全 是 已 知 的 ,右边 的 被 积 函 数 中 Pi 是 唯一 的 未 知 
函数 .原则 上 能 够 讲 , 通 过 求解 方程 (5.142) 式 ,总 可 以 得 到 91. 

一 旦 求 得 了 9: ,也 就 等 于 求 得 了 一 级 近似 分 布 函 数 fo (1+ 91). 然后 令 
f=fo(l1+ 91+ 92), 代 入“Boltzmann-Gibbs 方程 (5. 104) 式 ,就 可 得 到 关于 9。 所 
满足 的 线性 化 方程 .通过 求解 该 方程 ,总 可 以 得 到 9 .一 旦 求 得 了 9 ,也 就 等 于 求 得 
了 二 级 近似 分 布 明 数 fo (1+ Pa + 92 )， 

依 此 类 推 ,可 得 到 Boltzmann 方程 的 级 数 解 : 

f=fotfit+fe t+ = fol(lt+ 9p1+ Po +**) (5.143) 
这 种 级 数 解 通常 被 称 为 “Enskog 解 ”, 而 这 种 "迭代 ?求解 的 方法 则 被 称 为 “Chapman- 
Enskog 法 ”. 有 关 细 节 , 可 参阅 S. Chapman & T. G. Cowling 的 书 《The 
Mathematical Theory of Non-uniform Gases》(Cambridge University Press, 1939、 
1952、1970; 中 文 版 《 非 均 匀 气 体 的 数学 理论 》, 科 学 出 版 社 ,1985). 

应 用 “传统 Boltzmann 方程 "的 “Enskog 解 ”, 可 以 求 得 应 变 张 量 ew 与 应 力 张 量 
ou 之 间 的 “本 构 关 系 ”, 气 体 的 输 运 系 数 如 黏 性 系数 4 .第 二 黏 性 系数 5、 热 导 率 1 等 . 
正如 田 长 霖 所 说 ,在 由 J. O. Hirschfelder, C. F. Curtiss 和 R. B. Bird 把 写 的 
《Molecular Theory of Gases and Liquids》(John Wiley & Sons, Inc. ,NY ,1954) 一 
书 中 “提出 的 方法 所 涉及 的 数学 工具 ,许多 工程 技术 人 员 很 难 掌握 和 应 用 ”, 因此 本 
书 也 避免 作 详 细 介 绍 .有 兴趣 的 读者 可 参阅 吴 大 於 先 生 的 《热力 学 ,气体 运动 论 及 统 
计 力 学 》 和 黄 祖 洽 先生 的 《 输 运 理论 》 科 学 出 版 社 ,1987). 
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5.5 ”Boltzmann 方程 的 Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) 
近似 和 气体 输 运 系数 的 计算 以 及 格子 Boltzmann 方程 


5.5.1 Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) 近 似 下 的 Boltzmann 方程 的 简单 推导 


以 “传统 Boltzmann 方程 "(5. 68) 式 为 出 发 点 (以 “Boltzmann-Gibbs 方程 ” 
(5.82) 式 为 出 发 点 也 一 样 ): 
+ [se*f = FED?) — fF?) 

车 (F?(| px -ph|1))=《F?(|pi -pi |))=const. = C;@ 了 = 六 为 平衡 态 统 
he tr a 以 是 Boltzmann 分 布 ,也 
可 以 是 Bose 分 布 或 Fermi 分 布 ). 则 “传统 Boltzmann 方程 >(5.68) 式 可 以 被 改写 为 
+ [Le,f]= Ee) (5.144) 
其 中 第 一 个 假设 条 件 (F? (| pt - p 中 | ))=《F? (| px -PP1))=const. =C 不 是 原 
则 性 的 ; 比 起 在 推导 “传统 Boltzmann 方程 "过程 中 所 采用 的 “二 体 碰撞 ”、“ 弹 性 碰 
撞 ”“ 分 子 混沌 性 ”等 等 假设 来 ,这 其 实 算 不 了 什么 .而 第 二 个 “局 部 平衡 态 分 布 函 
数 ” 假 设 , 才 是 BGK 近似 的 关键 . 
” 令 “ 弛 开 时 间 ”( 或 “碰撞 时 间 ”“ 松 弛 时 间 ”) ro 等 于 
ro = 去 (5.145) 


则 方程 (5.144) 式 变 成 


af 
a et fe ed. (5. 146) 


上 述 (5.146) 式 就 是 Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) 近 似 下 的 “传统 Boltzmann 
方程 "(被 称 为 “Boltzmann-BGK 方程 ”). 应 用 Boltzmann-BGK 方程 ,同样 可 以 求 得 
应 变 张 量 eu 与 应 力 张 量 cu 之 间 的 “本 构 关 系 ”, 气 体 的 输 运 系数 如 黏 性 系数 4、 第 二 
黏 性 系数 5、 热 导 率 4 等 . 


5.5.2 Bhatnagar-Gross-Krook(BGK ) 近 似 的 原始 出 发 点 


Bhatnagar-Gross-Krook(BGK) 近 似 的 原始 出 发 点 不 如 上 面 所 说 那么 明显 .他 
们 的 基本 出 发 点 是 : 
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玉 


|@G7o - jdpi = 0 (5.147) 
(2) 根据 Boltzmann 的 “H 定理 ”， 
|a + ln PC77o - froydpitb 二 0 (5.148) 


由 (5.147) 式 和 (5.148) 式 这 两 个 条 件 , 也 可 以 导出 BGK 近似 下 的 Boltzmann 方程 
(5.146) 式 . 


5.5.3 ” Boltzmann-BGK 方程 的 精确 解 


1.“ 弛 豫 时 间 "” 的 物理 学 意义 
为 了 理解 “ 弛 和 豫 时 间 ”ro 的 物理 学 意义 ,可 以 考虑 没有 外 力 场 且 空间 均匀 但 随时 
间 变 化 的 情况 .此 时 ,方程 (5.146) 式 简化 为 


af 1 村 
Py ) (5.149) 
其 解 为 
六 - fa = (f - f")| ioexp(- 瑟 (5.150) 
由 (5.150) 式 可 知 , zo 的 物理 学 意义 就 是 广 户 变 为 初始 值 的 exp(- 1) 倍 时 所 需要 
的 时 间 . 


BGK 近似 将 气体 由 当前 状态 向 平衡 状态 的 过 渡 视 为 一 个 简单 的 “ 弛 瑰 过 程 ”, 因 
其 简单 而 被 广泛 采用 .但 由 于 终究 是 近似 的 ,因而 必然 存在 着 严重 的 缺陷 .然而 对 于 
偏离 平衡 态 不 远 的 “小 扰动 ”问题 ,BGK 近似 的 精确 度 仍 可 满足 不 高 的 要 求 . 

2. 关于 Boltzmann-BGK 方程 的 精确 解 

由 于 Boltzmann-BGK 方程 ( 即 BGK 近似 下 的 Boltzmann 方程 )(5.146) 式 是 关 
于 “分 布 函数 ”f (px Gy ) 或 f( vx，Xks1) 的 线性 方程 ,因而 Boltzmann-BGK 方程 
的 精确 解 可 以 由 两 部 分 的 登 加 构成 :其 一 是 “ 非 齐 次 方程 "的 “ 特 解 ”, 其 二 是 “ 齐 次 方 
程 ”的 精确 解 . 

(1) 关于 “ 非 齐 次 方程 ”的 “ 特 解 ”, 显然 可 以 选择 (5.150)，: 

f= f" +f- foexp(- EE)= f* + foexp(- | (5.151) 

(2) 而 关于 “ 齐 次 方程 ”的 精确 解 , 则 与 1.4 节 中 “Liouville 方程 的 精确 解 ”完全 
A 
于 是 , 当 物 理 问 题 的 Hamiltonian 例如 分 别 为 以 下 情况 时 : 
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1 
24 


ZuP” + po 9 


就 可 以 写 出 Boltzmann-BGK 方程 的 精确 解 为 
f = Cexp(- pe) 


。 (1 + exp(— mwt )。 exp| -总 Cp， Tr pm) | foexp(- 0 
f= Cexp(- be) 


sp’ + Hgq 


E 


(5. 152) 


9 十 eXp( 一 mewt ) 。 exp| arctan( )+ “0 十 arctan ( 下 2 )| 
1 m 


+ foexp( - | 
(5.153) 
式 中 m 为 自由 度数 ,w 为 频率 , Fq = Cexp (一 Be) 为 “局 部 平衡 态 Boltzmann 分 布 


函数 ”. 
5.5.4 气体 输 运 系数 的 计算 


由 Boltzmann-BGK 方程 可 以 计算 气体 的 输 运 系数 . 
1. 气体 的 黏 滞 系 数 
在 这 种 情况 下 ,假设 (5.145) 式 中 有 


af (5.154) 


于 是 
af 
f= -rq 二 一 (5.155) 
1 


利用 逐 级 近似 的 “迭代 法 ”, 将 上 述 (5.155) 式 等 号 右边 的 了 以 fa 代替 , 即 可 得 到 一 级 
近似 的 结果 

Ga 
了 二 一 5 


应 用 (5.156) 式 (并 将 qi 换 写 成 xi ,同时 将 9 换 写 成 wm ) 便 可 计算 气体 的 黏 清 


(5.156) 
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fa 三 十 ES exp{- [Ow — (V1))? 十 好 十 3]| 
并 根据 流体 的 “ 黏 滞 应 力 ” 的 公式 和 Newton 的 “ 黏 滞 定律 ” 


0l2 三 一 | mw vzfdy 


Gl2 一 9 
即 可 得 到 
af™ 下 
学 mr | v, v3 se = mr | vf"dvdvdy 
= mn(vi) = 
式 中 m 为 质量 . 
2. 金属 的 电导 率 
在 这 种 情况 下 ,假设 (5.146) 式 中 有 
Fi 一 pi 一 0 
下 > = Pp2 =0 
Fas = ps =-ekE 
af 
3 0 


式 中 为 电场 强度 .于 是 ,代替 (5.156) 式 的 是 方程 


_ na _ EEr of 
f f m 9 V3 


(5.157) 


(5.158) 


(5.159) 


(5.160) 


(5.161) 


设 "为 Fermi 分布 .根据 电流 密度 j 的 计算 公式 和 “Fermi 能 量 ”er 的 表达 式 


以 及 Ohm 定律 


h’ 


一 2 


f 3F 2 me pq 
| =- em | yfdvidvdvs =- 16x V2me E Ee 2 
0 


+o0 村 eq om 
2 de = |reid(e -er)de = 一 rr 
oo 0 


(5. 162) 
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j 二 人 
《5.163) 


有 ne” TF 
\ m 


式 中 m 为 质量 ,n= 沈 为 “电子 数 密度 ”,o 为 金属 的 电导 率 . 


3. 热传导 系数 
与 以 上 两 种 情况 相仿 ,根据 一 维 热传导 的 统计 力学 计算 方法 和 宏观 Fourier 
定律 


[wa 


(5.164) 
dar 
-和 
并 利用 内 能 x 与 平均 自由 程 人 之 间 的 关系 式 , 可 以 算得 
k= My = #0 vacv (5.165) 


式 中 cv 为 mol 等 容 热 容量 ”",》 为 电子 距 原 点 的 距离 (平均 自由 程 ),P 为 电子 气体 
的 密度 . 


4. 扩散 系数 
同样 ,根据 一 维 “ 纯 扩散 ”的 统计 力学 计算 方法 和 宏观 Fick 定律 之 间 的 等 价 性 
_ndn 
有 = 一 也 J 
dn,» 
I == 
OA (5.166) 
有 = | wide， 
卫 ? = | Sd y 
可 以 算得 
D = mv N+na(v 12 (5.167) 


3(n1+ 12) 


式 中 人 v 中 )(i=1,2) 为 平均 速率 ,1;(i=1,2) 为 “Maxwell 平 均 自由 程 ”. 
5.5.5 格子 Boltzmann 方程 


虽然 吴 大 涂 先 生 认 为 ,将 求解 6 维 相 空间 (4 相 空 间 ) 中 的 Boltzmann 方程 转化 
为 求解 3 维 坐 标 空间 中 的 流体 动力 学 方程 组 ， 不 纯 是 为 数学 上 的 技巧 ,而 系 有 物理 
的 意义 的 ”, 而 且 一 般 人 都 倾向 于 同意 “由 于 流体 动力 学 方程 组 是 描述 于 3 维 坐 标 空 
间 中 的 微分 方程 组 , 因此 求解 这 些 方程 组 要 比较 求解 描述 于 6 维 相 空间 中 的 
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Boltzmann 方程 来 得 容易 ”这样 的 观点 ,但 是 也 有 相反 的 观点 :可 以 通过 求解 
Boltzmann 方程 来 得 到 流体 动力 学 方程 组 ( 见 5.6 节 ) 的 解 . 

所 谓 “ 格 子 Boltzmann 方法 ”就 是 通过 求解 Boltzmann 方程 来 得 到 流体 动力 学 
方程 组 的 解 的 方法 .所 谓 “ 格 子 Boltzmann 方程 ”就 是 就 是 建立 在 BGK 近似 基础 之 
上 的 “离散 型 ?Boltzmann 方程 . “格子 Boltzmann 方法 ”就 是 求解 “格子 Boltzmann 
方程 ”. 

“格子 Boltzmann 方法 ”诞生 之 初 的 1988 年 (G. R. McNamara and G. Zanetti， 
Use of the Boltzmann equation to simulate lattice automata, Phys Rev Letters, 
1988,61(20) :2332 一 2335) ,实际 上 并 没有 人 意识 到 “格子 Boltzmann 方程 ”与 通常 
的 “连续 型 ?Boltzmann 方程 之 间 有 什么 联系 ,直到 1997 年 当 X.He 和 LL.S.Luo(A 
priori derivation of the lattice Boltzmann equation, Phys Rev E,1997,55.6333~ 
6336;Theory of the lattice Boltzmann method: From the Boltzmann equation to 
the lattice Boltzmann equation ,Phys Rev E,1997,56:;6811~6817) 连 续 撰文 分 析 了 
“格子 Boltzmann 方程 ”与 通常 的 “连续 型 ?Boltzmann 方程 之 间 的 内 在 联系 ,并 指出 
了 “格子 Boltzmann 方程 "可 以 视 为 BGK 近似 下 “连续 型 ?Boltzmann 方程 的 一 个 特 
殊 “ 离 散 格 式 ” 后 ,物理 学 家 和 力学 家 才 将 二 者 之 间 的 联系 搞 清楚 . 

设 流体 “ 微 元 ”的 质量 为 m, 流 体 “ 微 元 ”的 速度 为 vy,“ 连 续 ” 分 布 沙 数 为 


fr,v,t) ,流体 " 数 密度 "为 n = fdv, 流 体 “ 微 元 ”的 密度 为 p= nm, 流 体 “ 微 元 ” 
的 “平均 速度 ”为 u =《v) = | wdv, 空 间 的 “ 维 数 "为 5.“ 离散 化 ”后 ,以 y 表示 速 


度 的 “种 类 数 ”, 流体 “ 微 元 ”的 “离散 化 速度 ”为 v;,“ 离 散 化 分 布 函 数 ” 为 
fi《r,vi,t),“ 离 散 化 速度 空间 的 外 力 项 ”为 Fi;, i=0,1,2,…,Y. 
于 是 “速度 离散 的 Boltzmann 方程 ”为 


pp vf = Lf fh)+ F. (5.168) 
当 流 体 速 度 较 低 时 ,其 “局 部 平衡 态 分 布 函 数 ”f?" 是 
加 = (各 六 ee[- 加 0 
= 0 Pn) exp -Pry + ur—2v. u) | 


|| 
Db 


| 
. DD 
站 -一 Am -一 一 一 
[pe 
刁 
Se 
© 
” 
| 
| 


一 7 exp| Bnv “uu 了 


| 
An) exp( Bmv? -| 


2 
(Bmv; » u)’ 一 Pou 性 o(u’) (5.169) 
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为 了 数值 化 求解 方程 (5.168) 式 ,还 必须 对 此 方程 进行 时 间 上 和 空间 上 的 离散 
化 处 理 , 即 沿 “ 特 征 线 ” 积 分 ,因而 可 以 得 到 “完全 离散 化 的 Boltzmann 方程 ”: 
filrt+ ViG1»,t + 01:)— fi(r,t) 


0, 
. sss — fCr+tvt st +t)+ Frtvit,tt+ 1") |dr (5. 170) 
0 
0 


式 中 6, 为 “时 间 步 长 ”. 
对 (5. 170) 式 等 号 右边 进行 一 阶 精度 的 “矩形 法 ?进行 逼近 ,可 得 “格子 
Boltzmann 方程 ?为 
fiCrt voit+d)= fr(rst) 


= Lcr,t)— fr,t)]+ SPrtrity (5.171) 


i 
式 中 += 如 为 无 量 纲 “ 弛 穆 时 间 ” 


“格子 Boltzmann 方程 ”在 数值 计算 方面 具有 较 好 的 “并 行 特性 ”( 算 法 就 是 求解 
问题 的 方法 和 步骤 ;并 行 算法 ,就 是 在 并 行 机 上 用 很 多 个 处 理 器 联合 求解 问题 的 方 
法 和 步骤 ) 和 较 强 的 复杂 边界 处 理 能 力 . 除 此 之 外 ， 格 子 Boltzmann 方法 ” 较 之 直接 
数值 求解 流体 动力 学 Navier-Stokes 方程 的 优越 性 ,在 于 “格子 Boltzmann 方程 ”只 
有 一 个 方程 而 Navier-Stokes 方程 有 3 个 方程 . 


5.6 流体 动力 学 的 基本 方程 


流体 动力 学 的 基本 方程 组 与 Boltzmann 方程 (不 管 是 “传统 的 ?还 是 “ 系 综 的 ”) 
有 着 千 丝 万 缕 的 联系 :Chapman 和 Enskog 的 解法 ,是 不 直接 求解 “传统 Boltzmann 
方程 ”, 而 是 通过 求解 流体 动力 学 基本 方程 组 得 到 Boltzmann 方程 的 精确 解 .由 于 流 
体 动力 学 方程 组 是 描述 于 3 维 坐 标 空 间 中 的 微分 方程 组 ,因此 求解 这 些 方程 组 要 比 
较 求 解 描 述 于 6 维 相 空间 (x 相 空 间 ) 中 的 “传统 Boltzmann 方程 ”来 得 容易 . 反 过 
来 , “格子 Boltzmann 方法 ” 则 是 通过 求解 Boltzmann 方程 来 得 到 流体 动力 学 方程 组 
的 离散 解 的 方法 .所 谓 “ 格 子 Boltzmann 方程 ?就 是 就 是 建立 在 BGK 近似 基础 之 上 
的 “离散 型 ?Boltzmann 方程 . 由 此 可 见 ,不管 是 通过 求解 流体 动力 学 基本 方程 组 得 到 
Boltzmann 方程 的 精确 解 ,还 是 通过 通过 求解 Boltzmann 方程 得 到 流体 动力 学 方程 
组 的 离散 解 ,二 者 之 间 都 是 密 不 可 分 .相互 依赖 的 ,很 难说 谁 是 谁 的 “ 拐 棍 ”. 从 精确 
度 方 面 来 比较 二 者 ,似乎 Boltzmann 方程 来 得 更 为 准确 .然而 ,Boltzmann 方程 本 身 
的 导出 也 是 存在 近似 处 理 的 考虑 的 . 
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5.6.1 一 体 碰 撞 的 碰撞 守恒 量 


定理 :二 体 碰撞 的 碰撞 守恒 量 B 中 满足 (用 “Boltzmann-Gibbs 方程 > 中 的 “ 磁 
撞 项 ”) 


> CFF ff dv i dv" = 0 (5.172) 
ij 
证 明 : 首 先 由 碰撞 前 后 的 微观 对 称 性 ,有 
se 的 i dv ?dy 
一 5 Cf FD ff )dv‘ ?dv (5.173) 
因为 dv ody 二 dy‘Ddv 人 7 , 故 有 
2 (fF _ FoF )dv ?dv 
一 -| 5 Cf FD 了 fo Fo JdyvcDdyn (5.174) 
取 (5.173) 式 和 (5.174) 式 的 算术 平均 值 ,得 到 
se 〔 产 D 7 ff )dv ?dv 
加 | em BD FFD 号 产 D Po )dv‘ ?dv (5.175) 
规定 B= B(x ,vk ,1t), 则 对 换 vie>yi 后 (5.175) 式 成 为 
||g® (fF _ ff )dv‘ dv 
= ()) Bi) VY FD) FO) ( 门 FOi) (万 i) 
= | (8 = A fd 
a 二 | (ao BD ) (fF 加 FeD FJ)dvDdvo (5.176) 
再 取 (5.175) 式 和 (5.176) 式 的 算术 平均 值 , 并 求 和 ,就 有 
站 so oF 下 FFD)dvDdyw 
| 
二 zp | 十 而 胡 一 DD a BD ) (FF _ FoD Fn )dv‘ ?dv (5.177) 
Lj 
当 B= @B (xk ,v4,t) 是 守恒 晤 时 ,总 有 


(OT D0 (5.178) 
例如 ,对 质量 守恒 ,动量 守恒 、 能 量 守恒 ,总 有 
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7 十 m'i? = 一 丽人 十 m7 


CD st CI oC s.r CO mi vi 
十 J 如 1) 十 
Dm" Cv) 十 Bm" (vi )? 一 sm" (VD 72 十 + 所 Dn (CV )? 


因此 ,将 (5.178) 式 代入 (5.177) 式 ,就 得 到 (5.172) 式 . 
在 平 动 的 气体 中 ,可 以 证 明 分 子 的 质量 ,动量 和 能 量 ,或 它们 的 线性 组 合 ,是 仅 
有 的 碰撞 守恒 量 . 


5.6.2 由 Boltzmann 方程 推导 流体 动力 学 基本 方程 组 


1， 分 子 性 质变 化 量 的 一 般 方程 {Boltzmann 守恒 方程 ) 
首先 ,引入 碰撞 守恒 量 B= BB 中 (x ,v4，,1). 将 该 碰撞 守恒 量 乘 以 各 组 分 的 
Boltzmann 方程 , 且 按 ee ,有 


|o° (3 + + )avo 


"Fx 7 adv 


一 i Cf ?FD i ff Ddv dv? (5.180) 
ij 
由 于 (5.172) 式 ,所 以 
了 1) 。 训 (i) (i) 9 (i) | 
jo" (TF + vi tr + 二 全 了) = 0 (5.181) 


其 次 ,将 (5.181) 式 中 各 项 视 为 适当 的 平均 值 ,然后 完成 上 述 积分 .记分 子 数 密 
度 为 nc = |e 则 对 第 一 项 有 


[so 艺 i) 一 = 也 67odve - | 扣 旦 9B dy {i) 


CO vr (GDv RAONVN ,i) a@'” 
= 字 (n (‘@))—n SF 》 (5.182) 
对 第 二 项 有 
(i) ,,(i) af™” (2) 9 (1) 9, Ci FI) (2) (i) 9 (i) vi {i) 
|s Vk 3x dv rk. ve f' "dv -| 二 一 )dv… 
= Sm Cn VI)- Rov gow, E83) 
9Xk 


对 第 三 项 有 (假定 Fi? 与 速度 vk 无 关 ) 


(i) yi 
| FY af'” | 
DY dv 一 Go < dy 
| mi dvin 人 3 


(i) | 
= A (CB) | -|f® 2 a9 Srydv® | 
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i i i Fe a@B'” 
=- |f? 99 . 52 V =— nn 5 av 》 (5.184) 


在 演算 中 已 使 用 了 “ 当 | v 外 | 一 w 时 产 2 一 0 的 条 件 . 
将 (5.182) 式 (5.183) 式 和 (5.184) 式 代入 (5.181) 式 ,得 到 所 谓 “Boltzmann 守 
恒 方 程 ?或 “年 方 程 ”( 或 " 输 运 方程 ”) : 


> [六 (D+ 了 了 (nV BD vv)) 
(i) (i) 
- ne ((2 + 2 ) + 3m)) |= 0 (5.185) 
F i 
(1) 连续 性 方程 
在 “ 短 方 程 ”(5. 下 证 =1, 则 对 每 一 组 分 i 有 
Cn )+ st x Cm 《和 过 (5.186) 
或 用 分 子 质量 m'? 相 乘 ， RE Dm, 可 得 
(PV) + 3 py 外 7=0 (5.187) 


(2) Navier-Stokes 6 
在 “和 矩 方程 (5.185) 式 中 令 =y 亿 , 则 对 每 一 组 分 款 有 


(i) 
y(n (vv) = n® 全 (5. 188) 


于 (ne《y 旨 + 
或 用 ptD = no mc ,可 得 

9 (pH YY+ EE (CD(VDY 人 iD 》) = pF (5.189) 

at 9Xk 


定义 “ 热 速 度 ”Si? 为 


3 


6 = vi? — (vO )» (5.190) 
应 力 张 量 ” 为 
Ox 三 一 pl E161) wr 
由 于 
(€1) = (Ve — Vi)) = Vi — 《vi»=0 
ee ne (5.192) 
《YKYVI7 一 《(《VK》 十 S14) Cv1) 十 ,> 一 《VCVTI) 证 人 
所 以 (5.189) 式 成 为 
PV)) + 元 而 (PDLVI (vO) < oy a 一 pn FI™ (5.193) 
最 后 ,将 连续 性 方程 (5. 人 193) 式 ,就 得 到 Navier-Stokes 方程 : 
9 i i 日 1 9 好 i 
Bev hs (5. 194) 
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(3) 能 量 方程 
在 “ 矩 方程 "5. 185) 式 中 令 B= 于 me (v?)?, 则 对 每 一 组 分 i 用 
人 一 nn m‘? 后 有 


A 《 v 和 pv 介 》) + 3 ( 言 em Cviovinv’?)) 二 
(5.195) 
定义 热流 矢量 /4 和 单位 质量 内 能 uu 为 
J8 = p(k) 
] (5.196) 
& = BD (S161) 
则 由 于 
(VIV1I) = (viDCv) + (€1€61) = (Cv1))* + 2u 
(VEVIVI) = (((Vi) + Er) Cv1) + €,)2) (5.197) 
= (Ve) (CV1))? + 2u Cv) + 党 二 Sau Cv) 
因此 得 到 
A (Cy) + 和 
+ 5 (Fo vo Cv) + por 和)+ 天 -好 (各 )) 
Xk 
= pd FD vO) (5. 198) 


作为 第 一 步 简化 ,将 连续 性 方程 (5. 186) 式 和 Navier-Stokes 方程 (5. 194) 式 代 
人 (5.198) 式 ,得 到 
旦 ( 言 CC)2+o= vi) FY + zr Fm (op (vag 2 (5.199) 
(5.199) 式 等 号 左边 表示 单位 质量 流体 的 能 量变 化 率 ,等 号 右边 则 表示 单位 时 间 内 
体积 力 和 面积 力 对 单位 单位 质量 流体 所 做 的 功 , 加 上 单位 质量 流体 从 环境 中 吸收 的 
进一步 ,将 (5.199) 式 中 复合 函数 的 导数 展开 ,就 有 
d/l1 dy》 du 


也 (上 (DAN2 2 (i) 
(Cv )) tu) (vi?) 二 下 于 


| , 1 ac 好 1 ) GC V1 ) 9 
《vi ) (F; DCD axk? 下 a (o% dx dx 


于 是 ,利用 Navier-Stokes 方程 (5.194) 式 , 便 可 以 得 到 
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村 本 1 9J1 
dr 让 axt DCD gx 

因为 方程 (5.200) 式 等 号 右边 第 一 项 关于 指标 k 和 1 对 称 , 即 
A | 9(v?) ,alvi) 


Ok axk) 50on( Xi 名 呆 X 人 ) 
故 , 方 程 (5.200) 式 又 可 被 写成 


oD du - 1 (SY + v2)- 78 
di ba qT 


因为 
du _ /9u\) dT , /au\) dp 
a = (了 ) 生 全 di 
而 且 由 单位 质量 容积 v 与 质量 密度 p 之 间 的 关系 v = ,有 


du = Tds + dP 


所 以 


式 中 cv 是 单位 质量 的 等 容 热 容量 . 


(5.200) 


(5.201) 


(5.202) 


(5.203) 


(5.204) 


(5.205) 


若 省 略 上 角 标 (i) ,并 将 流速 的 “x 相 空间 ”中 的 “ 系 综 平均 值 ”( vi 写成 流速 的 


长 时 间 的 平均 值 w% , 则 流体 动力 学 的 基本 方程 组 是 


9p 9 = 

ot xr CoV) 0 

dv ，-. 9v) 1 oa 

dd = 二 一 此 十 
at dx: Pp Ax F, 


i T q 
rv( 针 = P ay, + von (Pe! 9)- 证 


其 中 已 假设 了 压强 p 与 温度 T 之 间 的 关系 不 大 , 即 { 了) = 0 


5.6.3 流体 动力 学 基本 方程 组 的 原始 推导 


(5.206) 


流体 动力 学 基本 方程 组 的 原始 推导 不 是 统计 力学 的 ,而 是 “连续 介质 力学 ”的 . 
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和 Reynolds 输 运 公式 
设 力 学 量 O(xi ,1) 的 泛 函 为 


BC || oc rar (5.207) 


式 中 c(1) 是 一 个 随时 间 变 化 的 区 域 .在 计算 时 ,不 能 进行 求 导 和 积分 次 序 的 简单 
交换 ,必须 先 对 积分 作 适当 的 变换 处 理 ,使 得 变换 后 的 积分 区 域 ,是 一 个 不 随时 间 改 
变 的 区 域 . 这 种 变换 中 的 最 简单 的 一 个 ,就 是 采用 从 Euler 变量 x 到 Lagrange 变量 


$1 之 间 的 变换 : 
Xx = Xk(E1,1t) (k,l = 1,2,3) (5. 208) 


于 是 
"Tepe rlocxct, Iav (5.209) 


式 中 r 是 该 物质 系统 在 某 一 初始 时 刻 to。 所 占据 的 空间 域 , 而 


9 (Xx1»,X2,X3) 
"ge Ey (5.210) 


是 Jacobian. 
对 (5.209) 式 求 时 间 导 数 , 有 
a s+ od lav (5.211) 
其 中 
是 _9_ 
4 = GG = 7 tA (5.212) 
是 “ 随 体 导数 ”. 由 于 
dl = |J| (32H:) (5.213) 
因此 , 
d® _ dO 9 Vk dO 9 Vk 
dp = 由 [4 + OF Javo = 中 [ 芝 +0 各 |ay  G.219 | 
即 
dO 9 Vk 90 | 9_ 
& oc dav = 有 [地 +0 呈 Jav = [37 + . (Ov) |av (5.215) 
若 被 积 函数 在 区 域内 和 边界 上 单 值 连 续 可 微 ， 则 应 用 Gauss 定理 后 又 有 
ad _ li 30 
joc, rav J] CdY + fh owas, (5.216) 


式 中 dA 为 边界 上 的 法 向 面 元 . 
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(5.215) 式 和 (5. 216) 式 被 称 为 “Reynolds 输 运 公式 ”(O. Reynolds, 1842 一 
1912). 
2. 流体 的 连续 性 方程 
设 
®(1)= ecx, av (5.217) 


rt) 


则 因为 对 于 封闭 的 物质 系统 流体 的 总 质量 应 该 奖 是 一 个 常数 , 即 从 多 =0, 故 由 (5.216) 
式 直接 得 到 


3Cdy + P oma -0 (5.218) 
对 (5.218) 式 用 Gauss 
用 [+ 3 和 (pvi) |dv = [I¥ + pvt |av = -0 (5.219) 
在 流 场 中 密度 2 和 流速 wk 连续 变化 之 处 ， (5.219) 式 对 任意 区 域 均 成 立 , 于 是 
+ p= 和 + 了 =0 (5.220) 
此 即 流 体 动力 学 中 微分 形式 的 连续 性 方程 . 
3. 流体 的 动量 方程 
设 
Dt)= evav (59.221) 


根据 Newton 动量 定理 :在 惯性 参考 系 中 物体 动量 的 变化 ,等 于 作用 在 物体 上 的 外 力 
的 冲 量 .因此 ， 
# ewav = | eriav + 由 wd (5. 222) 


rt) af it) 


式 中 书 为 体积 外 力 ,au 为 应 力 张 量 . 对 全 空间 积分 时 ,应 力 张 量 的 总 效果 等 于 零 , 因 
为 全 空间 的 流体 必须 符号 Newton 第 二 定律 .但 在 局 部 空间 ,应 力 张 量 的 总 效果 不 等 
于 零 . 

对 (5.222) 式 用 “Reynolds 本 \ 式 ”(5.216) 式 ,有 


IE pv et 0 Dar + OD onda (5.223) 


at 1) 


将 (5.223) 式 中 的 全 导数 展开 成 = 六 + wx 50, 并 用 Gauss 定理 ,得 到 


| cevar 一 由 rav -由 这 ww —- ou)dV (5.224) 
在 流 场 中 密度 p 和 流速 wk 连续 变化 之 处 ,(5.224) 式 对 任意 区 域 均 成 立 , 于 是 
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大 (pvi)+ 3 CPvev! = on ) = ee OF ， (5.225) 
Pe es 

9 vi 9v: _ 19 

a Wh Fy Se oo +F, (5. 226) 

此 即 流体 动力 学 中 的 动量 方程 ,有 时 候 也 被 称 为 “Navier-Stokes 方程 ”. 
4. 流体 的 能 量 方程 
设 
6(1) = 由 e( 作 +ujdy (5.227) 


式 中 wu 为 单位 质量 内 能 .根据 能 量 守 人 恒 与 转换 定律 ( 即 热力 学 第 一 定律 ) ,封闭 系统 
中 流体 能 量 的 增加 ,应 当 等 于 外 力 对 系统 所 做 的 功 , 加 上 从 系统 边界 传人 系统 内 的 
热能 . 记 - 热流 天 量 ” 的 分 量 为 J, 应 有 


全 po 人 ( 疙 和 u ) )dy = | orav 十 PD euvidAs - (1aa. (5.228) 
zt) s(t) of) 


对 (5.228) 式 用 “Reynolds 输 运 公式 ”(5. 216) 式 ， 有 
2 2 
[e+ av +e (G+) er 
一 | eriwviav 十 (suvidAs - P12aa4. (5..229) 


Fr) al(t) olt) 


对 (5.229) 式 用 Gauss 定理 ,得 到 
2 2 
[le 
= [oFive + 3 jCvion)- 3 |av (5.230) 


在 流 场 中 密度 p 和 流速 Vk a (5.230) 式 对 任意 区 域 均 成 立 , 于 是 


22[e( 要 十 u) |+ pF 人 7 rr “) |= OFkyk 十 池 ooo)- 3 (5.231) 


或 
能 下 :六 “| 邯 FE 3 Pv) |+ p (六 + Vk 3-) (要 + u) 
pvi (Fs + F928)+ (on 9 -3 人) (5.232) 
利用 连续 性 方程 (5.220) 式 和 动量 方程 (5.226) 式 ,可 将 (5.230) 式 化 为 
p 业 -= a 9 — 2 (5.233) 
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再 利用 方程 (5.233) 式 等 号 右边 第 一 项 关于 指标 k 和 1 对 称 性 ,最 后 得 到 


du 1 (am az ok 
Pn pi ns | Qaxk (92000) 
若 应 变速 率 张 量 ex 是 线性 的 , 即 若 
"WW 
en = 人 + pa (5.235) 
则 方程 (5.234) 式 可 被 改写 为 
du , _ 9 
ps 一 OMCEN Ix (I .26 
(5.236) 式 实际 上 就 是 热力 学 第 一 定律 的 标准 形式 . 
于 是 ,流体 动力 学 的 基本 方程 组 就 是 
ap ，_9 
a1 + pm 0 
9vi 9VL ~- 1 9on 
Ot a (5.237) 
dT\_ ove 工 (9vi 9 of 
rev (dr )= Pax, 2 ou (Fx 二 QOxk 


其 中 已 假设 了 压强 p 与 温度 了 之 间 的 关系 不 大 , 即 ( 了) = 0， 


比较 由 两 种 推导 方法 得 到 的 (5.206) 式 和 (5.237) 式 ,可 以 看 出 ,流体 动力 学 中 
的 流速 vi ,实际 上 就 是 统计 力学 中 的 平均 流速 (vi 或 vi .换言之 ,流体 动力 学 中 的 
宏观 “力学 量 ”, 只 是 统计 力学 中 某 些 微观 物理 量 的 “统计 ( 系 综 ) 平 均 ”. 


5.6.4 流体 动力 学 的 本 构 方程 


1. 流体 动力 学 中 线性 本 构 方 程 的 一 般 形 式 
可 以 从 数学 上 一 般 地 证 明 , 应 力 张 量 cu 与 应 变速 率 张 量 eu 之 间 的 线性 关系 ( 广 
义 Newton 定律 ) 是 


Okl 一 一 pou 十 Duies (9 8) 
式 中 G4 为 Kronecker 符号 ,Di 为 苛 性 系数 张 量 . Di 的 最 一 般 形式 是 
Dui = AGudy + HG + OGx)+ TOndn — Sud ) Tp) 


其 中 (4 ,x,7) 都 是 标量 . 
考虑 到 应 力 张 量 mw 与 应 变速 率 张 量 eu 都 是 对 称 张 量 , 即 
Drs = Ds 
Du = Du (5.240) 
因而 7=0. 于 是 ， 


ox 三 一 pu + AMeiigGn + 2H61 
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= 一 Su + (2 + SA)endn ~ 2p (én = enw ) (5.241) 


> 由 线性 本 构 方程 得 到 的 流体 动力 学 基本 方程 组 
如 果 应 变速 率 张 量 ew 是 线性 的 , 即 (5.235) 式 成 立 , 则 将 (5.241) 式 代 人 (5.237) 
式 后 得 到 流体 动力 学 基本 方程 组 为 


3 eI dt + (ve)+ Fr (5.242) 
(和 ( 络 瑟 ) -到 
其 中 
WE (5.243) 


上 述 (5.242) 式 中 的 第 二 个 运动 方程 就 是 “Navier-Stokes 方程 >, 有 时 候 此 方程 中 等 
号 右边 第 三 项 了 = 0( 即 “不 可 压缩 流体 动力 学 ) 时 所 得 之 方程 也 被 称 为 “Navier- 


Stokes 方程 ”求解 流 体 动 力学 中 的 “Navier-Stokes 方程 ”, 是 当今 世界 难题 之 一 . 迄 
今 为 止 ，Navier-Stokes 方程 ”的 精确 解 只 有 不 到 100 个 (参阅 张 远 君 校 编 的 《流体 力 
学 大 全 》, 北 京 航空 航天 大 学 出 版 社 ,1981) ,而 且 绝 大 多 数 是 在 极其 特殊 的 条 件 下 求 
得 的 .“Navier-Stokes 方程 "对 理解 “潮流 问题 ”基本 上 是 无 能 为 力 的 . 


5.6.5 讨论 


(1) 从 以 上 推导 过 程 中 可 以 看 出 ,流体 动力 学 的 基本 方程 组 中 存在 不 同 程度 的 
近似 .例如 ,应 力 张 量 ow 与 应 变速 率 张 量 eu 之 间 的 线性 关系 ( 即 “ 广 义 Newton 定 
律 ”) 是 一 种 近似 ,“ 应 变速 率 张 量 eu 是 线性 的 , 即 (5.235) 式 成 立 ” 也 是 一 种 近似 (可 
以 对 照 “ 非 线性 弹性 力学 ”中 应 力 张 量 cu 与 应 变 张 量 ew 之 间 的 非 线性 关系 ;参阅 沈 
惠 川 4 经典 力学 ) 第 1 章 第 3 节 ). 对 流体 动力 学 来 说 ,这 种 近似 造成 的 误差 往往 是 很 
严重 的 .“ 沸 流 问 题 ”至 今 末 获 解决 ,很 可 能 与 流体 动力 学 基本 方程 组 不 够 精确 有 关 . 
早 在 1879 年 ,J.C.Maxwell 就 证 明了 ,“ 在 温度 不 均匀 的 其 稀薄 静止 气体 中 ,还 存在 
一 些 应 力 ,它们 在 Navier-Stokes 方程 中 尚未 计 入 ”. 

(2) 在 求解 流体 动力 学 “Navier-Stokes 方程 ?时 ,许多 力学 家 往往 采用 所 谓 “ 量 
纲 分 析 ” 的 方法 , 以便 略 去 “高 阶 小 量 ”. 但 是 ,在 处 理 “ 消 流 ” 这 类 非 线 性 问题 时 ,“ 量 
纲 分 析 ” 方 法 是 完全 不 对 的 . 

(3) 条 性 系数 (4,4) =0 的 流体 动力 学 基本 方程 组 被 称 为 “Euler 方程 "(连同 
“连续 性 方程 ”)，: 
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+ je (Pv = 0 
9vr gvVi a 1 2P 
| 
“Euler 方程 ”有 两 类 “首次 积 好 
2 
> +h+V = const ( 沿 流 线 的 定常 Bernoulli 积分 ) 
2 
SF + +h+V= p(t) (无 旋 流 的 Cauchy 积分 ) 


式 中 为 单位 质量 的 势能 ( 即 Fe = 比 ),h = | 空 为 等 闹 流 动 中 的 “ 焙 ”( 或 


Vvh = 人 2)， ? 为 “无 旋 流 "的 “ 势 " 即 we = 3 于), 而 9(1) 是 任意 函数 . 


物理 学 家 R. P. Feynman 称 满 足 “Euler 方程 ”的 “所 谓 流 体 ” 为 “ 干 水 ”. 由 
(5.159) 式 可 知 , 黏 性 系数 为 零 就 相当 于 流体 “微粒 ?的 平均 能 量 等 于 零 , 或 者 流体 
“微粒 ”的 速度 平方 的 平均 值 等 于 零 . 这 种 " 干 水 ”的 形象 是 不 可 思议 的 ,因而 “于 水 ” 
实际 上 不 是 真实 的 流体 . 

根据 传说 (有 人 认为 传说 者 可 能 是 J. von Neumann 、H. Lamb、A. Sommerfeld 
或 T. von Karman 中 的 一 个 ,但 是 这 几 位 都 去 世 得 比较 早 ), 量子 力学 创始 人 之 一 
W.Heisenberg 临终 前 ( 若 “ 传 说 者 ”是 那 几 位 之 一 的 话 , 则 不 可 能 是 “临终 前 ”) 在 病 
榴 上 说 过 ,他 曾 带 着 两 个 问题 去 见 上 帝 :相对论 和 满 流 .Heisenberg 说 :“ 关 于 第 一 个 
问题 ,他 叫 我 去 问 Einstein. 关于 第 二 个 问题 ,他 也 说 不 清楚 .” 


5.7 流体 动力 学 基本 方程 组 在 物理 学 其 他 学 科 中 的 应 用 


物理 学 中 的 许多 分 支 学 科 都 是 ”Euler 描述 ”的 或 “ 系 综 理 论 ” 的 ,这 可 以 从 
Landau 的 10 卷 本 《理论 物理 学 教程 ) 中 有 至 少 7 卷 涉及 “Euler 描述 ”的 或 “ 系 综 理 
论 ” 得 到 印证 .流体 动力 学 的 基本 方程 组 是 “Euler 描述 ”的 或 “ 系 综 理论 ”必然 存在 的 
形式 ,因而 物理 学 中 的 许多 分 支 学 科 都 具有 流体 动力 学 基本 方程 组 的 类 似 结构 ,其 
至 广义 相对 论 中 “Einstein 场 方程 "也 具有 “相对 论 流体 动力 学 ”这 样 的 结构 . 

由 Liouville 方程 到 Boltzmann 方程 (无 论 是 传统 的 还 是 “ 系 综 ” 的 ) ,到 流体 动力 
学 的 基本 方程 组 ,再 到 物理 学 其 他 分 支 学 科 的 基本 方程 组 ,说 明 物 理学 是 一 脉 相 承 
的 .前 后 呼应 的 ,同时 说 明了 统计 力学 Liouville 方 程 在 Euler 描述 ”的 或 “ 系 综 理论 ” 
中 所 具有 的 主导 地 位 . 
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5.7.1 非 平衡 态 热力 学 


1. 非 平 衡 态 热力 学 的 守恒 定律 和 运动 方程 
根据 I. Prigogine 及 S. R. de Groot 和 P. Mazur, 非 平衡 态 热力 学 的 守恒 定律 和 


运动 方程 就 是 流体 动力 学 的 基本 方程 组 


和 
di 《53x 
2 av __ 123p A Gv A+A 9 (av 
oat vk QAXk 加 DO ox 四 O dXKAXK 人 lr) 二 
dT - ,fa ok /9ve 9viY _ 3 从 
fev dt = 4 Er 四 2 6 | OXk 
(5.244) 
式 中 wk 为 多 组 分 系统 的 质心 速度 分 量 ,o 是 多 组 分 系统 的 总 密度 
o = 站 
yom y 包 (5.245) 
Vx 二 ! 0 


从 这 一 意义 上 来 说 “Euler 描述 ”的 流体 动力 学 就 是 “ 系 综 理论 ”的 非 平衡 态 热力 学 ; 
而 “ 系 综 理论 ”与 "Euler 描述 ?是 等 价 的 “Euler 描述 ”是 流体 动力 学 中 的 说 法 ,而 “ 系 
综 理论 ”是 热力 学 统计 力学 中 的 说 法 ,二 者 是 一 回 事 . 

由 于 流体 动力 学 的 基本 方程 组 中 存在 不 同 程度 的 近似 ,因而 在 非 平衡 态 热力 学 
的 守恒 定律 和 运动 方程 中 也 同样 存在 不 同 程度 的 近似 . 

在 非 平 衡 态 热力 学 中 (实际 上 在 流体 动力 学 中 也 同样 ) ,如 果 Fourier 定律 成 立 : 


J = ki (5.246) 


式 中 x 为 "导热 系数 ”. 则 方程 组 (5.244) 式 中 的 能 量 方程 在 w = 0 的 情况 下 变 成 
“Fourier 热传导 方程 


pev Sr = kc VT (5.247) 
N, ==D 2 (5.248) 
Xk 


式 中 DD 为 “扩散 系数 ”, 而 且 D = 三 .将 (5.248) 式 代入 “粒子 数 守恒 方程 ” 


5 +V。N = 0 (5.249) 


即 得 “气体 扩散 方程 ”: 


418 统计 力学 


on -Dvn (5.250) 
oat 


吴 大 褒 先 生 认 为 (《Kinetic Equations of Gases and Plasmas》,Addison-Wesley 
Publishing Company,1966)“Fick 气体 扩散 方程 >“Navier-Stokes 方程 "和 “Fourier 
热传导 方程 ”这 3 个 方程 是 描述 “不 可 道 过 程 ” 的 最 典型 的 方程 ; 


an _ 2 

I vYyv’n 

ay Vp 

By RV Sm YY (5.251) 


cy 5 一 kK Vy? T | 
2. 非 平 衡 态 热 力学 中 的 定 律 和 蚁 平衡 :热力 学 第 二 定律 的 局 部 表示 式 


在 非 平 衡 态 热力 学 中 , 炉 的 改变 由 外 界 供 给 系统 的 炉 dy 和 系统 内 部 的 箭 增加 
diS 两 部 分 组 成 , 即 


dS = d.S + diS (5.252) 
其 中 外 界 供 给 系统 的 焙 deS 有 3 种 可 能 : 
>0 
| = 0 (绝热 孤立 系统 ) (5.253) 
一 0 
而 系统 内 部 的 炉 增 加 dig 只 有 一 种 可 能 : 
diS 三 0 (5.254) 
因此 ,Q@ 对 于 绝热 孤立 系统 ， 
dS 宇 0 (绝热 孤立 系统 ) (5.255) 
@ 对 于 “ 闭 系 ”, 由 Carnot-Clausius 定理 
dS 二 = (5.256) 
有 
ds 二 尘 ( 闭 系 ) (5.257) 
(3 对 于 “ 开 系 ”, Carnot-Clausius 定理 不 适用 ,但 (5.252) 式 和 (5. 254) 式 仍然 
正确 . 


在 热力 学 定律 对 局 部 系统 也 成 立 的 前 提 条 件 下 (这 与 流体 动力 学 成 立 的 前 提 条 
件 是 一 致 的 ), 设 单位 质量 的 箭 为 *, 单 位 时 间 内 流 过 单位 面积 的 总 箭 流 为 天 ,单位 
时 间 内 在 单位 容积 中 的 炉 增 为 c, 则 有 
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S$ = |osdyY 

| 

deS - $7 
a 
| 

a Re 


根据 (5.252) 式 和 Gauss 定理 ,有 


因为 (5.252) 式 和 (5.254) 式 对 任意 体积 都 成 立 , 所 以 由 (5.259) 式 得 到 


a(ps) , 9i 
| ot 3 


IC 字 0 
引入 业 通 量 大 ,使 


则 (5.260) 式 成 为 


上 述 (5.262) 式 就 是 热力 学 第 二 定律 的 局 部 表示 式 . 
5.7.2 经 典 电动 力学 


利用 单位 质量 的 Lorentz 力 的 表达 式 : 


f= PE+zjxB 


和 恒等式 
(ODWE: + ei (emaEn De = 9 (ErDi)— S01(ErD:) 
(GkBr Hi + eix (€jm9iHm)Br = ok (HiB:;)— pt (HB ) 
并 记 : 
(1) 能 量 密度 为 
WU = 二 (ED. + HB ) 
Ls 
(2) 动量 密度 (或 “能 流 密度 ”,“Poynting 矢量 ”) 为 
Si; = LewEH, 


Ax 


(5.258) 


(5.259) 


(5.260) 


(5.261) 


(5.262) 


(5.263) 


(5.264) 


(5.265) 


(5.266) 
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(3) 动量 流 密度 (或 Maxwell 电磁 应 力 张 量 ”) 为 


T, =- (ED Fp DH (5. 267) 


可 导出 经 典 电动 力学 的 “流体 力学 形式 ”基本 微分 方程 如 下 : 
[2 + 9kSk =— jxErx 


禾 (5.268) 
| Di 1 7 de fi 
Lec“ oat Ax 


式 中 E 为 电场 ,B 为 磁 感 ,o 为 电荷 密度 ,j 为 电流 密度 , D = eE 为 电感 ,日 = % 为 磁 


场 ,e 为 介 电 常数 ,上 为 导 磁 系数 . 

经 典 电动 力学 的 “流体 动力 学 形式 ”基本 微分 方程 可 用 于 讨论 “ 磁 流 体力 学 ”等 
与 电磁 场 有 关 的 交 又 学 科 问 题 . 男 外 ,由 经 典 电动 力学 的 “流体 力学 形式 ”基本 微分 
方程 ,可 以 研究 电磁 场 的 守恒 定律 . 

也 有 人 反 过 来 将 流体 动力 学 的 Euler 运动 方程 化 为 经 典 电动 力学 Maxwell 方程 
组 的 形式 .例如 ,H. Mamanis 在 1998 年 (Physics of Fluid.1998,10(6) :1428 一 1437) 
就 曾 得 到 如 下 类 似 于 Maxwell 的 方程 组 : 


VF=n 
VxF=- 
(5.269) 
V.。O=0 
2 _ 9F 
v VxXQ = a1t +]J 
式 中 
Mp 
= a V9 
(2 = VXv 
a (5.270) 
PFT 
n=-Vi9 


j= VX[Cv. QQ)v]- v(Vi9)+2(F. Vv+ OXV(9+v’) 
当然 ,这 种 变换 只 是 形式 上 的 ,没有 实质 上 的 意义 ,而 且 也 不 够 漂亮 .但 必须 注意 的 
是 ,满足 相对 论 协 变 关系 的 经 典 电动 力学 Maxwell 方程 组 ,与 流体 动力 学 尤其 是 “ 非 
相对 论 流体 动力 学 ”的 Euler 运动 方程 有 本 质 的 不 同 .例如 ,经 典 电动 力学 中 的 “ 光 
速 ” 与 流体 动力 学 中 的 “声速 ?就 是 两 个 完全 不 同 的 概念 . 


5.7.3 磁 流 体力 学 (MHD) 或 电磁 流体 力学 (EMHD ) 
“等 离子 体 ? 理 论 中 的 “Vlasoyv 方程 ?是 A. A. Vlasov 于 1938 年 提出 来 的 .在 20 
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世纪 70 年 代 之 前 , 尚 没 有 关于 “Vlasov 方程 精确 解 ” 的 任何 一 例 .( 吴 大 责 先 生 在 
1979 年 时 说 :此 用 一 非 线 性 积分 -微分 方程 式 , 未 知 有 准确 之 解法 .…) 

1946 年 ,L.D.Landau 在 没有 “Vlasov 方程 ?精确 解 的 前 提 下 ,曾经 研究 过 当 等 
离子 体 ”粒子 数 密度 趋 于 均匀 分 布 的 问题 ,并 引入 “Landau 阻尼 ”的 概念 . 如 果 能 够 
得 到 “Vlasov 方程 ”的 精确 解 , 则 对 “Landau 阻尼 ”就 会 有 更 深入 的 理解 . 

“Vlasov 方程 ”是 Boltzmann 方程 在 无 “碰撞 项 ?时 的 特例 ,又 可 视 为 Loiuville 方程 
当 Hamiltonian 为 带电 粒子 总 能 量 时 的 特例 .因而 “Vlasov 方程 精确 解 ” 不 仅 可 以 作为 
求解 Boltzmann 方程 的 初级 近似 ,而 且 可 以 当 作 Loiuville 方程 的 精确 解 之 一 . 

吴 大 於 先 生 说 ,“Vlasov 方程 ”与 其 他 气体 运动 论 诸 方程 之 间 的 最 大 区 别 , 就 在 于 
在 “等 离子 体 ” 中 ,相互 作用 是 长 程 的 Coulomb 力 , 而 不 是 短程 的 van der Waals 力 . 

关于 通常 气体 中 与 “等 离子 体 ” 中 的 几 个 特征 尺度 总 结 在 以 下 表 5.1 中 . 


表 5.1 通常 气体 中 与 “等 离子 体 " 中 的 几 个 特征 尺度 
等 离子 体 


近似 于 两 分 子 最 近 距 离 或 相互 
作用 势能 U 中 取 最 强 排斥 力 
时 的 最 近 距 离 ro: 


a~ro~3X10 ?cm 


分 子 “直径 ”a 


两 带电 荷 为 e 的 离子 在 热 运 动 时 最 近 距 
离 aL: 


dr 一 1.4x10-7 cm 


Landau 长 度 ai 


若 分 子 数 密度 为 
若 分 子 数 密度 为 n, 则 (室温 和 | 站 =(〈(108 ,102 ,102 ,10!4 》 cm 
分 子 间 平 均 大 气压 力 下 ) 则 
距离 d 二 。 
d 珀 3xX10 ”cm d 及 


=《2.5X10-3 ,5acclgaanlgatoaoclocs 》 cm 


若 分 子 数 密度 为 


P=《108 .1010 人 OSILOIDCTD 
Dwbye-Hiickel 则 
长 度 rp keT 
二 人 
=(《10”1 10: ,10 IRONTRT 
和 A 二 1 
平均 自由 程 4 


, r 
nai ln (72 ) 
Ur 


特征 尺度 大 小 比较 | a 一 ro 之 d 坟 4 ar <d<rp<A 
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一 方面 ,由 于 “等 离子 体 ” 在 物理 形态 上 同 流体 在 某 些 方 面 有 些 相似 ,因而 可 将 
“Vlasov 方程 ”化 为 等 炳 流体 动力 学 (HD) 表 象 ; 男 一 方面 ,在 低频 条 件 下 , 磁 流 体力 
学 (MHD) 基 本 方程 组 的 解 等 效 于 非 相 对 论 的 “Vlasov 方程 "的 解 .在 高 频 条 件 下 , 电 
磁 流 体力 学 (EMHD) 基 本 方程 组 的 解 等 效 于 相对 论 的 “Vlasov 方程 ”的 解 , 而 等 炳 
MHD 方程 或 等 粹 EMHD 方程 也 有 其 适当 的 HD 表象 .因而 ,( 非 相对 论 的 或 相对 论 
的 )“Vlasov 方程 ”, 等 粹 MHD 方程 或 等 粹 EMHD 方程 , 同 ( 非 相 对 论 的 或 相对 论 
的 ) 等 粹 HD 方程 是 互通 的 . 为 了 求解 “Vlasov 方程 ”和 等 炉 MHD 方程 或 等 炉 
EMHD 方程 ,可 以 首先 求解 等 焙 HD 方程 ,然后 再 由 等 米 HD 方程 的 精确 解 来 构造 
“Vlasov 方程 ?和 等 焙 MHD 方程 或 等 焙 EMHD 方程 的 精确 解 . 

1. 等 炉 MHD 方程 组 的 HD 表象 

(1+3) 维 HD 方程 组 可 以 被 写成 4 维 张 量 的 形式 : 

dTy=0 ash = T0273) (5.271) 
式 中 
Tsp = pvoyp + PE 
Gap = 0。8 — 0046 
08 为 4 维 Kronecker 符号 ,P 为 流体 密度 ,p 为 流体 压强 ,v。(a =1,2,3,4) 为 4 维 流 


速 , 在 非 相 对 论 条 件 下 取 Va = Pe = l,Xx, = (xxst)(k=1,2,3;a =1,2,3,4), 


ding7.s = (+,+,+,+). 
低频 条 件 下 的 非 相 对 论 “Vlasov 方程 "的 解 ,等 效 于 (1 + 3) 维 等 粹 MHD 方程 组 
的 解 .(1+3) 维 等 粹 MHD 方程 组 为 
ak = 0 
QP + 9k (Pve)= 0 
(91 + vi H; = (Hi9r )vi — Hi (9rve) (5.273) 


(BD.212) 


Se 13, ( pants 
(9 + ywkat)wi = Fio Ha)H, poi(P 人 


方程 组 (5.273) 式 也 可 以 被 写成 4 维 张 量 的 形式 : 
ls (wp = L234) GD 
9pxrop = 0 


式 中 
/ 1 / 
Tie = Pyove + p68— 让 (HH 35H’ 6 ) 


Xap = Hove -万 pv。 ‘ 


H, = 0 
P 为 磁 流 体 密度 , P 为 磁 流 体 压强 ( 当 外 力 有 势 时 可 将 势能 加 入 这 一 项 ), H, (a=1， 
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2,3,4) 为 4 维 磁场 强度 . 
由 于 T% 是 对 称 张 量 , 故 (5.275) 式 的 第 一 式 可 以 被 改写 为 
H. WR Hv 
Tp = p (ov + lz Ss) (me + ia + (p+ 8 ) 6% (5.276) 
式 中 ck(K=1,2) 为 Pauli 矩阵 ,服从 


GkOL + Giok = 2 (5,.277) 
今 
Vs = olVoe + 102 H, 
a V4rp (5.278) 
A 


并 注意 到 :GD 由 4 维 能 量 -动量 张 量 Te 导出 HD 的 Euler 方程 时 ,不 涉及 运动 学 关 
系 vi = 人 Sk (k=1,2,3), 即 在 动力 学 中 速度 vi 与 坐标 xx 之 间 是 相互 独立 的 ; 


©@ vi = ov +i1os SS vs = 三 01. 于 是 ,可 得 到 结论 :等 焙 MHD 方程 组 的 HD 


V4npe 
表象 是 等 简 HD 方程 组 
9p7 > 二 0 
| f (asB = 二) (5.279) 
gpxap = 0 


式 中 
人 = OVoy +p"6 op (5.280) 
rp = Havi — Haeve 
而 v* 和 p* 的 定义 如 (5.278) 式 所 示 . 而 且 , 一 旦 v? 解 出 后 , 则 关于 磁场 Hi 的 方程 
是 线性 的 .因而 等 MHD 方程 组 的 求解 完全 归结 为 等 粹 HD 方程 组 的 求解 . 
此 外 ,由 (5.278) 式 可 得 


2 
ee 本 (5.281) 
六 -| 全 = = hi+ | 运 中 本 -= ht+ ES 
/a 8r0 
式 中 
二 过 | 实 (5.282) 
是 流体 的 “ 灼 ”. 


2. 等 EMHD 方程 组 的 HD 表象 
高 频 条 件 下 不 能 忽略 Maxwell 位 移 电 流 ,因而 高 频 条 件 下 “Vlasov 方程 ”的 解 ， 
等 效 于 (1 + 3) 维 等 EMHD 方程 组 的 解 . 
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等 焙 EMHD 的 4 维 能 量 -动量 张 量 为 
To = (p+ euoug + Pio 一 二 FaFa(6uw8a ~ T6062) (5.283) 
Lo 4 


式 中 pm 为 真空 导 磁 率 ,下 ,为 电磁 场 张 量 ,p 为 电磁 流体 的 压强 ,e 为 电磁 流体 的 固 
有 内 能 密度 ,x。(a=1,2,3,4) 为 4 维 速度 ， 


(k 一 1,2,3;5a 一 1 2 3 4) (5.284) 


而 pxc(K=1,2,3) 为 3 维 速度 ,8 = BiB .在 相对 论 条 件 下 取 x。= (x ,ict ), 度 规 为 
7o8=(+1,+1,+1, 一 1). 注 意 ,在 讨论 相对 论 问题 的 时 候 , 一 般 来 说 ,应 当 将 对 时 
间 t 的 导数 换 成 对 “ 原 时 ”r 的 导数 ,此 缘由 于 满足 相对 论 的 公式 必须 是 “ 协 变 ”( 即 
“相对 论 不 变 ”) 的 所 致 .相对 论 公 式 相 对 于 “ 非 相 对 论 公式 ”的 变形 ,就 是 由 “将 对 时 
间 + 的 导数 换 成 对 “ 原 时 ”zt 的 导数 ”引起 的 . 

引入 新 的 p" ,e" 和 新 的 4 维 速 度 wy : 


ps 


4Hpo 
1 
”= ee 一 一 -FF 
e e 下 op op (5.285) 
| Eg 
Us = 17Y1iU,。 + YXzM8 
VrHow 
式 中 w 为 不 变量 ,而 7Y, (a = 1,2,3,4) 是 “Dirac 矩阵”: 
一 * 十 t= 十 
包 ee (5.286) 
Yeyp + Yayoa = 20。p 


于 是 ,由 于 Ti 是 对 称 张 量 ,并 根据 与 前 面相 同 的 考虑 ,又 可 得 到 结论 :等 业 
EMHD 方程 组 的 HD 表象 是 相对 论 的 等 粹 HD 方程 组 
fasT*s = 0 
人 由 (5.287) 
Top = (p" +e”)usui + p' Op 
而 p* ,e* 和 ws 的 定义 如 (5.282) 式 所 示 ， 而 且 , 一 旦 xz 解 出 后 , 则 关于 电场 Ek 
和 磁场 HH 的 方程 是 线性 的 .因而 等 焙 EMHD 方程 组 的 求解 完全 归结 为 相对 论 的 等 
焙 HD 方程 组 的 求解 . 
此 外 ,由 (5.284) 式 的 推广 


(5.288) 
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可 算得 
2 es 1 ] + FeaF sp 
N 1-BB: Vi-Aa jow 
] 2 
人 (5.289) 
VI BRN ow 
其 中 用 到 了 FgFsas=2CH? -EE). 
3. 讨论 


(1) 由 此 ,又 可 以 得 到 “等 离子 体 ”Vlasov 方程 的 HD 表象 .具体 不 再 袭 述 ,可 参 
阅 沈 惠 川 “Vlasov 方程 的 精确 解 ”(Acta Mathematica Scientia 数学 物理 学 报 ,1996， 
16(1) :40 一 47). 

(2) 由 于 “等 离子 体 ”Vlasov 方程 与 等 炉 MHD 方程 组 或 等 焙 EMHD 方程 组 是 
完全 等 价 的 ,而 等 粹 MHD 方程 组 或 等 粹 EMHD 方程 组 又 可 以 被 化 成 HD 方程 组 
的 形式 ,因而 只 要 求 得 了 HD 方程 组 的 精确 解 , 就 等 于 求 得 了 “等 离子 体 ”Vlasov 方 
程 的 精确 解 . 

(3) 另外 ,由 于 “Vlasov 方程 ?是 Boltzmann 方程 在 无 “碰撞 项 ”时 的 特例 ,又 可 
视 为 Loiuville 方程 当 Hamiltonian 为 带电 粒子 总 能 量 时 的 特例 .因而 由 HD 方程 组 
的 精确 解 又 可 以 构造 Loiuville 方程 的 “ 特 解 ?或 Boltzmann 方程 的 一 级 “近似 解 ”. 

(4) 有 些 物 理学 家 不 熟悉 或 不 喜欢 解 算 HD 方程 组 ,从 以 上 分 析 可 看 出 ,对 作为 
等 炉 MHD 方程 组 (或 等 粹 EMHD 方程 组 ) 与 “Vlasov 方程 > 之 间 的 桥梁 或 中 介 这 种 
功能 来 说 ,HD 方程 组 是 可 以 被 省 略 的 ;但 作为 求解 等 焙 MHD 方程 组 (或 等 炉 
EMHD 方程 组 ) 和 “Vlasov 方程 ”的 辅助 手段 来 说 ,求解 HD 方程 组 又 是 必 不 可 
少 的 . 

(5) 利用 变换 (5.278) 式 或 (5.285) 式 ,并 令 其 中 的 流速 和 流体 密度 为 零 , 即 可 得 
到 电磁 场 变 量 ( 如 电场 强度 、 磁 感 强度 等 ) 与 流体 动力 学 变量 之 间 的 关系 ,从 而 可 以 
反 过 来 将 流体 动力 学 的 Euler 运动 方程 化 为 经 典 电动 力学 Maxwell 方程 组 的 形式 . 
用 这 种 方法 得 到 的 二 者 之 间 的 变换 ,要 比 H. Mamanis 在 1998 年 得 到 的 变换 
(5.269) 式 和 (5.270) 式 来 得 严格 和 漂亮 . 


5.7.4 量子 力学 
量子 力学 Schrodinger 方程 是 
ih 2 = [起 w+ VOxi) (5.290) 
其 解 为 


y = Rexp (5 ) (5.291) 
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式 中 R = R(xx，,t), 甩 为 单位 作用 量 ; 则 将 (5.291) 式 代入 方程 (5.290) 式 后 ,分 开 其 


虚 部 和 实 部 得 到 下 面 两 个 方程 
+aRVS+TVR.VS=0 
.292 
A (5.292) 
| at 2m 2m R 
在 (5.292) 式 的 第 一 个 方程 中 设 
R = p 
| (5.293) 
m 
则 第 一 个 方程 成 为 
3 + (pve)= 0 (5.294) 


其 中 (5.293) 式 中 的 第 二 式 正 是 “de Broglie 向 导 公 式 ”, 而 (5. 294) 式 正 是 流体 动力 
学 的 连续 性 方程 . 


将 “de Broglie 向 导 公式 ”= 代入 (5.292) 式 的 第 二 个 方程 中 ,得 到 


dE | En 
We m+ vv | V(V+0O) (5.295) 
式 中 
_h*? VR 


就 是 由 L. de Broglie 于 1927 年 首先 发 现 、 被 D. B6hm 于 1952 年 重新 得 到 的 “量子 
势 ”( 参 阅 第 1 章 1.5 节 ). 

但 是 这 种 “量子 势 " 诠 释 与 流体 动力 学 的 连续 性 方程 (5. 294) 式 并 不 配套 .正确 
的 诠释 是 将 (5.295) 式 理解 为 流体 动力 学 中 的 Euler 方程 


av 区 V 
+ (vy Vv = V (= h (5.297) 
式 中 
-hh VR 


就 是 E. Madelung 和 高 林 武 诊 (T.Takabayasi) 经 常 使 用 的 “(等 灼 ) 量 子 炊 ”. 
E. Madelung 和 高 林 武 彦 有 时 候 将 (5.295) 式 写成 
+ (国王 -jw -2 (+ (5.299) 
式 中 
h? pa 9zln 尺 
2ra2 axiaxi 


Ok 一 


(5.300) 
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是 所 谓 的 “量子 应 力 ”. 

当然 ,Euler 方程 所 描述 的 是 “ 干 水 ”, 并 非 真 实 的 流体 . 

讨论 : 

(1) 如 果 Hamilton-Jacobi 方程 ( 即 (5.292) 式 的 第 二 个 方程 ) 被 理解 为 流体 动力 
学 中 的 Euler 方程 的 话 , 则 量子 力学 的 “ 系 综 诠释 ”是 最 合适 不 过 的 了 .尽管 写 出 来 的 
Hamilton-Jacobi 方程 貌似 单个 粒子 ,但 实际 上 只 是 “ 系 综 ” 中 的 一 员 , 这 种 做 法 可 以 
与 统计 力学 中 的 雷同 .量子 力学 本 来 就 是 统计 性 的 理论 . 

(2) (5.296) 式 的 存在 ,就 是 B6bhm“ 量 子 势 诠 释 ” 的 出 发 点 . 当然 , (5. 298) 式 或 
《5.300) 的 存在 则 是 量子 力学 “ 系 综 诠释 ”的 出 发 点 ， 

关于 量子 力学 的 流体 动力 学 表象 ,巴黎 矿 务 学 校 的 D. Fargue 教授 认为 :首先 ， 
流体 动力 学 表象 中 的 “向 导 公 式 ” 与 “de Broglie 向 导 人 公式? 是 有 微妙 差别 的 .“de 
Broglie 问 导 公式 ”中 的 速度 的 的 确 确 是 粒子 的 速度 ,而 流体 动力 学 表象 中 的 “向 导 公 
式 ” 中 的 速度 则 是 流 线 在 空间 各 处 的 “当地 速度 ”. 其 次 ,在 流体 动力 学 表象 中 “粒子 
不 见 了 ”(Fargue 认为 ,这 其 中 还 有 许多 问题 可 探讨 )! 第 三 , 它 未 能 涉及 “量子 应 力 ” 
或 “量子 炊 ”在 较 深层 次 中 的 物理 机 理 .最 后 ,与 B6hm“ 量 子 势 诠释 ”一 样 ,在 流体 动 
力学 表象 中 , “量子 几率 ”的 形式 未 变 . 

D. Fargue 教授 的 分 析 , 再 一 次 触及 了 什么 是 “Euler 描述 ”什么 是 “ 系 综 理 论 ” 
这 一 统计 力学 赖 以 建立 的 关键 (核心 ) 问 题 ! 再 一 次 触及 了 量子 力学 到 底 应 该 是 
“Copenhagen 诠释 ”还 是 “ 系 综 诠释 ”这 一 敏感 (灵魂 ) 问 题 ! 


习 题 


【 题 5.1】 已 知 :1 维 “ 前 瞻 ?Boltzmann-Gibbs 方程 为 

a 

二 +[Le,fj=-— | jr ap® 
求证 :1 维 “ 前 脆 ”Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 是 


AV 
a 2 i (1) 
fp,t)= A sech (ut ub) 


A 


【 题 5.2】 已 知 :1 维 “ 后 顾 ”Boltzmann-Gibbs 方程 为 


af a 
+ [Le]= | 六 edp 


求证 :1 维 “ 后 顾 ”Boltzmann-Gibbs 方程 的 精确 解 是 
BV'u, -~ 


a i 2 
f= fpB,t) = B sech (wt + a) 
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{ 题 5.3】 已 知 :3 维 “ 前 脆 ”Boltzmann-Gibbs oe 
a [EEE fj=- 总 (加 yh 1) We de 
求证 :3 维 “ 前 瞻 ?Boltzmann-Gibbs Wo 


三 沁 7 Be (2c ) sech2z(wt — Be) 


z 【 题 5.4】 已 知 ;3 维 “ 后 顾 ?Boltzmann-Gibbs 方程 为 
af 站 3 
9 ,ca 0 (my aaee 
求证 :3 维 * 后 顾 ”Boltzmann-Gibbs I 


f= 2Y A BE (2 ) sechz(wof + Be) 


【 题 5.5】 已 知 :分 布 函 数 是 严格 的 Maxwell-Boltzmann 分 布 ; 
求证 :其 “Boltzmann”H 函数 是 极 小 值 . 


【 题 5.6】 已 知 :两 块 无 限 大 的 金属 板 相距 为 1, 电位 差 为 ;金属 板 中 间 有 厚度 为 ! 的 气体 
层 , 具 有 NN 个 带电 为 e 的 粒子 ;电流 强度 为 10 . 
求 :气体 分 子 的 速度 分 布 律 . 
3 
答 : f= 二 (器 六 eppc- BeV).exp(- 积 [ev 一 122 + vi+ v3]) 
式 中 


b= |epc- pev)TTdm 
【 题 5.7】 已 知 :金属 中 所 有 电子 以 相同 的 速率 (v) 运 动 , 并 在 每 一 时 间 间 踊 r 内 各 电子 被 各 
向 同性 地 散射 ,散射 后 每 个 电子 具有 的 能 量 正 好 等 于 发 生 散射 处 每 个 电子 的 内 能 wx; 电子 气体 的 


密度 为 p, 电 子 距 原点 的 距离 (平均 自由 程 ) 为 4. 
求 : 电 子 气体 的 热传导 系数 «. 


答 :ec= 本 CO(v)hcy 


【 题 5.8】 已 知 :在 半导体 中 ,电子 的 能 量 为 e= ap “, 式 中 m 为 电子 的 有 效 质量 .电子 的 电 


荷 为 ,系统 外 有 一 恒定 ,均匀 的 弱电 场 E, 电 子 数 密度 为 n= 翁 , 弛 瑰 时 间 为 +. 
求 :(1) 电导 率 o 的 计算 公式 ; 
(2) 当 弛 殉 时 间 为 rCv) = 艰 ( 式 中 A 是 常数 ) 时 的 电导 率 o. 
答 :(1) 
o 二 aEF| fdvdvdv 
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(2) 
nAe’ 


"3 

【 题 5.9】 已 知 :金属 电子 服从 Fermi 分 布 ;电子 的 有 效 质量 为 m ,电子 的 电荷 为 e, 电 子 数 密 
度 为 n= 他; 弛 瑰 时 间 为 zi. 

求 :电导 率 0. 


2 
PE tr 
答 :c En 


【 题 5.10】 已 知 :y，V《v。w) =0, 式 中 v 是 独立 于 r 的 动力 学 变量 ; 
求证 :(1) 有 方程 组 


. 0 一 


Ve*y 
avy 好 _ 9v9 .avy _ 9vy .9% 时 


OX3 dX2 DX) OX3 9dXo gxi1 


即 
ga 3m\、 
(Ge Tan | 
(2) 上 述 方程 组 的 解 是 
yo =aG+wOXxr 
式 中 a 和 wmw 均 为 常 矢量 . 


【 题 5.11】 已 知 :环形 截面 管道 的 内 外 半径 分 别 为 a 和 b ,管道 的 长 度 为 1; 压强 p 为 常数 . 
求 :管道 内 的 流动 (流速 v 和 流量 Q). 


答 : 
AP 2 ,b:-a’, /rr 
yv = 一 -|b52-r+ 二 一 4lnl 一 
可 | mt (| 
pe Be f qd TAP p4 1 (bb:—a’?)? 
= 2Zrplrvdr = 到 ee 
| zi mn( 之 ) | 


【 题 5.12】 已 知 :椭圆 截面 管道 的 长 半 轴 为 a, 短 半 轴 为 b, 管 道 的 长 度 为 !; 压 强 p 为 常数 
(以 管道 方向 为 xi 轴 建 立 坐 标 系 , 设 压 强 梯度 为 - 9P). 
求 :管道 内 的 流动 (流速 v 和 流量 Q). 


答 : 
- Ap 《ab)? /| _ 得 -区 
tl a’ 让 
O = TAPp ab) 
dul a:+b’ 


【 题 5.13】 已 知 :半径 为 a 的 柱 面 以 速度 4 在 半径 为 b 的 同 轴 柱 面 内 运动 . 
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求 :两 柱 面 之 间 流 体 的 流动 (流速 v). 
答 : 


每 个 柱 面 单位 长 度 上 的 摩擦 力 都 是 2rw 


mn( 二 ) 


【 题 5.14】 已 知 :半径 均 为 a 的 平面 圆 盘 相距 为 !; 两 圆 盘 之 间 充 满 流 体 ,并 且 两 圆 盘 之 间 以 
等 速 u 排 开 流体 而 靠近 ; 径 向 外 界 压强 为 po. 
求 :两 圆 盘 运动 所 受到 的 阻力 F. 


答 :p=po+3hCa?-r?) 


运动 圆 盘 所 受到 的 总 阻力 是 = 3xpu a 


【 题 5.15】 已 知 :磁场 瓦 , 磁 流体 的 质量 密度 p; 流 线 的 线 元 为 ;电导 率 为 6. 
求证 : 当 oo 时 ,有 磁 流 体 的 “冻结 效应 ” cc 1， 


第 6 章 非 平衡 态 统计 力学 的 随机 理论 : 


Brown 运动 


不 可 逆 过 程 的 研究 依照 三 个 相互 联系 的 层次 进行 .我 们 可 以 从 宏观 物理 ,特别 

是 热力 学 和 分 支 理 论 的 观点 来 探讨 它们 .我 们 也 可 以 从 涨 落 理论 的 观点 来 研究 它 

们 ,这 种 观点 在 可 能 会 有 新 的 结构 出 现 的 情况 下 显然 是 重要 的 .但 是 对 我 来 说 ,最 有 

挑战 性 的 问题 可 能 是 第 三 方面 , 它 与 在 经 典 或 量子 物理 的 一 般 定律 中 庶 入 不 可 逆 性 
有 关 . 这 方面 的 探索 研究 是 非 平衡 态 统计 力学 的 基本 核心 . 

一 一 I. Prigogine:《 非 平衡 态 统计 力学 》 


目前 对 非 平衡 态 所 取得 的 进展 是 发 现 过 去 的 趋向 平衡 的 理论 不 正确 ,纠正 了 一 
些 错误 ,但 问题 并 没有 很 好 地 得 到 解决 . 
一 一 李 政道 《统计 力学 》 


由 于 非 平 衡 态 统计 力学 问题 的 高 度 非 线 性 和 高 度 复杂 性 ,在 “ 动 理学 理论 ”中 通 
过 Boltzmann 方程 (或 进一步 通过 Navier-Stokes 方程 ) 实 际 上 已 无 法 得 到 精确 的 分 
布 函 数 , 因 而 采取 的 真实 基本 策略 是 和 逐 级 引入 各 种 符合 物理 问题 需要 的 假设 和 近 
似 .此 外 ,在 “ 动 理学 理论 ”中 尽管 由 Boltzmann 方程 所 得 到 的 分 布 函数 具有 “几率 ” 
的 特征 ,但 计算 方法 本 身 仍 然 具 有 强烈 的 为 经 典 力 学 所 规定 的 确定 性 方法 特征 , 严 
格 说 来 它 并 非 是 彻底 的 “几率 性 ?理论 .更 有 甚 者 “传统 Boltzmann 方程 ”只 是 
“Euler 描述 ”的 统计 力学 与 “Lagrange 描述 ”的 气体 运动 论 之 间 的 “杂交 ”品种 ,没有 
任何 “严格 性 ”可 言 .物理 学 家 (或 许 首 先是 数学 家 ) 认 为 ,既然 统计 力学 打 一 开始 就 
采取 分 布 函数 的 概念 而 没有 想 获得 绝对 确定 性 结论 的 念头 ,何不 干脆 从 一 开始 就 将 
系统 中 发 生 的 事件 当 作 “随机 事件 ?来 处 理 ? 何不 干脆 从 一 开始 就 将 发 生 的 过 程 当 
作 “ 随 机 过 程 ”?” 这 样 做 岂 不 更 省 事 、 在 数学 上 更 严格 ? 于 是 便 出 现 了 非 平衡 态 统计 
力学 的 “随机 理论 ”. 

妙 的 是 ,由 非 平衡 态 统 计 力学 的 “随机 理论 ”得 到 的 物理 学 结果 竟然 与 由 非 平衡 
态 统计 力学 的 “ 动 理学 理论 ”得 到 的 物理 学 结果 完全 相同 ! (当然 其 “诠释 ”完全 
不 同 !) 

非 平衡 态 统计 力学 的 随机 理论 ,实际 上 也 是 “统计 学 ”与 “经 典 力学 ”或 “量子 力 
学 "(实际 上 是 “ 非 相 对 论 ” 的 “经 典 力学 ”或 “ 非 相 对 论 ” 的 “量子 力学 ”) 的 完美 结合 . 
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光 赁 “统计 学 ”或 “随机 理论 ”的 统计 学 一 家 ,是 不 可 能 得 到 “ 非 平 衡 态 统计 力学 ”的 . 
问题 是 ; “经典 力学 ”或 “量子 力学 ”在 什么 时 候 进 入 “统计 学 ? 才 算 合适 ? 在 “ 非 平 稀 
态 统计 力 学 的 动 理学 理论 ”中 ,经 典 力 学 ?或 “量子 力学 ?在 很 早 ( 引 入 “ 相 空 间 ” 时 或 
至 迟 在 引入 Hamiltonian 时 ) 就 已 进入 “统计 学 ”中 了 .但 是 在 “ 非 平 衡 态 统计 力学 的 
随机 理论 ”中 ,首先 关心 的 是 “随机 理论 ”的 统计 学 的 自我 完善 ,然后 再 在 讨论 具体 问 
题 时 引 人 “ 经 典 力 学 ”或 “量子 力学 ”, 其 中 最 典型 的 具体 物理 问题 就 是 Brown 运动 . 

众所周知 ,直接 证 明 分 子 原子 存在 的 实验 是 Brown 运动 实验 . R. Brown(1773 
一 1858) 是 19 世纪 初叶 的 一 位 植物 学 家 .他 于 1827 年 在 显微镜 下 观察 到 液体 中 基 浮 
的 小 质点 (花粉 ) ,有 不 规则 的 运动 .这 些 运动 完全 是 无 规 的 ,故而 不 可 能 是 由 流体 的 
对 流 造成 的 . Brown 发 现 这 些 质点 的 速度 , 随 液体 的 黏 性 减 小 而 增 大 . 同时 ,质点 的 
体积 越 小 则 其 速度 也 越 大 . Brown 认为 ,这 一 现象 ,是 由 于 质点 受到 液体 分 子 各 向 异 
性 的 碰撞 而 产生 的 .他 自述 道 :“ 当 我 检查 浸泡 在 水 中 的 粒子 的 形态 时 ,我 发 现 其 中 
许多 粒子 在 明显 地 运动 ,这 些 运动 使 我 满意 地 确信 …… 它 们 既 不 是 由 液体 流动 引起 
的 ,也 不 是 由 液体 的 逐渐 蒸发 引起 的 ,而 是 起 因 于 粒子 本 身 所 引起 的 .” 

Brown 对 “Brown 运动 ”的 解释 ,得 到 1905 年 Einstein 的 理论 以 及 1908 年 
P.Langevin(1872 一 1946) 的 理论 和 1908 年 J. B. Perrin(1870 一 1942) 实验 的 支持 . 
Perrin 由 此 计算 出 水 分 子 的 大 小 和 Avogadro 常数 的 准确 值 .在 Einstein 的 理论 发 
表 后 不 久 的 1906 年 ,又 有 更 为 数学 化 M. Smoluchowski 的 理论 发 表 . 于 是 ,有 关 
“Brown 运动 > 的 解释 , 常 被 称 为 Einstein-Smoluchowski 理论 (简称 为 
Smoluchowski 理论 ). 

A.N.Kolmogoroff (或 A.N. Kolmogorov, 1903 一 1987) 由 “Smoluchowski 方 
程 ? 出 发 ,以 “Brown 运动 ”中 的 悬浮 粒子 为 研究 对 象 ,导出 了 著名 的 “Fokker-Planck 
方程 ”, 从 而 将 “Fokker-Planck 方程 ”的 建立 奠定 在 “随机 过 程 理论 ”的 牢固 数学 基础 
之 上 .“Fokker-Planck 方程 ”的 导出 还 可 以 以 “ 非 平衡 态 统计 力学 动 理 学 理论 ”中 的 
Boltzmann 方程 出 发 点 .这 除了 说 明 这 二 者 是 相通 的 之 外 ,还 说 明了 “ 非 平衡 态 统计 
力学 动 理学 理论 ”与 “ 非 平 衡 态 统计 力学 随机 理论 ”之 间 其 实 也 是 相通 的 .“Fokker- 
Planck 方程 ”不 仅 是 非 平衡 态 统计 力学 “随机 理论 ”中 的 最 主要 和 最 主干 的 基本 方程 
(其 地 位 相当 于 Boltzmann 方程 在 非 平衡 态 统计 力学 “ 动 理 学 理论 ”中 的 地 位 ) ,而 且 
与 描述 “Brown 运动 ”的 “Langevin 方程 ?完全 一 致 . 

“Langevin 方程 "是 一 个 比较 简易 的 力学 方程 ,求解 起 来 很 方便 ,这 就 为 求解 
“Fokker-Planck 方程 ?提供 了 参照 .另外 ,由 于 “Langevin 方程 ”与 量子 力学 
Schrodinger 方程 在 结构 上 很 相似 ,因而 E. Nelson 和 L. de la Pena-Auerhach 将 二 

合 二 为 一 ,提出 了 一 个 所 谓 “Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 ”, 其 中 的 "Einstein 
过 程 ” 就 类 似 于 “Langevin 方程 ”, 而 “de Broglie 过 程 ? 则 是 量子 力学 Schr6dinger 方 
程 .“Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 "的 出 现 , 标 志 着 “量子 力学 随机 诠释 ”或 “ 随 
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机 力学 ”的 建立 . 

实际 上 ,R.P. Feynman 的 量子 力学 “路 径 积 分 表象 "也 正 是 利用 了 “Langevin 方 
程 与 量子 力学 Schrodinger 方程 在 结构 上 很 相似 ”这 一 点 . 

当然 ,由 于 “Fokker-Planck 方程 ”与 “Langevin 方程 > 之 间 是 相通 的 ,因而 
“Fokker-Planck 方程 ”与 量子 力学 Schr6dinger 方程 之 间 也 是 相通 的 . (同时 说 明了 
“Fokker-Planck 方程 >,“Langevin 方程 >,“Boltzmann 方程 ”与 量子 力学 
Schrodinger 方程 一 样 ,都 是 “ 非 相 对 论 ” 的 .) 于 是 ,在 "量子 力学 随机 诠释 ”或 “随机 
力学 ”中 ,基本 方程 不 再 是 Schrodinger 方程 而 成 了 “Fokker-Planck 方程 ”. 令 人 瞩目 
的 事 不 是 Schrodinger 方程 与 “Fokker-Planck 方程 > 之 间 的 数学 变换 , 而 是 
Schrodinger 方程 和 “Fokker-Planck 方程 ?对 同一 物理 学 事件 的 不 同 “诠释 ”. 这 才 是 
“量子 力学 随机 诠释 ”或 “随机 力学 ”的 精髓 所 在 ! 

撤 开 量子 力学 的 “诠释 ”不 谈 , 仅 “量子 力学 Schrodinger 方程 与 Fokker-Planck 
方程 是 相通 的 ”, “量子 力学 Schrodinger 方程 与 Brown 运动 "Langevin 方程 是 同一 
个 “随机 力学 ”的 两 个 方面 "这 两 点 而 言 , 就 已 经 为 求解 “Fokker-Planck 方程 ?和 求解 
“Langevin 方程 ”提供 了 诡 新 的 数学 方法 . 


6.1 Fokker-Planck 方程 


有 关 Fokker-Planck 方程 的 讨论 ,最 出 色 的 书 是 H. Risken 所 着 《The Fokker- 
Planck Equation: Methods of Solution and Applications》 (Springer-Verlag, 1984; 
书 前 有 H. Haken 所 写 的 “ 序 ”). 黄 祖 治 和 丁 鄂 江 的 《 输 运 理论 》( 科 学 出 版 社 , 1987， 
2008) 也 是 一 本 不 错 的 参考 书 . 


6.1.1 Fokker-Planck 方程 的 导出 


1. Kolmogoroff 的 推导 

(1) 一 般 性 说 明 

按照 A.N.Kolmogoroff 的 原始 定义 , 某 悬 浮 粒 子 于 初始 时 刻 to、 初 始 位 置 xo 
转变 至 上 时刻、 位 置 在 x 一 x+ dx 区间 的 几率 应 记 为 W(x,t |xo,to)dx( 按 概率 论 ， 
应 该 记 为 Ws (x,t|xo,to), 下 标 2 表示 有 (x,t|xo,to) 两 种 状态 .为 简化 书写 计 ， 
这 里 略 去 下 标 2); 或 者 ,此 悬浮 粒子 于 初始 时 刻 to 、 初 始 位 置 xo 、 初 始 速 度 uo 转变 
至 t+ 时刻, 位 置 在 x 一 x + dx 区 间 、 速 度 在 ww 一 u + du 区 间 的 几率 应 记 为 
W(x,u,t|xo,Uuo,to)dxdu .在 后 一 个 定义 中 ,考虑 了 速度 的 因素 .有 时 候 , 若 仅仅 
须要 考虑 速度 的 因素 , 则 可 将 位 置 的 因素 略 去 .由 Kolmogoroff 的 第 一 种 定义 ,可 得 
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Smoluchowski 方程 (M. V. Smoluchowski) 
W(x,t|xo,to) 一 | W(x,t| Xist1) WX ti | xos to)dxi (6.1) 


满足 方程 (6. 1) 式 的 几率 过 程 被 称 为 “Markoff 过 程 ” 或 “Markoff 链 ”(A. A. 
Markoff 或 A. A. Markov,1856~1922). 

“Markoff 过 程 ” 的 特点 是 :所 研究 的 系统 在 t 时 刻 的 几率 只 与 系统 在 前 一 时 刻 
的 情况 有 关 , 而 与 系统 的 历史 无 关 . 在 (6.1) 式 中 ,“Markoff 过 程 ” 的 这 一 特点 表现 
在 : W (x,t|xi,ti1) 只 与 (xi,t1) 有 关 , 而 与 (xo,to) 无 关 . Brown 运动 属于 
“Markoff 过 程 ”. 

Kolmogoroff 指出 ,当下 列 条 件 满足 时 : 

WCxyti|lxoyto) 二 0 


| Woxst | xoto)dx = 1] (6.2) 
lim | W(x,t|xo,to)dx = 0 ft 是 任意 正 数 ) 


m 工 | (xl — XIIW(xi,t + Bt|x,t)dx1 = a(x,t) 


A->0 AI 
| xi x | 一 分 
lim i | (Xx1— xXx) W(xi,st + Ot|x,t)dx = b(x,t) (6.3) 
M0 At 
| x x| = 
im | (X1 — XxX)"W(xi,t + dtlx,t)dxi = 0,n > 2) 
At—=0 At Ee 
*] 于 
则 以 下 Fokker-Planck 方程 成 立 : 
i 
3 十 3x ‘aoW) 7 axi (PW)= 0 (6.4) 


条 件 (6.2) 式 是 肯定 满足 的 ;条 件 (6.3) 式 则 要 视 具 体 问 题 而 定 , 但 是 在 Brown 
运动 问题 中 它 必定 也 是 满足 的 . 
注意 :(6.4) 式 中 的 W, 按 概率 论 应 该 写成 Wi (x,t) ,下 标 1 表示 有 《x,t) 一 种 
状态 . 而且 根据 定义 ,有 
WiCzy1D)= | Was (zytl may)dzi (6.5) 


为 简化 书写 计 , 这 里 略 去 下 标 1. 实 际 上 ,是 Wi 还 是 W, 从 其 表达 式 或 所 满足 的 方 
程 就 可 以 看 出 来 而 不 会 造成 混 消 . 
香 仅 仅 考虑 速度 的 因素 ,而 将 位 置 的 因素 略 去 , 则 代替 条 件 (6.3) 式 的 是 : 
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lim 过 | cu — UW(u, ttetlu,t)du = A(u,t) 
At=0 AI 


(6.6) 
lim | (U1 一 1&)2Cui t+8l ti)duil = BC(u,t) 
At-=0 At 
于 是 所 得 的 Fokker-Planck 方程 是 
ow 9 1 2 加 


若 再 将 条 件 (6.3) 式 和 (6.6) 式 合 在 一 起 : 


lim (Xi — XWxioust + tixsu,t dxidul = a(x,u,t) 
A=0 At 


lim 方 (ui ey uMW(xioul,t 十 6t |x,u,t)dxidui 一 A(x,u,t) 


lim 广 (Xi — XWOxXIs Ut + Ot xsust drdu = DCXU TI) 


lim 六 (ui — uu) W(xisuist + tdxsu,t dxidul = B(x,u,t) 


lim 六 (Xi 一 X)CU — UIWxioust + tixsu,t)dxidu = c(xsu,t) 
(6.8) 
则 所 得 到 的 较 一 般 的 Fokker-Planck 方程 是 


aoW .9 9 二 
a de i 


9t 


BW)- TS CcW)= 0 
(6.9) 

(2) Kolmogoroff 的 推导 

方程 (6.4) 式 (6.7) 式 或 (6.9) 式 的 推导 是 简单 的 ,但 是 其 视觉 效果 对 习惯 于 求 
解 通 常数 理 方程 的 物理 学 家 来 说 似乎 不 佳 . 

Kolmogoroff 设 B(x ) 是 一 个 正 的 有 二 阶 连续 导数 的 函数 ,而 且 当 x 一 土 w 时 
%(x) 一 0 并 很 快 使 所 有 被 讨论 的 积分 都 收敛 ,同时 当 x 一 士 o 时 B(x) 的 一 阶 导 数 
G (x)—0. 

略 去 积分 上 下 限 土 w 的 书写 ,首先 ,考虑 


| Ce x to) g(x) qx 


= lim EBTWO t+ Atl xosto)— WOx,t|xo,to) Jdx (6.10) 
其 次 ,由 于 (6.1) 式 有 
WOxst + At|xosto) = | WOxst + Atl x WOxist|xosto) dx (6.11) 
故 将 (6.11) 式 代入 (6.10) 式 后 有 
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aW(x,t | xo, to) 
| at So 


= lim | ow | | worst + At| xist W(xi,t| xo,to) dx 一 W(x,t | x0,10) |dx 
Arom 人 At 


1m 元 || ory an | Wo, T At|x,t W(x,t | xo, to)dx 
-| BOW tl xo,to) dx | 


= lim S| Woxstl xost dx[ | Bx) West + At| x,t)dxi 到 Dx) | (6. 12) 


其 中 在 第 二 步 运 算 时 将 x 与 x1 作 了 互 换 . 
再 次 ,将 B(xi ) 作 Taylor 展开 到 二 级 项 , 即 


BX1)= B(xX)+ (Xi 一 xX)D (Xx)+ 广 (xl — xX) Bx)+o (x 一 X)2 (6.13) 


第 四 ,利用 条 件 (6.2) 式 和 (6.3) 式 ,并 假设 $ 是 一 个 非常 小 的 正 数 ,由 此 可 以 计 
算出 


BxX1) W(xi,t + At|x,t)dx = OCAL) (6.14) 
| xl -x | 三 5 
和 
BX1) Wxi,t + At|x,t) dx 
| x1 -x| 一 


- | | BO)+ CA xX) (xz)+ 记 (一 Ex) IW + At| x,t) dx 


| x1-xl| 一 


= BO+ ax BC)+ CHAI + OCAL) (6. 15) 


式 中 oCA1) 的 意思 是 指 lim 元 oCAL) = 
于 是 ,将 (6.15) 式 代 人 (6.12) 式 后 有 


| 更 Cast es W(x,t xo,t0)S (ydx 


= [ecxpDe' t+ bx Bx) |WCxytlxovto)dx (6.16) 


最 后 ,利用 分 部 积分 法 ,可 将 (6.16) 式 化 为 
| We ts Wx, xo, oO) dx 


= | sm) (- 坟 [aCxs Wx tl xo,to)]+ 训 Bb Wrst) xost0) J}dx 
CH.179 
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此 即 
sco)[ 守 + 和 (aW)- 二 Es (bW) |dx = (0 (6.18) 
由 于 @ (xz) 是 任意 函数 , 故 被 积 图 数 必 为 零 , 便 得 到 Fokker-Planck 方程 
(6.4) 式 . 
(3) 讨论 


@ 实际 上 ,在 “ 非 平衡 态 统计 力学 的 随机 理论 ”中 ,应 该 说 方程 (6.7) 式 比方 程 
(6.4) 式 更 重要 ,因为 动量 或 速度 的 分 布 更 有 实用 的 意义 .但 由 于 这 两 个 方程 在 形式 
上 ,结构 上 是 差不多 的 ,而 且 对 Brown 运动 来 说 后 者 比较 合适 ,因而 常常 仅 研 究 方程 


(6.4) 式 . 
@ 严格 说 来 ,方程 (6.4) 式 可 以 被 视 为 下 列 “ 主 方程 ”的 特殊 情况 : 
OD = > (- FE) LD Cx, Wt)] (6.19) 


但 是 有 一 个 有 趣 的 所 谓 “Pawula 定理 ”保证 了 Fokker-Planck 方程 (6.4) 式 的 相对 精 
确 性 “Pawula 定理 ”指出 :为 保证 几率 分 布 函 数 W(x,t) 不 为 负 ,“ 主 方程 ”(6. 19) 
式 可 以 只 保留 一 项 至 两 项 ,否则 必须 保留 无 穷 多 项 . 

关于 “Pawula 定理 ”的 证 明 , 可 参阅 H. Risken 所 车 《The Fokker-Planck 
Equation:Methods of Solution and Applications》 和 黄 祖 洽 、 丁 鄂 江 的 4 输 运 理论 》. 

@ 将 “ 主 方程 "(6.19) 式 等 号 右边 保留 “前 两 项 ”后 ,得 到 的 Fokker-Planck 方程 
的 一 般 形式 是 

9W(xk,t) 
ot 


-半天 元 和 [bxsDWCxytO]=0 (6.20) 


式 中 ai; (xx ,1 ) 为 “漂移 矢量 ”,b; (xx ,i ) 为 "扩散 张 量 ”. 
2. 由 Boltzmann 方程 推导 Fokker-Planck 方程 
首先 ,引入 几率 分 布 函数 W(x ,uu 局 ,t)( 其 中 ux 为 速度 分 量 ) ,使 得 


Wn Cxin, i Wf" (x, UA 1 ) (6.21) 


式 中 f(x 局 ,wu 引 ,t) 为 “Boltzmann 分 布 函数 ”;i=1,2,…,n 是 “组 分 ”的 编号 ,而 
n 是 “组 分 ”的 总 数 ;N 中 是 “组 分 ”i 中 “粒子 ”的 总 数 ( 它 不 同 于 N);k = 1,2,3( 注 意 
i 与 上 之 间 的 区 别 ). 

由 (6.21) 式 的 定义 ,可 以 用 Boltzmann 的 H 定理 从 “Fokker-Planck 方程 ”出 发 
来 表示 炉 5. 

其 次 ,利用 Boltzmann 方程 (5.44) 式 ,可 得 

(i) (i (i) (i) 
+ Wk Sy + Sy (二 ) ， 


十 上 


(6.22) 


438 统计 力学 


式 中 
(号 六 V Cauk We WD 一 WO WD )du) (6.23) 
再 次 ,引入 积分 


J = | 人 (号 -) dz 多 


一 = > NY Y ( m2) foc )[W® Wn — WOW Jdul? du (6.24) 


Re 方程 "(5.82) 式 ;j=1,2,…,n 也 是 “组 分 ”的 编 
号 (注意 j 与 上 之 间 的 区 别 ). 
第 四 ,采用 与 5. ti 将 (6.23) 式 改写 为 


= 一 > ND Y ( m2) [sc ) 一 Du 1 ) |W’? Wi dul? ?dud (6.25) 
第 五 ， 应 用 * Taylor had 级 小 量 , 有 


BPD) = BuDY+ (Cul? — ul) 9 中 


du 


(7) 


Cu 
式 中 1=1,2,3( 注 意 i,j 与 上 ,1 之 间 的 区 别 ). 
第 六 ,将 (6.26) 式 代 人 (6.25) 式 ,于 是 得 到 
i 1 i i 9 i i 
1 = |[Ar Cup Da 2 + 序 Bu (ul, wo Tm |W Gu? du (6.27) 
式 中 


Axr (uk )= PN? v( 2) | cu — ub WH du 


十 一 Wu) Cu 一 un ) (6.26) 


oa? 
ui au 


(6.28) 
Bn (ub? ,ui ) = 5 No V 6 ) [eu -VPC -uD WD du 
J=1 


然后 对 (6.27) 式 作 “ 分 部 积分 ”, 又 有 
7 = | mu | - 3 Fm CA We D Fm CBuW) Jaubp (6.29) 
最 后 ,比较 (6.24) 式 和 (6.29) 式 ,并 考虑 到 B (uk ) 是 任意 函数 , 便 有 


[se 三 一 了 CAkW)+ 总 jg (BuW) (6.30) 
此 即 Fokker-Planck 方程 等 号 右边 的 形式 . 将 其 代入 (6. 22) 式 ,就 得 到 Fokker- 
Planck 方程 . 
讨论 : 


(1) 这 里 的 演绎 ,说 明了 Boltzmann 方程 与 Fokker-Planck 方程 之 间 是 相通 的 . 
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(2) 另外 ,在 演绎 过 程 中 使 用 “Boltzmann-Gibbs 方程 看 来 确实 比 使 用 传统 的 
Boltzmann 方程 "来 得 简洁 (尽管 使 用 这 两 个 方程 的 效用 是 相同 的 ). 

(3) 由 于 从 Boltzmann 方程 推导 Fokker-Planck 方程 的 成 功 ,因而 前 文 提 到 的 
“Pawula 定理 ”实际 上 反映 的 是 “Boltzmann 只 考虑 了 两 个 分 子 之 间 的 碰撞 ( 即 所 谓 
二 体 碰 撞 ” ,而 对 两 个 以 上 分 子 之 间 的 碰撞 未 加 考虑 , 亦 即 Boltzmann 方程 只 适用 
于 稀薄 气体 ,而 对 高 密 气体 不 适用 ”. 

(4) 由 Boltzmann 方程 推导 Fokker-Planck 方程 的 方法 ,与 前 面 Kolmogoroff 
的 推导 方法 ,在 关键 步骤 (例如 "Taylor 展开 ”和 “分 部 积分 ”) 上 有 点 雷同 . 

3. Fokker-Planck 方程 的 简化 推导 

在 讨论 具体 的 Brown 运动 问题 时 要 引入 经 典 力 学 . 

设 一 悬浮 粒子 于 t 时 刻 在 x 一 x + dx 区 间 的 几率 为 W(x,1) ;液体 分 子 与 此 最 
浮 粒 子 之 间 的 碰撞 力 为 F; 夺 移动 系数 为 x, 则 粒子 的 移动 速度 是 

u = KE (6.31) 

如 果 分 子 的 无 规 运动 是 碰撞 产生 的 ,并 且 服 从 概率 论 的 描述 , 则 又 可 设 于 r 时 
间 间 隔 中 悬浮 粒子 被 碰撞 而 回 x 方向 移动 间距 为 x 的 几率 为 p(x). 同 时 由 于 碰撞 是 
完全 无 规 的 ,因而 有 


PpP(— xX)= P(x) (6.32) 
| 9 Gx) dx 入 (6.33) 
于 是 , 若 粒子 原来 在 x; 处 , 则 它 在 z 时 间 间 隔 中 被 碰撞 而 移 至 x 的 几率 为 
W(x1)P(x— x1) (6.34) 
而 若 粒子 原来 在 x 处 , 则 它 = 时 间 间 隅 中 被 碰撞 而 移 至 xa 的 几率 为 
由 (6.35) 
故 , 在 zt 时 间 间 隔 中 , W(x,t) 的 增加 是 
a 坊 洒 5 )= -J Wx (x Xd | W(CxzDpUxNXDdZFSAO 36) 
式 中 wx= 华 了 = FF 


证 号 右边 两 项 分 别 作 变 量 代 换 


加 = x 一 Xi 〈 对 等 号 右边 第 一 项 ) We 
x = Xil 一 Xx (对 等 号 右边 第 二 项 ) 
有 

c( 呈 7 十 下 5 ) = 一 | W(x 一 X P(x dx 一 | W(x)p (x )dx’ 
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= | Ewex — x) Wx) jp Cx) dx (6. 38) 
若 定 义 Ax 和 (Ax )? 的 平均 值 分 别 为 
《二 xp Ya — ja 一 Xi)P(X ydx’ 
(6.39) 
0 | (X )29(X')Jdx” = -J (X — x1): Px )dx 
则 因为 (一 x)= p(x)， 便 有 (Ax) =0， 即 碰撞 所 产生 的 大 x 移动 的 几率 极 小 . 
用 Taylor 展开 ,因为 
W(x -x)= Wx)-x (5 有) 让 (x)? (3)+ es (6.40) 
所 以 


| i W(x) Jjp(x dx =- (Ar) (Gr )+ CA) ) (SE) + (6.41) 


于 是 得 到 Fokker-Planck 方程 
9W ‘Ax? \9W 
BF 和 («F - T ) Ax 


CAI 


T 


W = 0 (6.42) 


Es 9 
2 DX 


讨论 : 

(1) 在 推导 的 过 程 中 ,与 前 面 Kolmogoroff 的 推导 方法 和 由 Boltzmann 方程 推 
导 Fokker-Planck 方程 的 方法 相似 ,都 用 到 了 Taylor 展开 并 上 略 去 了 3 阶 小 量 . 关于 
时 间 的 “不 可 道 性 ”由 此 产生 . 

(2) 值得 注意 的 是 ,Fokker-Planck 方程 (6.42) 式 关于 时 间 反 演 1 一 - t 无 不 变 
性 ,这 一 点 与 Boltzmann 方程 相似 .在 这 两 个 方程 中 ,都 隐 含 着 “时 间 之 矢 ”. 对 
Fokker-Planck 方程 (6. 42) 式 而 言 , 其 关于 时 间 反 演 1 一 - t 的 不 可 逆 性 来 源 于 
(6.13) 式 (6.26) 式 和 (6.41) 式 ,而 这 3 个 关系 式 均 非 由 经 典 力学 得 到 的 .注意 到 这 


一 点 ,对 于 理解 不 可 逆 性 的 产生 ,极为 重要 、. 
(3) Fokker-Planck 方程 (6.42) 式 是 以 下 “前 脆 ”“Kolmogoroff 方程 ”的 特例 : 
5 +V。 (aW)-DvV? 色 =0 (6.43) 
如 果 将 方程 (6.43) 式 等 号 左边 第 三 项 改 号 , 则 是 “后 顾 ”“Kolmogoroff 方程 ”: 
T+V (aW)+DViW=0 (6.44) 
式 中 
D = XY) (6.45) 


2r 
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是 Einstein 的 结果 . 
(4) 另外 ,Markoff 近似 下 的 随机 导数 D, 被 定义 为 
D,=u.V+DY’ 


6.1.2 Fokker-Planck 方程 对 于 Brown 运动 问题 的 应 用 


Fokker-Planck 方程 的 应 用 极 广 , 它 对 于 “Brown 运动 ”问题 的 应 用 


应 用 中 最 简单 的 一 个 . 
号 浮 粒 子 受 下 力 的 作用 ;在 统计 平衡 态 时 ,Fokker-Planck 方程 是 
aoaW WW _ 
«PF 3 -=D a 0 
若 (x，F,D ) 短 非 x 的 函数 , 则 方程 (6.47) 式 的 解 是 
W(x)= 扩 exp (多 x) 
式 中 (一 Fx ) 是 能 量 . 
将 (6.48) 式 与 Boltzmann 解 相 对 比 : 
W(x)oc exp(CBFx ) = (站 ) 
得 到 
np 1 
De 
即 
D = 后 一 keT 
于 是 


式 中 Na 为 Avogadro 常数 .公式 (6.50) 式 也 是 Einstein 的 重要 结果 . 


6.2 Perrin 的 两 个 实验 


6.2.1 第 一 个 实验 


441 


(6.46) 


只 是 其 广泛 


(6.47) 


(6.48) 


(6. 49) 


(6. 50) 


(6.51) 


(1) 在 显微镜 下 ,以 时 间 r 为 单位 ,观测 Ax 的 值 ,进而 计算 出 ( (Ax)?). 
(2) 测量 悬浮 粒子 因 重 力 而 下 降 的 “终点 速度 "v， ,进而 计算 出 移动 系数 <. 
计算 移动 系数 « 的 根据 是 流体 动力 学 中 的 Stokes 定律 , 即 : 当 流体 的 黏 性 系数 
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为 上 ,流体 密度 为 po ,球形 粒子 半径 为 a ,粒子 密度 为 时 ,有 


F = 6rpav, = Sn(p— po)g (6.52) 
因为 VvV:—u = kgF, 所 以 
(6.53) 
6r/4 


将 (6.53) 式 代入 (6.51) 式 , 即 可 计算 出 Avogadro 常数 NA. Perrin 由 此 实验 所 
得 的 Na 之 值 ,在 5.5X10” 一 8X10” 之 间 . 现 在 科学 界 公 认 的 Na =6.023X102 ,不 
是 用 Perrin 方法 测定 的 . 

6.2.2 第 二 个 实验 


(1) 在 显微镜 下 观测 悬浮 粒子 在 流体 的 竖 直 方向 (z 轴 向 上 ) 的 分 布 ,验证 了 此 
分 布 与 Laplace 定律 相同 : 
n= noexp( — 2) (6.54) 
式 中 nn 为 粒子 数 密度 . 
(2) 以 (6.53) 式 用 于 悬浮 粒子 ,必须 以 (1 - 2 代替 g. 然 后 由 (6.52) 式 测量 
Vi ,最 后 得 到 
2 9pv, 
,i 380 po) (6.55) 
从 而 确定 了 悬浮 粒子 的 平均 半径 .Perrin 所 得 到 的 平均 半径 为 &=3.67x10-5cm. 


6.3 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 
方程 的 精确 解 


6.3.1 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 
1. 一 维 线 性 Fokker-Planck 方程 


一 维 线性 Fokker-Planck 方程 是 
aW(x,1) ,9 :下 
+ azLa C(x W(x, 1)] 5 ariLb (x Wx,t)]= INT 
式 中 a (x),b(x) 与 几率 分 布 W(x,t) 和 时 间 t 无关 , 且 
b(x)0 (B57) 


若 将 Fokker-Planck 方程 写成 几率 守恒 的 连续 性 方程 的 形式 : 
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5 +V。 了 二 五 (6.58) 


则 由 (6.20) 式 得 到 的 几率 流 密 度 是 


J = aiW(xx,t)— 2 [byW (xe,t)] (6.59) 
而 对 一 维 线性 Fokker-Planck 方程 (6.56) 式 来 说 ,几率 流 密度 就 是 
J(x,t)= a (x)WCx,t)- 序 六 [bx)WCx,t)] (6.60) 
2. 一 维 线性 Fokker-Planck 方程 的 几 种 解法 
(1) 定 态 解 
定 态 问题 中 ,由 几率 守恒 的 连续 性 方程 (6.58) 式 ,有 
J(xX)= a Cx)WCx)- 训 六 [b(x)W(x)]= const (6.61) 


pt 和 lim W(x)=0, 即 ， lim J(x)=0, 从 而 (6.61) 是 等 号 右边 的 常 


W(x) = pr) dn (6.62) 
式 中 C 是 归 一 化 常数 . 
(2) 分 离 变量 法 
设 方程 (6.56) 式 的 解 可 以 被 分 离 成 
W(x,t)= W(x)exp(— Ant) (6.63) 
则 有 
Li W, =— AnW, (6.64) 
式 中 Lip 是 Fokker-Planck 算 子 : 
Lm =- -a(x)+ 注 ;A bx) (6.65) 


方程 (6.63) 式 表明 (一 4; ) 和 W, 分 别 是 Fokker-Planck 算 子 Ls 的 本 征 值 和 本 征 函 


数 .可 见 , 若 可 以 求 得 Li 的 谱 , 则 一 维 线性 Fokker-Planck 方程 的 解 即 可 得 到 . 
3， Ornstein-Uhlenbeck 过 程 
Ornstein-Uhlenbeck 过 程 指 的 是 


a(xX)=— yx 
[>0 (7Y = const.) (6.66) 
Dix)= DD = conit. 
于 是 ,相应 的 一 维 线性 Fokker-Planck 方程 成 为 
aW _ .9 S 32 W 
I y 元 (Xx W)+ x2 (6.67) 
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方程 (6.67) 式 的 解 是 


一 A = g 
W(x,t) /De 人 5 

四 7Y (x2 — Xiexp(— yr))’ 
W(xi, li | x2, tz) 2xD[1 — exp(= 771 - 2D(1 - exp(— 5 | 


(6.68) 
式 中 
r=t2-ti>0 (6.69) 
由 (6.68) 式 和 (6.69) 式 可 得 
4《X》 = | wor Dax = |xVa5exp(- 2 ox =0 
(6.70) 


十 oo 十 


《XICti)X2(Ctz)y》 -jj x2 W(x, ti | xz, ts ) dxidx 


其 中 第 二 个 平均 值 等 于 


po xz — Xiexp(~ yr) J 
A N FDI ep 2) 37 | | "ep (4 + 1 - exp( — 2yr) J aad 


= exp( - yr) (6.71) 


在 不 规定 已 和 t， 的 先后 次 序 , 则 (6.71) 式 必须 换个 写法 . 于 是 , (6.70) 式 最 后 
成 为 
(‘xX(1))=0 


or 三 exp[- Y(t1 ~ t2)] (6.72) 
在 极限 条 件 下 ,类 似 于 (6.72) 式 还 可 以 写 出 
‘x(1))=0 
ee = P312) (6.73) 


由 于 (6.68) 式 本 身 就 是 一 种 Gauss 型 分 布 ,因此 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 是 一 
种 定 态 的 Gauss 型 “Markoff 过 程 ”. 


6.3.2 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 与 量子 力学 
Schredinger 方程 


1. 分 离 变量 法 的 进一步 拓展 
对 本 征 方程 (6.64) 式 作 以 下 变量 代 换 以 消去 (6.64) 式 中 对 x 的 一 阶 导 数 ， 
W(x)= OQ, (x)exp[ p(x)] (6.74) 
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得 到 | 
Lm[exp(Y)Q, |]=— Mnexp(%)O， 
即 
LO == A.0, (6.75) 
式 中 
i 二 yb ad 
L = exp(— $)Lrp = 一 V(x) 8 drt gxb CX) (6.76) 
而 
_da, dy ldb dbdy_ 1r/dyY dy 
Ss se gb Ea ds 
,ldb_,dy 
2x dx 
选择 y, 使 
_l1db ,dy 
8g=a- 广 全 -5 入 =0 (6.78) 
即 - 
，_ 工 db 
2 2 dx 人 
y = | 一 玫 伴 dx = | dz- 了 ln pb (6.79) 
人 
W(x)= expL20(x) | (6. 80) 
从 而 立即 可 知 ,区 的 属于 Xo =0 的 归 一 化 本 征 函数 是 
Qol(x)= expl YS (x) | (6.81) 
同时 ,由 (6.78) 式 ,L 和 V(x) 成 为 
_ 1 
L = 一 YCz)+ 二 3 b (x) en 
ldbdy, 1r/dy\: ,dy 
VD= 坪 多 到 + 到 [( 生 ) + 5 和 
2， 从 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 到 一 维 定 态 量子 力学 
Schrodinger 方程 
如 果 再 设 
db _ 到 
-二 了 = const. (6.83) 
dx 
于 是 (6. 82) 式 成 为 
2 
LL =- V(x)+ 全 二 
(6.84) 


v0= (名 + 
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将 (6.83) 式 代入 (6.79) 式 ,得 到 


p= 十 | cz)dx 
] d (6.85) 
4 2 Ua 
VOR 
他 
人 ca) 
V +D 
| 化 发 中 这 各 办 (6.86) 
E, = 2A,.D 
则 本 征 方程 (6.75) 式 就 变换 成 
2 区 
_ 7 和 Fe (6.87) 


方程 (6. 87) 式 与 势能 是 V(x ) 的 一 维 定 态 量子 力学 Schr6dinger 方程 没有 什么 
区 别 , 只 要 作 如 下 代 换 即 可 : 
h? 
2m 
当然 反 过 来 也 对 ,只 要 作 反 变换 及 二 2mD? 就 行 . 
在 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 中 ,情况 更 为 简单 .由 于 


a(xX)=— yx 
|>>。 (7 = const.) 


bx)= DD = const. 


D’—=> (6.88) 


因此 
V(x)= 7y2x2 + yD 
° \E, = 2AnD 

Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方 程 与 一 维和 定 态 量子 力学 
Schrodinger 方程 之 间 的 关系 ,就 是 量子 力学 “随机 诠释 ”或 “随机 力学 ”的 基础 . 

Fokker-Planck 方程 的 解 至 今 仍 少 得 可 怜 ,即使 是 作为 特殊 情况 的 Ornstein- 
Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 的 解 , 也 只 有 个 别 几 个 .当然 ,除了 Ornstein- 
Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 外 ,还 有 其 他 一 些 精 确 可 解 的 特例 .但 是 ,由 
于 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 与 一 维 定 态 量子 力学 
Schrodinger 方程 之 间 的 确定 关系 ,因此 可 以 从 Schr6dinger 方程 的 精确 解 得 到 一 大 
批 相 对 应 的 Fokker-Planck 方程 的 精确 解 .在 这 方面 ,1 维 方 势 阱 问题 和 1 维 $ 函数 
势 问题 等 的 Fokker-Planck 方程 的 精确 解 , 都 曾经 有 人 从 Schrodinger 方程 的 精确 
解 出 发 探讨 过 . 


(6. 89) 
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6.4 Langevin 方程 及 其 精确 解 


描述 Brown 运动 有 好 几 种 方法 ,其 中 P. Langevin 的 方法 是 最 浅显 的 . 
6.4.1 Langevin 方程 


设 悬 浮 粒子 所 受 流体 分 子 碰撞 的 无 规 随 机 力 为 瑟 =mf(r), 则 按 Newton 第 二 
定律 ,有 以 下 Langevin 方程 


mx ==- VV+mf(t)— 7x (6.90) 
若 不 考虑 外 场 力 , 则 Langevin 方程 是 
my = mf(t)- mw (6.91) 
式 中 v=x; 而 7 是 移动 系数 的 倒数 , 即 
n= = 6nrua (6.92) 


必须 指出 的 是 ,增添 附加 项 以 扩充 Newton 方程 的 应 用 范围 并 非 天 经 地 义 的 , 它 

应 当 受 到 宏观 整体 运动 满足 “原始 Newton 方程 ”的 限制 .在 连续 介质 力学 中 是 如 此 
(应 力 的 散 度 在 宏观 整体 运动 中 等 于 零 ,或 者 应 力 的 封闭 曲面 积分 等 于 零 ) ,在 统计 
力学 中 也 是 如 此 .为 了 在 宏观 上 同 “ 原 始 Newton 方程 "保持 一 致 ,无 规 随机 力 f(t) 
必须 满足 

‘(fl(1)»=0 

(fCt1)f(t2)) oc (1 — tf2) 
其 中 第 二 式 反 映 了 过 程 x(t) 的 "Markoff 性 质 ”, 即 tf 二 ts 时 的 随机 加 速度 不 能 改变 
ti 之 ts 时 的 运动 . 


6.4.2 Langevin 方程 的 解 
对 Langevin 方程 (6.90) 式 用 “位 力 定理 ”, 有 


(6.93) 


工 -4 2 ) 一 -上 一 。 _ 工 7 和 
Dp dri MX) m (Xx) = mx f(1) 2 7 gi (6.94) 
再 对 (6.94) 式 求 系 综 平均 ,得 到 
1 EY -1nduxz 
2 ri mx) Cm (x)) = (mx ft 5 7 <*) (6.95) 


式 中 mx，f(?) 可 正 可 负 , 其 数值 对 于 每 个 粒子 来 说 是 涨 落 不 定 的 , 故 (mx *， f(1)) =0. 
而 对 等 号 左边 第 二 项 ,可 以 用 能 量 均 分 定理 ,有 (Cm (xX)*) = 站 = ks T( 对 于 “ 非 相 
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对 论 ” 的 粒子 来 说 ,每 一 个 方向 的 能 量 均 分 定理 是 ( 产 站 ) = 六 = 广 KaT). 于 是 ,方程 


(6.95) 式 成 为 
x) + 了) - 


di 了 Bm = 0 (6.96) 


其 解 为 
(x2) = mg + ciexp(— 221)+ cs (6.97) 
式 中 (clycy ) 是 积分 常数 . 
由 于 卫 = zhpa = 一 107 ,因此 当 三 10" 5 sec 时 ,(6.96) 式 等 号 右边 第 二 


m 2a20 
可 以 忽略 .从 而 ， 
(xz2》= ed = 2D; (6.98) 
:| 
式 中 DD 加 ”6rpma ”2rpa 
将 (6.98) 式 改写 成 
((Ax)2)》 = 2Dr (6. 99) 
就 得 到 Einstein 的 结果 
2 
万 = A) (6. 100) 


6.4.3 Langevin 方程 与 Fokker-Planck 方程 之 间 的 关系 


Langevin 方程 与 Fokker-Planck 方程 之 间 的 关系 是 确定 的 ,但 是 推导 过 程 有 些 
复杂 .以 下 仅 给 出 它们 之 间 的 对 应 关系 . 
1. 第 一 种 对 应 关系 
对 于 Langevin 方程 
my = mf(t)—- mw 
其 对 应 的 Fokker-Planck 方程 是 
ET ?全 =0 (6. 101) 


人 


若 初 始 条 件 是 W(Cvw,t=0)=6(Cw -以 )， 则 方程 (6.101) 式 的 解 是 


7 加 7 | vs 一 wexp(— 21) | 
Wu(vi,t)= Pop e ~ 2m]1 -exp(- 22:) (6. 102) 


2. 第 二 种 对 应 关系 
对 于 Langevin 方程 
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mx =—-VV+mf(t)—- yx 
其 对 应 的 Fokker-Planck 方程 是 


9W(xxeoVvist) | 9 -过 到 | A 上 = 
3 in [ve + Iw ja = 0 (6.103) 


此 方程 (6.103) 式 又 名 “Kramers 方程 ”. 


6.5 随机 力学 


“随机 力学 ”或 “量子 力学 随机 诠释 ”, 是 美国 普林斯顿 大 学 数学 系 的 Edward 
Nelson 在 1966 年 第 150 卷 《 物 理 评论 ) 第 1079 页 上 的 一 篇 文章 中 首先 提出 的 . 
Nelson 的 基本 思想 汇集 在 他 的 两 本 书 《Dynamical Theory of Brownian Motion》 
(Princeton University Press，1967 ) 和 《 Quantum Fluctuations 》( Princeton 
University Press,1985) 中 .此 后 ,墨西哥 国立 物理 研究 所 的 L. de la Pena-Auerhach 
又 重新 发 现 了 它 ( 可 参阅 他 在 J. Math. Phys. ,1969,10:1620;1971,12:453 上 的 文章 
和 他 与 A. M. Cetto 两 人 在 Phys. Lett. , 1972, A39: 65 和 Found. Phys. ,1975, 5; 
355;1982,12:1017;1994,24:1449 上 的 文章 ). 除 了 他 们 两 人 之 外 ,还 有 不 少数 学 家 
和 物理 学 家 参与 其 事 , 例 如 F. Guerra(Phys. Rep. ,1981,77:263) ,C. W. Gardiner 
(《Handbook of Stochastic Methods》, Springer-Verlag, 1983), D. de Falco 等 人 
(Phys. Rev. Lett. ,1982,3;181) 和 S. Golin(J. Math. Phys. ,1985 ,26:2781). 

D. Bohm 曾 撰文 说 ， 量 子 力学 随机 诠释 ”是 他 本 人 和 法 国 “*Poincare 研究 所 ”的 
J.-P.Vigier 在 1954 年 第 96 卷 ( 物 理 评 论 》 上 另 一 篇 文章 中 首先 创立 的 .他 的 说 法 当 
然 有 其 道理 ,但 未 得 到 公认 .因为 他 与 Vigier 的 文章 与 眼下 所 说 的 “随机 力学 ”或 “ 量 
子 力学 随机 诠释 "有 许多 不 同 . 


6.5.1 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 


1. Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 de Broglie 过 程 和 Einstein 过 程 
Nelson 和 de la Pena-Auerhach 首先 注意 到 下 列 一 个 数学 方程 


+ 2mD /= 7 a = (-— 2mD’AV’+ G(x ))Y, (6.104) 


式 中 ; - =P 为 密度 ;G (xi ) 是 坐标 xx 的 任意 函数 ;m 是 粒子 的 质量 ;D 为 大 于 
零 的 常数 ;而 4 只 能 取 两 个 值 : 
+1 (deBroglie 过 程 ) 


一 (6. 105 ) 
一 ] (Einstein 过 程 ) 
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由 此 可 见 , 首 先 (1) 对 de Broglie 过 程 ,A = +1 时 , 若 
CCxXk) 三 Y(xk) 
(6.106) 
ip- 寺 
则 方程 (6.104) 式 成 为 量子 力学 Schrodinger 方程 . 
其 次 (2) 对 Einstein 过 程 ,A = -1 时 , 若 记 
CCxXk)= Vxr)+ Wo (6.107) 
式 中 Wj 是 粒子 运动 时 耗 散 于 周围 环境 的 能 量 ,日 在 某 种 条 件 下 Wj = const. 则 方程 
(6.104) 式 成 为 扩散 方程 (或 “Fourier 热传导 方程 ”). 

于 是 ,在 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 中 ,可 以 统一 处 理 Brown 运动 和 非 
相对 论 量 子 力学 .Nelson 和 de la Pena-Auerhach 后 来 还 对 他 们 的 方程 作 了 相对 论 
推广 ,以 解决 扩散 方程 与 Klein-Gordon 方程 或 Dirac 方程 之 间 的 对 应 . 

实际 上 ,R.P. Feynman 的 “路 径 积 分 ”中 的 “传播 子 ” 


0 m im A 
A TY rxp| 加 SoH 
正 是 仿照 Fourier“ 扩 散 方 程 "(“ 热 传导 方程 ”) 的 “基本 解 ”(“Green 函数 ”) 


exp| - | (6.109) 
写 出 来 的 .从 这 一 意义 上 来 说 ,Feynman 的 “路 径 积 分 ”也 是 一 种 “随机 力学 ”或 “量子 
力学 随机 诠释 ”, 它 显然 是 对 正统 量子 力学 Copenhagen 诠释 的 一 种 挑战 . 

2. Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 流体 动力 学 形式 

设 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 解 是 

SCXxst) 
yy: = Rx texp| + 大 | 

则 将 (6.110) 式 代 人 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 (6.104) 式 ,分 开 其 “ 双 号 ”部 
分 和 “ 单 号 ”部 分 后 ,并 利用 “de Broglie 型 ”的 “向 导 公 式 ” 


tz 


(6.110) 


v(r,t)= 2D YS(r,t) (6.111) 
就 得 到 方程 组 
村 + Ve (py)=0,(o = 内 少 ) 
(6.112) 
一 一 
mi( + MD | =-VG 
式 中 
u = 2D YR 
R (6.113) 


D,=u.V+DYV? 
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(6.113) 式 的 第 二 个 等 式 就 是 (6.46) 式 , 它 是 Markoff 近似 下 的 随机 导数 . 

(6.112) 式 正 是 流体 动力 学 的 基本 微分 方程 组 . (6.112) 式 和 (6.113) 式 的 导出 ， 
是 Nelson 和 de la Pena-Auerhach 工作 的 第 一 个 十 分 精致 之 处 . 

3. Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 “ 耗 散 结构 " 解 

“ 耗 散 结构 ”的 概念 是 I. Prigogine 首先 提出 来 的 ,以 模拟 具有 “生命 迹象 ”的 “ 自 
组 织 ”. 但 是 Prigogine 所 指出 的 具有 “ 耗 散 结构 ”的 实例 ,大 部 分 都 是 来 自 化 学 生物 
学 和 社会 经 济 学 (例如 “人 逻辑 增长 ”的 Verhulst 方程 ,“Schl68gl 模型 ”的 反应 扩散 方 
程 ,Lotka-Volterra 弱肉强食 ”方程 “Oregonator 模型 ?反应 扩散 方程 ,Lorez 方程 ， 
Hotelling 人 口 动力 学 "方程 ,二 维 “ 水 昕 生态 学 ?方程 , 带 有 扩散 项 的 “Schlokgl 模 
型 2 的 反应 扩散 方程 , Brusselator 的 反应 扩散 方程 等 ). 由 于 这 些 方程 比较 复杂 而 且 
不 够 漂 党 也 不 够 “苗条 ”, 因而 没有 物理 学 上 的 “典型 "意义 . 比较 具有 “典型 "意义 的 
是 以 下 立方 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 和 对 数 非 线性 Nelson-de la 
Pena-Auerhach 方程 . 

(1) 立方 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 “ 耗 散 结构 ” 解 


Einstein 过 程 的 立方 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 
F2mD 2 二 = (2mD? V+ G + gp $- ) (6.114) 


a 式 中 多 4%- =P 为 密度 ,G 为 坐标 r 的 任意 函 
数 ,m 为 粒子 的 质量 ,D 为 大 于 零 的 常数 ,8 亦 为 大 于 零 的 常数 . 


设 
yp: = R(r,t)exp[+ S(r,t)] (6.115) 
则 有 
ay: _ /19R ,9as 
at 一 ( 31 + 1) 
(6.116) 
Eo . 2 
vp = | + (VS)? + VS+E VR. VS WW: 
将 (6.115) 式 和 (6.116) 式 ,并 分 开 其 “ 双 号 ”部 分 和 “ 单 号 ”部 分 ,有 
天 +V。(poy)= 0 
(6.117) 
_ 62 + 2mD ve +gR*=0 
式 中 
P= y+ y = RR” 
A (6.118) 


~ e? = m[2D 守 + 2D? CVS)? |+ G 
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在 耗 散 问题 中 ,(6.118) 式 中 的 第 三 式 总 是 成 立 的 ,而 (6.118) 式 中 的 第 一 式 正 
是 连续 性 方程 . 
由 (6.117) 式 的 第 二 式 ,可 求 得 “ 耗 散 结 构 解 ”为 


= 乱 六 _ p25 je + 
ps Zesech| 5 全 2D 了 ) exp(+ 5) (6.119) 


“ 耗 散 结构 解 "(6. 119) 式 由 “结构 "因子 sech| \/ -与 (x -2D 251 ) | 和 * 耗 散 " 


因子 exp( 土 S) 的 乘积 组 成 .可 看 出 ,立方 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 
的 Einstein 过 程 中 的 “ 耗 散 结构 解 ” 的 解法 同 该 方程 的 de Broglie 过 程 中 的 “ 单 孤子 
解 ” 的 解法 是 相似 的 .这 与 Nelson 将 分 子 Brown 运动 和 量子 力学 放 在 一 起 讨论 的 初 
衷 是 一 致 的 .当然 ,二 者 之 间 的 相似 性 只 是 形式 上 的 . 

(2) 对 数 非 线性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 “ 耗 散 结构 ” 解 

Einstein 过 程 的 对 数 非 线性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 


+ 2mD 2 = (2mD? Vi+ G+Dln( 丰 大 7 机 (6.120) 
亦 可 用 作 讨 论 “ 耗 散 结构 解 2 的 基本 方程 . 式 中 少 Y =p 为 密度 ,G 为 坐标 r 的 任意 
消 数 ,m 为 粒子 的 质量 ,D 为 大 于 零 的 常数 ,g 亦 为 大 于 零 的 常数 . 
与 在 讨论 Einstein 过 程 的 立方 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 中 相 
同 , 设 


p= Rl(r,t)exp[+ SC(r,t)] 
得 到 
90 _ 
3 + V® (py)=0 
, (6.121) 
-e+2mD’* +binR*=0 
由 (6.121) 式 的 第 二 式 , 并 利用 (6.121) 式 的 第 一 式 , 可 求 得 “ 耗 散 结构 解 ” 为 
dq 
%+ = 4exp| - I mp (x 2D a Ft) WE exp(+ S$) (6. 122) 
式 中 


A = exp| 二 > (1+ 先 )] (6.123) 


可 看 出 ,“ 耗 散 结构 解 "6.122) 式 由 "结构 "因子 exp| -5505157 (x-2D St) | 和 


“ 耗 散 "因子 exp( 土 $) 的 乘积 组 成 .值得 注意 的 是 ,在 对 数 非 线性 Nelson-de la Pena- 
Auerhach 方程 的 “ 耗 散 结构 ” 解 中 ,其 “结构 ”因子 是 Gauss 函数 而 不 是 通常 的 双 曲 正 
割 函 数 .同样 可 看 出 ,对 数 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 Einstein 过 程 
中 的 “ 耗 散 结构 解 ” 的 解法 同 该 方程 的 de Broglie 过 程 中 ( 即 Bialynicki-Birula- 
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Mycielski 方 程 ) 的 “ 单 扳 子 解 ”的 解法 是 相似 的 .这 也 与 Nelson 将 分 子 Brown 运动 和 
量子 力学 放 在 一 起 讨论 的 初衷 是 一 致 的 . 当然 ,二 者 之 间 的 相似 性 同样 也 只 是 形式 
上 的 . 

(3) 讨论 

对 于 “逻辑 增长 2 的 Verhulst 方程 “Schl6gl 模型 ”的 反应 扩散 方程 , Lotka- 
Volterra 弱肉强食 ”方程 “Oregonator 模型 ?反应 扩散 方程 ,Lorez 方程 , Hotelling 
“人 口 动力 学 ”方程 ,2 维 "“ 水 昕 生态 学 ”方程 来 说 , 亦 有 类 似 的 “ 耗 散 结构 解 ”, 其 中 同 
样 是 “结构 ”因子 和 “ 耗 散 ” 因 子 的 乘积 形态 .而 带 有 扩散 项 “Schl6gl 模型 "的 反应 扩散 
方程 和 Brusselator 反应 扩散 方程 这 二 者 的 “ 耗 散 结 构 解 ”, 则 是 通过 椭圆 函数 来 构造 
的 .这 些 方程 的 “ 耗 散 结构 解 ” 明 显 不 如 立方 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方 
程 和 对 数 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 “ 耗 散 结构 解 ” 来 得 漂亮 和 
“苗条 ”. 


6.5.2 Bohm 的 “量子 势 诠释 "和 Madelung- 高 林 武 彦 “ 流 体 动力 学 表象 ” 


1. Bohm 的 “量子 势 诠 释 ” 
在 de Broglie 过 程 中 ,由 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 (6.104) 式 ,可 以 得 


到 5.7 节 中 的 Bohm“ 量 子 势 诠释 ”的 Newton 方程 


dy ay 本 一 一 
m= m+ Vv | v(V + 0) (6.124) 
式 中 
fh? v2R 
Q = 六 (6. 125) 


就 是 由 L. de Broglie 首先 发 现 、 被 D. B6hm 重新 得 到 的 “量子 势 ”. 

这 里 有 一 个 问题 ! 众所周知 ,描述 单个 非 相 对 论 经 典 粒 子 的 运动 方程 只 能 是 
Newton 方程 ,而 且 Newton 方程 的 形式 是 唯一 的 .那么 ,在 (6.124) 式 中 这 多 出 来 的 
一 项 -VQ 是 什么 意思 ? 它 代表 什么 ? 

Bohm 无 法 解答 这 个 问题 ,而 只 能 祈 灵 于 “量子 势 ” 这 一 专门 名 词 .换言之 ,在 他 
的 心目 中 ,单个 非 相 对 论 量 子 不 满足 纯粹 的 Newton 方程 ,而 只 满足 带 有 “量子 势 ” 
的 .修改 了 的 Newton 方程 .什么 是 “量子 势 ”? Bohm 说 不 清楚 .他 曾经 说 过 :“ 为 了 
理解 什么 是 量子 势 , 你 必须 青 深入 ,深入 到 能 理解 所 有 的 势能 是 什么 .”“ 势 能 是 假设 
的 东西 , 它 用 来 解释 某 些 事物 之 间 的 联系 .”“ 什 么 是 重力 势能 ?什么 是 电磁 势能 ? 
什么 是 量子 势能 ? 你 看 ,你 得 解释 所 有 这 些 力 ,解释 为 什么 它们 作用 再 粒子 上 . 现在 
没有 人 能 够 做 到 这 一 点 .” 看 来 ,Bohm 的 处 理 方 法 是 “不 知 为 不 知 ”, 显 得 有 点 玄妙 . 
许多 反对 Bohm 学 说 的 文章 , 正 是 以 “Bohm 无 法 解释 清楚 ”这 一 点 作为 理由 的 . 

Bohm 的 处 理 方法 中 存在 着 一 个 在 Einstein 和 de Broglie 看 来 是 难以 自圆其说 
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的 矛盾 , 即 单 粒子 假设 如 何 同 “量子 势 诠释 ”的 “ 非 局 域 性 ? 相 协 调 ?” 根据 de Broglie 
和 Bohm 本 人 的 证 明 ,*“ 量 子 势 ” 的 存在 及 其 形式 必然 导致 非 局 域 性 "“ 非 局 域 性 ” 
的 一 个 重要 表现 就 是 粒子 之 间 的 相关 (* 局 域 性 ”的 一 个 重要 表现 是 没有 这 种 “粒子 
之 闻 的 相关 性 ”, 它 还 有 两 个 重要 表现 是 : “粒子 的 有 形 性 ”和 “粒子 运动 速度 不 能 超 
光速 ”) .一 -个 试图 描述 单 粒子 运动 的 物理 学 方程 况 然 “相关 ”于 其 他 的 粒子 ,这 是 什 
么 意思 ? 

合理 的 解释 似乎 应 当 是 ,该 运动 方程 并 非 描 述 “ 单 个 ”粒子 的 运动 ,而 只 能 是 描 
述 “ 系 综 ” 的 运动 方程 .其 中 可 供 选 择 的 ,一 是 流体 动力 学 方程 ,二 是 统计 力学 中 的 
Langevin 方程 或 Fokker-Planck 方程 . 

量子 力学 “Copenhagen 诠释 ”抑或 Bohm 的 “量子 势 诠 释 ”, 就 是 因为 企图 赋予 
量子 力学 Schr6dinger 方程 以 过 多 的 物理 诠释 的 使 命 , 才 使 得 正统 的 量子 力学 似乎 
变 成 一 门 不 可 思议 、 圾 磨 不 透 、 矛 盾 百 出 的 学 科 . 

Bohm 晚年 致力 于 科学 哲学 的 研究 ,也 许 与 他 对 量子 力学 的 “ 百 思 不 得 其 解 ” 
有 关 . 

2. Madelung- 高 林 武 彦 "流体 动力 学 表象 ” 

由 于 “量子 势 ” 诠 释 与 流体 动力 学 的 连续 性 方程 (5. 220) 式 并 不 配套 ,因此 正确 
的 诠释 是 将 (6. 124) 式 理解 为 流体 动力 学 中 的 Euler 方程 : 


9y ee 
+ (ye Vv = v(z 和 | (6.126) 


式 中 


2 2 
j = - 2 e (6.127) 


就 是 E. Madelung(Z. Phys. ,1926,40:322) 和 高 林 武彦 CT. Takabayasi,1919 一 1999) 
经 常 使 用 的 “(等 炳 的 ) 量 子 炊 ”. 
E. Madelung 和 高 林 武 彦 有 时 候 将 (6.126) 式 写成 


dvi 9 _ 9 V ] 90on 
oft 四 (vi 9XK ER 加 QXI 的 pe QXK (6. 128) 
式 中 
2 
yi nk (6. 129) 


2m’ 9Xk9XI 
是 所 谓 的 “量子 应 力 ”( 参 阅 5.7 节 ). 

很 显然 ,对 整个 流 场 来 说 ,根据 Ehrenfest 定理 “量子 应 力 ” 的 封闭 曲面 积分 应 
该 等 于 零 * 所 以 


‘ve 


这 一 等 式 在 高 林 武 彦 (T. Takabayasi) 的 论文 (Prog. Theor. Phys. ,1952,8:143) 中 就 


) =0 (6. 130) 


第 6 章 非 平衡 态 统计 力学 的 随机 理论 :Brown 运动 455 


已 指出 过 . 
男 外 ,量子 态 的 正 交 归 一 性 ( 令 x4 =ict), 又 有 


we (本 ) cscn -oo (6.131) 


由 于 (6.130) 式 和 (6.131) 式 正好 与 Langevin 方程 中 的 随机 力 f(t) 所 必须 满足 
的 条 件 (6.93) 完 全 一 致 ,因此 Madelung- 高 林 武 彦 “ 流 体 动力 学 表象 ”与 Langevin 方 
程 是 相通 的 .这 一 最 细微 部 分 的 令 人 叹为观止 的 对 应 , 正 是 Nelson 和 de la Pena- 
Auerhach 工作 的 第 二 个 十 分 精致 之 处 . 


6.5.3 Nelson 的 随机 力学 


1. 从 Schrodinger 方程 到 Langevin 方程 
根据 以 上 分 析 , 可 以 将 (6.128) 式 理解 为 无 阻尼 项 的 Langevin 方程 : 


mY =— VV + mn) (6.132) 
式 中 ,随机 力 是 
A A 
f(1) = 2D2AV(< )= a v( | (6. 133) 


而 且 随 机 力 f(1) 满 足 条 件 (6.130) 式 和 (6.131) 式 . 
但 必须 指出 的 是 ,随机 力 取 f(1) =2D?X Y( YE& ) 的 形式 是 过 于 苛刻 了 ,这 其 中 


. 必然 隐藏 着 尚 不 为 人 知 的 东西 . 

从 逻辑 上 来 说 , Schrodinger 方程 和 Langevin 方程 ,都 可 以 从 Nelson-de la 
Pena-Auerhach 方程 (6.104) 式 导出 ,所 以 它们 之 间 的 对 应 是 理所当然 的 . 

2. 从 Schrodinger 方程 到 Fokker-Planck 方程 

由 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 的 Fokker-Planck 方程 与 一 维 定 态 量子 力学 
Schr6dinger 方程 之 间 的 关系 ,已 经 知道 Schr6dinger 方程 与 Fokker-Planck 方程 之 
间 是 密切 相关 的 . 反 过 来 ,由 Langevin 方程 与 Fokker-Planck 方程 之 间 的 换算 关系 ， 
也 可 以 从 Schr6dinger 方程 导出 相应 的 Fokker-Planck 方程 . 

设 v 就 是 平均 漂移 速度 ,u 就 是 渗透 速度 ,并 且 定 义 a 为 正 向 合 速度 ,a 为 反 向 
合 速 度 : 


GE 三 了 十 并 


, (6.134) 
a 一 一 及 
关 二 2D(VS + HE)WFD VW (6.135) 


利用 守恒 方程 (6.58) 式 
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5 +V， J=0 (6.136) 


可 立即 得 到 “前 脆 ? 和 “后 顾 ? 两 个 Kolmogoroff 方程 ”: 


352 +V。 (aW)- Dv:W=0 


aW (6. 137) 


or 
其 中 , “前瞻 “Kolmogoroff 方程 ? 即 为 Fokker-Planck 方程 .值得 注意 的 是 ,Fokker- 
Planck 方程 中 的 几率 分 布 图 数 W (xx ,i) 是 对 应 于 真实 物理 场 的 经 典 几 率 ,而 不 像 
Schr6dinger 方程 中 的 量子 几率 那样 具有 " 测 不 准 ?” 的 性 质 . 

于 是 ,Nelson 和 de la Pena-Auerhach 等 人 经 过 一 系列 续 密 的 推理 ,终于 建立 起 
经 典 几 率 W(x ,1) 与 量子 几率 p= (yy) 之 间 的 严格 的 对 应 关系 . 而且, 从 (6. 135) 
式 和 方程 (6. 137) 式 可 以 看 出 ,经 典 几 率 W (xi ,i) 不 仅仅 与 量子 波 函 数 的 “ 幅 ” 
R(xxst) 有 关 , 而且 与 它 的 “相位 ”S (xk,t) 有 关 ( 从 而 与 粒子 的 平均 漂移 速度 
v=2D VS 有 关 ), 而 量子 几率 = ( 光 | 当 是 同 波 函 数 的 “相位 ?或 速度 (或 动量 ) 是 无 
关 的 .这 (经 典 几 率 W(x ,i) 不 仅仅 与 量子 波 函 数 的 “ 幅 ”R (x ,1) 有 关 , 而且 与 它 
的 “相位 ”SC(xx,t) 有 关 ) 从 另 一 个 侧面 反映 了 经 典 几率 不 受 Heisenberg"“ 测 不 准 原 
理 ” 的 制约 . 

当然 ,就 纯 计 算 而 言 ,求解 Schr6dinger 方程 要 比 求解 Fokker-Planck 方程 来 得 
简单 . 


6.5.4 随机 力学 的 物理 方面 


(1) Nelson 等 人 工作 的 主要 特色 是 将 量子 几率 p =《y1y) 换 成 了 经 典 几 率 
W(xk，,t), 将 Schr6dinger 方程 换 成 了 Fokker-Planck 方程 ,将 量子 统计 方案 换 成 
了 经 典 统计 方案 . 

众所周知 ,量子 统计 方案 和 经 典 统计 方案 是 完全 不 同 的 .最 主要 的 区 别 在 于 经 
典 统计 方案 彻底 摆脱 了 测量 仪器 和 测量 方法 等 一 系列 说 不 清楚 \ 道 不 明白 的 问题 . 
因此 在 随机 力学 或 量子 力学 随机 诠释 中 ,所 有 的 力学 量 或 态 函 数 都 是 充分 客观 的 . 
从 这 一 意义 上 来 说 ,随机 力学 是 实在 论 的 . 

(2) 在 量子 力学 Copenhagen 诠释 中 ,测量 前 有 “Schr6dinger 猫 ” 的 问题 ,测量 
后 有 “ 波 包 编 缩 ” 的 问题 .但 是 在 随机 力学 或 量子 力学 随机 诠释 中 , 态 函 数 的 演化 都 
是 因果 的 .随机 力学 的 这 种 特征 ,使 得 分 布 函 数 的 时 间 发 展 呈 现 出 某 种 决定 论 , 当然 
经 典 概率 本 身 还 是 非 决定 论 的 . 

(3) 如 果 讨 论 仅 仅 停 留 于 此 ,那么 随机 力学 的 成 功 仍 只 是 数学 上 的 和 心理 上 的 . 
为 了 取得 物理 上 的 意义 ,de Broglie 认为 粒子 的 运动 是 由 于 随机 关联 的 亚 量子 因果 
性 运动 真实 作用 的 结果 .换言之 ,为 了 解释 随机 力 的 作用 ,必须 加 上 隐 变 量 .这 种 隐 


+V. (aW)+DVY:W=0 
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变量 ,就 是 作用 于 粒子 的 随机 关联 的 亚 量子 态 . de Broglie 认为 ,如 果 随 机 力学 正确 ， 
那么 粒子 周围 的 “真空 ”就 应 该 是 一 种 “有 更 深 激烈 运动 背景 (当然 是 协 变 的 )” 的 亚 
量子 分 布 .他 提出 的 这 种 “空间 的 更 深 背 景 ”"( 或 别人 所 谓 的 “ 亚 量子 水 平 "“ 以 太 零 
点 涨 落 ”“ 隐 恒温 融 ” 等 等 ), 可 以 视 作 在 其 中 运动 粒子 可 用 热 形式 交换 能 量 的 “ 热 
浴 ”, 如 同 花 粉 在 液体 中 的 Brown 运动 一 样 . 因 此 ,如 果 随 机 力学 正确 ,随机 力 就 应 该 
是 运动 粒子 同 周围 " 亚 量子 分 布 ?环境 交换 热能 的 一 种 机 理 的 描述 . 

(4) 在 随机 力学 中 也 同样 存在 干涉 现象 . 一般 认为 ,由 于 假设 了 Markoff 过 程 的 
(6.1) 式 


Ce | Wexsil x td) Worrs nlxosto) de (tt > 1 > t2 ) 


使 得 干涉 现象 不 再 存在 . 因为 例如 对 "Thomas Young 双 缝 实验 ”来 说 , (电子 自 电 子 
枪 至 屏幕 的 几率 ) = (电子 自 电 子 枪 经 狭 缝 1 至 屏幕 的 几率 ) + (电子 自 电 子 枪 经 狭 缝 
2 至 屏幕 的 几率 ) ,因此 不 可 能 有 干涉 .但 是 不 能 忘记 得 到 这 一 结论 的 前 提 条 件 是 ， 
“电子 目 电 子 枪 经 狭 缝 1 至 屏幕 ?与 “电子 自 电子 枪 经 狭 缝 2 至 屏幕 ”这 两 件 事 互 不 相 
关 . 然 而 ,在 随机 力学 中 并 非 如 此 ,因为 这 个 前 提 条 件 对 服从 Fokker-Planck 方程 的 
几率 分 布 W(xk，,t) 并 不 成 立 .可 以 直接 验证 ,几率 分 布 W(xi，,t) 与 电子 在 电子 枪 
至 屏幕 之 间 的 分 布 有 关 , 而 这 种 分 布 涉 及 R(xk,t) 和 SCxi ,1). 同 时 R(xk,t) 和 
SCxkyf) 又 与 Schrodinger 方程 的 解 有 关 , 所 以 必然 有 干涉 现象 产生 . 

(5)“ 随 机 力学 ”或 “量子 力学 随机 诠释 ”与 “量子 力学 Copenhagen 诠释 ”之 间 最 
大 的 区 别 在 于 ,“ 随 机 力学 ”认为 “量子 涨 落 ” 是 造成 量子 现象 的 原因 ,是 所 有 理论 的 
起 点 ,而 “量子 力学 Copenhagen 诠释 ” 则 认为 “量子 涨 落 ” 是 理论 的 结果 .在 “随机 力 
学 ”或 “量子 力学 随机 诠释 ”中 ,粒子 并 不 具有 波动 性 质 , 干 涉 现象 来 自动 力学 . 因为 
几率 分 布 与 粒子 的 漂移 速度 有 关 , 而 漂移 速度 则 由 Langevin 运动 方程 来 决定 .此 
外 ,概率 的 观点 从 一 开始 就 建立 在 经 典 统计 的 框架 内 . 

(6) 可 以 将 “Feynman 路 径 积分 ”也 纳入 随机 力学 的 范畴 “Feynman 路 径 积分 ” 
建立 在 两 个 前 提 条 件 之 上 :@ 粒子 在 空间 何 处 出 现 ,由 p=‘y1y) 决 定 ;@ 粒子 自 空 
间 一 点 (x%，t" ) 移 至 男 一 点 (xx ,1) 的 概率 是 一 个 路 径 积 分 .可 以 证 明 , 对 随机 力学 
来 说 ,这 两 条 都 有 对 应 (可 参阅 王 敏 生 的 文章 "随机 力学 介绍 ”, 物 理会 刊 ,台北 ， 
1990 ,12(6) :495-501. 王 敏 生 在 文章 中 说 :上 面 之 结果 显示 Feynman 路 径 积分 理论 
包含 在 随机 力学 理论 之 中 .”). 实际 上 ,将 Einstein 过 程 的 Nelson-de la Pena- 
Auerhach 方程 ( 即 扩散 方程 ) 的 Green 函数 (基本 解 ) 通 过 将 和 = -1 换 成 *= +1， 


并 且 令 D = 下, 得 到 的 就 是 “Feynman 路 径 积分 "中 的 “传播 子 ”. 等 价 地 说 ， 


“Feynman 路 径 积分 ”中 的 “传播 子 ” 是 由 Fokker-Planck 方程 的 解 (6. 102) 式 移植 过 
来 的 . 
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(7)“ 量 子 力学 Copenhagen 诠释 ”无 法 计算 粒子 的 运动 轨迹 ,但 是 “量子 力学 随 
机 诠释 ”与 “路 径 积 分 一样 可 以 计算 粒子 的 运动 轨迹 . 而且, 由 粒子 的 运动 轨迹 ,可 
以 计算 粒子 从 一 点 移动 到 另 一 点 所 需 的 平均 时 间 ( 这 个 平均 时 间 是 “量子 力学 
Copenhagen 诠释 ”所 无 法 计算 的 ,因为 在 “量子 力学 Copenhagen 诠释 ”中 时 间 仅 仅 
是 参数 而 不 是 动力 学 变量 ). 粒子 的 “ 穿 隧 过 程 的 一 些 动力 学 性 质 与 这 个 平均 时 间 
有 关 , 因 此 通过 随机 力学 可 以 计算 出 粒子 穿越 “ 势 阱 ”的 时 间 , 从 而 很 容易 得 到 “ 双 势 
阱 ”出 隧 过 程 的 动力 学 性 质 , 其 结果 和 实验 与 用 Schr6dinger 方程 做 数值 模拟 得 到 的 
结果 完全 相符 . 

(8) 在 随机 力学 的 框架 下 ,可 以 证 明 ,Heisenberg“ 测 不 准 关 系 ” 来 自 随 机 运动 的 


统计 误差 .而 (Ap) (Aq) 之 多 中 的 多 之 值 , 直接 来 自 D = 过 .其 详细 证 明 在 王 敏 生 
的 文章 “随机 力学 介绍 ”中 有 .( 王 敏 生 在 文章 中 说 “从 上 面 的 结果 可 看 出 ,在 随机 力 
学 的 架构 中 , 测 不 准 关系 是 因为 粒子 做 随机 运动 ,在 量度 上 有 统计 误差 而 来 ,而 久之 


值 则 和 扩散 系数 D= 性 -有关 .”) 


6.5.5 随机 力学 的 其 他 方面 


1. 随机 力学 的 公设 体系 

“量子 力学 Copenhagen 诠释 ”的 五 大 公设 是 : 

(1) 波 函 数 作为 态 函 数 及 其 线性 从 加 原理 和 概率 解释 ; 

(2) 力学 量 作 为 线性 Hermitian( 厄 密 ) 算 符 的 平均 值 ; 

(3) 本 征 值 之 一 作为 测量 值 ; 

(4) 时 间 演 化 方程 是 Schr6dinger 方程 ; 

(5) 多 粒子 系统 是 全 同 的 . 

随机 力学 或 “量子 力学 随机 诠释 ”的 四 大 公设 是 : 

(1) 分 布 函数 W 作为 态 函 数 及 其 概率 解释 ; 

(2) 力学 量 ( 即 测量 值 ) 是 Markoff 过 程 的 经 典 统计 平均 ; 

(3) 时 间 演 化 方程 是 Fokker-Planck 方程 ; 

(4) 多 粒子 系统 是 全 同 的 . 

2. 随机 力学 的 成 功 之 处 

随机 力学 的 最 成 功 之 处 ,就 是 使 得 统计 型 的 量子 力学 重新 回 到 统计 力学 这 个 大 
家 庭 中 来 . 

首先 ,随机 力学 用 严格 的 数学 演绎 证 明了 态 函 数 的 演化 相当 于 “组 态 空间 ”中 的 
Markoff 过 程 . 因此 ,量子 力学 同 Brown 运动 一 样 ,都 可 以 用 表示 经 典 几率 时 间 演 化 
的 Fokker-Planck 方程 来 描述 .换言之 ,随机 力学 成 功 地 统一 了 Brown 运动 和 量子 
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力学 的 基本 方程 . 

其 次 ,随机 力学 恢复 了 经 典 几率 和 随机 过 程 在 量子 力学 推理 中 的 主导 地 位 . 
Nelson 的 态 函 数 W 不 再 是 定义 于 抽象 的 Hilbert 空间 中 的 几率 波 ,而 的 的 确 确 成 为 
演变 于 具体 的 物理 空间 的 几率 分 布 函数 .换言之 ,随机 力学 严格 建立 了 经 典 几 率 同 
量子 几率 之 间 的 对 应 关系 . 

于 是 ,随机 力学 达到 了 三 大 目标 : 

(1) 在 随机 力学 中 ,几率 分 布 函数 对 应 于 真实 的 物理 场 . 这 种 物理 场 仍 与 系 综 有 
关 , 微 观 客体 以 粒子 性 为 主 . 

(2) 在 随机 力学 中 ,由 于 不 具有 波动 性 ,因此 不 需要 诸如 “ 波 包 编 缩 ” 那 样 的 附加 
设 


> 


(3) 在 随机 力学 中 ,Heisenberg” 测 不 准 关 系 " 并 不 制约 一 对 共 斩 力 学 量 的 同时 
性 ,但 仍 表 示 与 亚 量子 随机 运动 有 关 的 测量 值 之 间 的 误差 关系 . 

3. 随机 力学 的 不 足 之 处 

首先 ,随机 力学 仍然 是 “ 非 局 域 " 的 .实际 上 ,无 论 从 “ 亚 量子 分 布 " 还 是 从 “以 太 ” 
的 观点 来 看 ,随机 力 都 表现 出 很 强 的 “ 非 局 域 性 ”. 而 且 , 随 机 力 的 具体 形式 也 表明 了 
这 种 随机 力 是 全 域 相 关 的 .这 说 明了 一 点 :“ 非 局 域 性 ”不 可 能 通过 数学 变换 来 消除 . 

其 次 ,Fokker-Planck 方程 并 非 在 所 有 情况 下 都 是 非 线 性 的 .在 随机 力学 中 ,由 
线性 Schr6dinger 方程 导 得 的 Fokker-Planck 方程 表现 出 明显 的 线性 特征 .这 一 点 
同 Einstein 和 de Broglie 的 愿望 正好 相反 . 

由 于 随机 力学 的 线性 非 局 域 性 , 它 必然 与 相对 论 相 对 立 . 即使 是 形式 上 的 “相对 
论 随机 力学 ”, 也 还 需要 对 时 间 变 量 作出 改变 成 算 符 的 处 理 . 

此 外 ,在 随机 力学 中 ,动量 和 能 量 的 定义 尚 无 定论 .因为 动量 的 平均 值 (p) 与 VS 
有 关 而 能 量 的 平均 值 (E) 与 (-9,S) 有 关 , 但 YS 和 (一 3. ) 显 然 不 能 作为 动量 和 能 
量 的 定义 ,因为 随机 运动 本 身 就 有 涨 落 . 

这 些 都 是 尚 待 解决 的 问题 . 

随机 力学 的 有 关 问 题 ,还 可 参阅 沈 惠 川 的 文章 “量子 力学 随机 诠释 的 数学 结构 
和 物理 学 特征 ”(《 自然 杂志 》1995,17(3) ,152-156). 


6.6 涨 落 - 耗 散 定 理 


6.6.1 Brown 运动 所 对 应 的 条 件 几 率 P:(vo|v) 
将 Langevin 方程 (6.91) 式 改写 成 
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m= y+ Ft) (6.138) 
dt Kk 
式 中 ,xk 为 移动 系数 .F(t) 为 稳定 的 Gauss 型 无 规 力 , 且 
Da 人 (6.139) 
(F(t1)F(t,)) = DC 一 1) 


因为 Langevin 方程 (6.138) 式 是 线性 方程 ,所 以 v 和 F(1) 也 都 是 稳定 的 Gauss 
型 的 . 
Langevin 方程 (6.138) 式 的 积分 是 


v(t) = exp(- 直 )| 十 Here )exp(- 二 jdn | (6.140) 
式 中 vo = 二 vy (0). 
取 (6.140) 式 的 系 综 平均 ,有 
(vy(1)) = Wp (<) (6.141) 
和 
(v2(1)) = exp(- 红 )[ 只 + 1 | [Fc Fos))exp(- De)dndr | 
00 
= viexp(— HE )+ |1 -exp(- LE)| (6. 142) 


因为 根据 条 件 几 率 Ps (xo | x) 的 定义 ,这 两 个 系 综 平均 应 该 是 


r 


CVCEYY = JvPzCvol vd 
(6.143) 
Ci tf} [viPzcvol v)dy 
将 (6.141) 式 (6.142) 式 与 (6.143) 式 相 比较 ,得 到 条 件 几 率 应 是 
罗 2 2 
Pt yl (元 二) exp| - | (6.144) 
式 中 
2 = De 
m 
=1-¥ (6.145) 
a i 
exp( Be) 


6.6.2 Brown 运动 所 对 应 的 几率 分 布 Wi (vy) 
对 (6.144) 式 取 1 一 w 时 的 极限 ,有 
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部 2 
limP2 (vo | v) = (zs) EL (6.146) 
根据 条 件 几 率 的 定义 ,有 
本 Wi (xi,t1)P2(xi, ti | X2yt2) 
|weerelevatmeeo Was (xiyti|xaytz)Pa(Cxzayti|xzsytzjijxs，yta) 


(6.147) 
因此 条 件 几率 Ps (vo1v) 与 几率 分 布 Wi(v) 有 确定 的 关系 .对 于 Markoff 过 程 来 
说 ,还 应 有 
Wz (xzytz|xayts)= PalCxisti lx, tz | x3, ta) (6.148) 
即 : 若 已 知 在 ts 时 刻 的 状态 , 则 在 tz 时 刻 之 前 的 一 切 ,都 被 抹 去 了 . 
从 (6.146) 式 可 以 看 出 , 当 粒 子 经 过 多 次 碰撞 后 ,其 条 件 几 率 已 与 初始 速度 vo 无 
关 . 于 是 ,长 时 间 的 条 件 几 率 就 等 于 Kolmogoroff 的 几率 分 布 : 


limP2 (volv)= Wi(Cv) (6.149) 
从 而 
2 
_ /im \Y /mv 
Wi lv) = 039 (2 (6.150) 


6.6.3 涨 落 - 耗 散 定理 
若 Brown 粒子 像 气 体 分 子 一 样 遵守 Maxwell 速度 分 布 律 , 即 


Wi(v) = (如) emp(- Bmv’) (6.151) 
则 对 比 (6.150) 式 和 (6.151) 式 后 ,就 得 到 
D = 让 = er (6. 152) 
于 是 , (6.152) 式 确定 了 (6.139) 式 中 的 D. 即 
(FOC) F(t2)) = “CD 一 已) (6. 153) 


上 述 (6.153) 式 的 等 号 左边 是 随机 力 F(1) 的 涨 落 , 等 号 右边 的 二 = 9= 6xpa 来 自生 


潜力 即 摩擦 力 ,而 摩擦 力 是 耗 散 力 .因此 (6.153) 式 将 涨 沙 与 耗 散 联系 了 起 来 , 故 命 
名 为 “ 涨 落 - 耗 散 定 理 ”. 
“ 涨 落 - 耗 散 定 理 ? 指 出 了 : 耗 散 或 时 间 不 可 逆 性 来 自 涨 落 之 间 的 相关 . 
(6.152) 式 见 之 于 Uhlenbeck 和 Orenstein 的 论文 (Phys. Rev. ,1930,36:823). 
讨论 : 
(1) 条 御 几 率 (6.144) 式 是 下 列 Fokker-Planck 方程 的 解 : 
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at mx avk m? 9Vk9wk 
《2) 由 Wi(v) 和 Ps(vo|v) 之 间 的 关系 (6.149) 式 ,可 以 计算 出 Ps 《volv). 从 
而 证 明 了 Langevin 方程 (6. 138) 式 确实 是 符合 (满足 Smoluchowski 关系 的 ) 
Markoff 过 程 的 物理 学 方程 . 
(3)“ 涨 落 - 耗 散 定 理 ” 不 仅仅 适用 于 Brown 运动 , 它 还 有 更 一 般 性 的 应 用 . 


Wd OW DW (6.154) 


习 题 


【 题 6.1】 已 知 :一 维 线性 Fokker-Planck 方程 为 


aW _ ,a DW 
at > 元 CXW)+ 7 


求证 :一 维 线性 Fokker-Planck 方程 的 解 是 


二 
WCz,tD=A/ 35exp(- ah) 
_ 7 _Y(Cxa — XiexpC— XMr))2 
Wexisti | x2,t2) ZrDE1 — ex C= yy 2D(1 — expC— 27Yr)) 
p 


【 题 6.2】 已 知 :Langevin 方程 为 


mx = mf(t)— 7x 


求证 :Langevin 方程 的 解 是 
= w+ me[1- exp(- 21)]+ farfer) exp[- 2ce 1) Jar 
式 中 xo 和 vo 是 积分 常数 . 
【 题 6.3】 已 知 :Einstein 过 程 的 立方 非 线性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 为 
F 2mD os 2 = = C2mD? Vi+ G+ gp, 思 ) 几 
求证 : Einstein ee Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 精确 解 是 


.|/2 SS MY 
4 = Sesech| /3 L$ (x-2D9s:) |. expc+ S$) 


【 题 6.4】 已 知 :Einstein 过 程 的 对 数 非 线 性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 为 
+ 2mD TY = C2mD? Vi+ G + blnCh, $-) DD 
求证 :Einstein 过 程 的 对 数 非 线性 Nelson-de la Pena-Auerhach 方程 的 精确 解 是 


2 
yp: = Aexp| - 3 CHD (x - 2D Pt) | EXP( 士 9 ) 
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式 中 
4 = exp| 去 (1 | 


【 题 6.5】 已 知 ; “逻辑 增长 ”的 Verhulst 方程 为 


Oe = au - Tu? 
式 中 
a= PN-b 
|- 
有 
求 :“ 逻 辑 增长 ”的 Verhulst 方程 的 “ 耗 散 结构 ” 解 . 
答 : 


u = Yexp( $+)sech(— | 


【 题 6.6】 已 知 :“Schl6gl 模型 "的 反应 扩散 方程 为 


du a 
cr 


‘ 


(其 一 般 形 式 是 和 = boB- biu+ bz Au’— bsu’). 
求 :“Schl6gl 模型 ”的 反应 扩散 方程 的 “ 耗 散 结构 ” 解 . 
答 : 


u = exp( - +)sech} ($1) 


【 题 6.7】 已 知 :Lotka-Volterra“ 弱 肉 强 食 ”方程 为 


|: = au — biuv 


d ( 若 Q1 十 Q2 = 0) 
本 二 一 C2 十 bb vu 
求 :Lotka-Volterra“ 弱 肉 强 食 ”方程 的 “ 耗 散 结构 ” 解 . 


答 : 
5-- 芝 cp(- 且 sa 人 (人 1) 
，-- 芭 c(- 全 ea( 人 外 
【 题 6.8】 已 知 :“Oregonator 模型 "反应 扩散 方程 为 


1 
二 


du 
d 
= a vy- w+ nw) 
= beu— w) 
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m=2a’+ 


n=0 


1 
求 :“Oregonator 模型" 反应 扩散 方程 当 | 时 的 " 耗 散 结构 " 解 


答 : 
UW 二 一 去 exp(- 1t)sech( $1) 


v=1 teexp( - 1)aech($) 


w = bexp(— bt) | uexpC br di 


【 题 0.9】 已 知 :Lorez 方程 为 


= mv—u) 
下 = PE 一 Y 一 WU 
=- bw+ uv 
由 = 也 
求 :Lorez 方程 当 时 的 “ 耗 散 结构 ” 解 . 
二 二 三 < 2 
n=1 gp ‘b+2) 
答 ; 
_ .b+2 b+2 b+2 
u = i exp( 7:) h(t) 
而 
ee 
w = Tw 
【 题 6.10】 已 知 :Hotelling 人 口 动 力学 ”方程 为 
Su = ACT wu + Vu 
i 


求 :Hotelling” 人口 动力 学 ”方程 当 4 一 0 时 的 “ 耗 散 结构 ” 解 , 其 中 
(1) 定 态 问题 ; 
(2) 无 扩散 问题 . 
答 :(1) 当 4 一 0 时 的 定 态 问 题 ,有 ( 取 A= 一 1) 
| 
uU 二 六 sech (5x*) 
(2) 当 A 二 0 时 的 无 扩散 问题 ,有 ( 取 A= 一 1) 
& = 玄 exp(- 去 !)sech( 去 :) 


. 当 按 真实 情况 4 之 0 时 ,“ 耗 散 因子 ”exp( -去 ) 变 成 “膨胀 因子 "exp( 去 1). 
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A.1 平衡 态 统 计 力 学 最 初 使 用 的 公设 


平衡 态 统 计 力 学 最 初 使 用 的 公设 适用 于 Maxwell-Boltzmann 统计 和 Darwin-Fowler 统计 .这 
些 公设 共有 5 个 ， 


A.1.1 一 些 相关 的 概念 


1. 粒子 

在 统计 力学 中 被 统计 的 对 象 . 真实 粒子 如 分 子 .原子 .电子 等 ,虚拟 粒子 (为 适应 统计 方案 而 虚 
构 的 “粒子 ”) 如 “ 声 子 ”“ 磁 偶 极 子 ”( 可 能 还 有 “光子 ”) 等 . 

2. 系统 

在 Maxwell-Boltzmann 统计 和 Darwin-Fowiler 统计 中 ,系统 由 物理 上 无 “ 显 关 联 ” 的 粒子 所 
组 成 . 

3. 关联 

粒子 之 间 的 相互 作用 被 称 为 “关联 ”.“ 关 联 ” 是 粒子 系统 的 一 般 特征 .“ 关 联 ” 分 为 “ 隐 关 联 ” 和 
“ 显 关 联 ? 两 种 .必须 指出 的 是 ,这 里 所 说 的 “关联 ,并 非 某 些 统计 力学 教科 书 中 以 “耦合 常数 "的 大 
小 来 定义 的 所 谓 “ 耦 合 “( 在 这 些 教科 书 中 将 “耦合 "与 “关联 ”两 种 不 同 的 概念 混用 ). 在 这 些 教科 书 
中 的 所 谓 “ 弱 关联 (其 实 是 “ 弱 耦 合 ”>” 和 "“ 强 关联 ”其实 是 “ 强 耦 合 ”) ,实际 上 都 属于 本 书 所 说 的 
“ 显 关 联 ”. 

(1) 隐 关 联 

将 粒子 作为 “质点 ?处 理 时 , 若 其 Hamiltonian 中 不 含 “ 相 互 作用 势能 ”项 , 则 此 种 关联 被 称 为 
“ 隐 关 联 ”. 理想 气 体 中 的 各 分 子 之 间 就 是 “ 隐 关 联 ” 的 .“ 隐 关联 ”意味 着 “ 近 独 立 ”. 由 此 可 知 ,在 
Maxwell-Boltzmann 统计 和 Darwin-Fowler 统计 中 ,无 “相互 作用 势能 ”的 “ 隐 关 联 ” 粒 子 就 是 “ 近 独 
并 ”的 粒子 . 

(2) 显 关 联 

将 粒子 作为 “质点 ”处理 时 , 若 其 Hamiltonian 中 含有 “相互 作用 势能 项, 则 此 种 关联 被 称 为 
“ 显 关联 ”. 非 理想 气体 (或 “真实 气体 ”) 中 的 各 分 子 之 间 含 有 "相互 作用 势能 ”因而 就 是 “ 显 关 
联 " 的 . 
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4. 上 K 空间 
又 被 称 为 “粒子 (分 子 ) 空 间 ”, 由 3 维 广义 坐标 gk 和 3 维 广义 动量 p(k = 1,2,3) 组 成 的 6 维 
“ 相 空 间 ”. 


A.1.2 五 大 公设 


1. 大 数 公 设 

若 处 于 7 空间 中 的 被 研究 的 粒子 总 体 的 数量 特征 是 由 大 量 相互 独立 的 随机 变量 构成 的 ,而 每 
个 变量 对 总 体 的 影响 都 相对 地 比较 小 , 则 大 量 随机 变量 的 平均 效果 是 变量 的 个 别 影 响 将 相互 抵 
消 , 使 得 总 体 显示 出 整体 的 共同 作用 ,并 且 其 总 体 数量 特征 具有 稳定 性 . 

须要 说 明 的 是 ， 

(1) 只 有 当 具 有 某 种 现象 的 足够 多 数量 的 粒子 汇总 综合 在 一 起 的 时 候 , 现 象 的 总 体 规律 才能 
显示 出 来 .因此 ,只 有 从 大 量 现象 的 总 体 中 才能 研究 出 现象 的 规律 性 ， 

(2) 现象 的 总 体 性 规律 ,通常 是 以 平均 数 的 形式 表现 出 来 的 . 

(3) 所 研究 的 现象 总 体 包含 的 粒子 数 越 多 ,平均 数 也 就 越 能 正确 地 反映 出 这 些 现象 的 规律 性 . 

(4) 各 粒子 的 共同 倾向 决定 了 平均 数 的 水 平 ,各 粒子 对 于 平均 数 的 涨 落 则 由 于 足够 多 数量 的 
粒子 汇总 综合 的 结果 而 相互 抵消 并 趋 于 消失 . 

大 数 公 设 是 统计 结果 之 所 以 可 靠 的 必要 条 件 . 

2. 全 同性 公设 

被 研究 的 总 体 中 的 各 粒子 必须 全 同 . 

全 同性 公设 系 指 , 不 可 能 辨认 出 全 同 粒子 中 的 任何 一 个 ,因为 它们 之 间 没 有 任何 区 别 .这 也 是 
微观 单位 不 同 于 宏观 物体 的 一 个 重要 特征 .全 同性 公设 还 意味 着 不 可 能 给 任何 一 个 粒子 刻 上 独特 
的 标记 ,因而 也 不 可 能 进行 跟踪 的 含义 . 

然而 ,如 果 系 统 的 运动 规律 服从 基 子 力学 , 则 "粒子 的 全 同性 ?与 在 运动 规律 服从 经 典 力 学 的 
情况 有 所 不 同 . 若 记 NN 个 全 同 粒子 所 组 成 的 系统 的 量子 力学 波 晒 数 为 

pqi,* Qi 9 ，""", GN) 
于 是 交换 第 i 个 和 第 j 个 粒子 后 的 波 函 数 为 

见 (g gj" Gis GN) 
由 于 它们 描述 同一 量子 态 ,因此 应 有 


Yq1i"**,qi,"", qi, qdN) = CCqi 9 qj "sqN) CA 1 
, 式 中 4 为 一 常数 .将 它们 再 交换 一 次 ,有 
多 Cg 9gi Gj" dN) = A2pCqiy" qi" Gi"*" GN) (A.2). 
于 是 z 
X=1 或 A=+1 (A.3) 
即 
%(9qi qi Gis""" GN) 三 土 Pq1i9"s qi" qj" GN) (A.4) 


由 此 可 知 ,任意 交换 一 对 粒子 ,全 同 粒子 系统 波 函 数 或 者 保持 不 变 ( 对 称 波 函 数 ), 或 者 改变 符 
号 (反对 称 波 函 数 ). 实 验证 明 , 全 同 粒子 系统 波 函 数 的 交换 性 与 粒子 的 自 旋 有 确定 的 关系 . 自 旋 为 
整数 的 粒子 ,其 波 函 数 是 对 称 的 ,这 种 粒子 被 称 为 “Bose 子 ”. 自 旋 为 半 整 数 的 粒子 ,其 波 函 数 是 反 
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对 称 的 ,这 种 粒子 被 称 为 “Fermi 子 ”. 波 函数 的 反对 称 性 是 “Pauli 不 相 容 原理 ”的 要 求 .“Pauli 不 相 
容 原 理 ” 系 指 : 不 可 能 有 两 个 (或 更 多 个 ) 粒 子 同 时 处 在 同一 量子 态 . 从 而 可 见 ,“Fermi 子 ” 服 从 
“Pauli 不 相 容 原理 ”, 而 “Bose 子 ” 则 不 然 . 

3. 等 几率 公设 

当 一 个 孤立 系统 处 于 平衡 态 时 ,粒子 处 在 任 一 与 宏观 条 件 相 一 致 的 微观 运动 状态 的 几率 
相等 . 

设 粒子 的 状态 数 为 2 , 则 “等 几率 公设 ”说 的 是 :发 现 该 系统 处 在 此 0 个 状态 中 某 一 个 特定 的 
状态 上 的 几率 是 


几率 二 2 和 (A,.5) 


李 政 道 认 为 ,等 几率 公设 “是 统计 力学 平衡 态 的 唯一 基本 假设 ”,“ 这 个 假设 是 任何 统计 问题 所 
通用 的 .因此 , 它 是 一 个 相当 普遍 ,自然 的 假设 .” 

等 几率 公设 是 先 验 的 , 它 之 所 以 成 立 是 因为 没有 反例 .著名 统计 力学 家 马上 庚 先 生 对 此 曾 作 
过 一 番 评 论 :“ 一 种 说 法 是 :这 几率 是 代表 观测 者 的 知识 .他 对 物体 知道 得 越 多 , 则 几率 分 布 越 集 
中 .这 种 说 法 显然 不 合适 .物体 的 运动 和 观测 者 的 心理 状态 不 该 有 关系 . 照 这 种 说 法 ,不 同 的 人 看 
同样 的 物体 时 ,就 必须 说 这 些 人 的 知识 完全 一 样 . 这 说 法 难以 接受 .”“ 另 一 说 法 是 :这 几率 代表 实 
验 的 结果 ,代表 实验 量 出 的 知识 .这 表面 上 看 来 比 上 一 说 法 合理 , “实验 这 名 词 给 人 一 种 客观 的 印 
象 .但 这 说 法 和 上 一 说 法 大 同 小 异 .问题 是 :什么 实验 ? 要 做 多 少 实验 才 够 ? 或 日 : “宏观 实验 ’、 
“可 能 做 到 的 实验 .这 答案 不 对 的 …… 有 时 每 一 个 原子 的 位 置 都 得 算是 已 知 .这 是 可 能 做 到 的 
吗 ? 史 统计 力学 文献 中 讨论 的 “实验 ,往往 和 真 的 实验 没有 什么 关系 . 交 文 献 中 的 一 大 弱点 ,就 是 
把 活动 范围 ,或 平衡 态 的 几率 分 布 , 看 作 是 理所当然 的 为 已 知 …… 这 种 看 法 ,可 以 说 是 研究 气体 留 
下 来 的 习惯 …… 这 习惯 对 分 析 统 计 力 学 的 根源 ,是 一 大 障碍 .” 因 此 ,马上 庚 认 为 ， 这 "几率 ”的 意 
义 ,非常 不 清楚 .” 

由 于 这 些 原因 ,等 几率 公设 只 能 算是 先 验 的 . 

4. 遍历 性 公设 

孤立 系统 从 任 一 初始 运动 状态 出 发 ,经 过 足够 长 的 时 间 , 可 以 到 达能 量 曲面 上 的 任 一 微观 运 
动 状态 . Boltzmann 的 “遍历 性 公设 ”(ergodic) 有 时 被 译 成 “各 态 历 经 公设 ”. 与 Boltzmann 相仿 ， 
Maxwell 引 人 了 “路 径 的 连续 性 ”(continuity of path) 的 假定 . 

遍历 性 的 目的 ,是 为 了 证 明 物 理 量 的 长 时 间 平 均等 于 其 大 尺度 平均 .因为 一 个 物理 量 的 观测 
值 就 是 该 物理 量 在 有 限时 间 内 的 平均 值 ;而 统计 力学 中 在 理论 上 可 计算 的 仅仅 是 这 个 物理 量 在 大 
尺度 内 的 平均 值 . 因此 ,Maxwell-Boltzmann 统计 和 Darwin-Fowler 统计 需要 遍历 性 公设 . 

轨迹 的 遍历 性 ,一直 是 力学 中 的 一 个 大 问题 .许多 数学 家 致力 于 证 明 某 些 模型 的 遍历 性 ,但 都 
没有 好 结果 . 现在 知道 ,在 一 般 情况 下 ,人 遍历 性 并 不 成 立 . 但 是 , H. Poincare(1854 一 1912) 和 
P. Ehrenfest(1880~1933) 等 人 后 来 证 明了 一 种 “ 准 遍 历 性 ”: 经 过 足够 长 的 时 间 , 可 以 “无 限 接 近 ” 
能 量 曲 面 上 的 任 一 微观 运动 状态 .按照 Poincare 的 “ 准 遍 历 性 ”, 可 以 有 以 下 结果 : 

(1) 所 有 总 能 量 相 同 但 初始 条 件 不 同 的 运动 ,它们 在 能 量 曲面 上 的 路 径 是 相同 的 . 

(2) 对 总 能 量 相同 的 各 种 运动 来 说 ,任何 力学 量 的 长 时 间 平 均 都 相同 . 

(3) 所 有 能 量 守恒 的 系统 ,其 真实 运动 的 路 径 必 定 在 能 量 曲面 上 . 

(4) 一 个 力学 量 的 长 时 间 平 均 就 是 它 趋 于 热力 学 平衡 态 之 值 . 
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(5) 力学 量 O 的 长 时 间 平 均 O, 等 于 其 大 尺度 平均 (O) 即 
0 = <0) (A.6) 
von Neumann 和 Birkhoff 等 数学 家 后 来 严格 地 证 明了 ,即使 遍历 性 公设 ?是 “肯定 地 不 正确 
的 ”, 但 “力学 量 的 长 时 间 平 均 ” 等 于 “力学 量 的 微 正则 系 综 上 的 平均 ” 仍 是 “必然 满足 的 ”. 

从 原理 上 来 说 ,遍历 性 公设 企图 解决 自然 过 程 的 不 可 逆 性 的 起 源 问题 .对 一 个 孤立 的 力学 系 
统 而 言 , 如 果 系 统 是 保守 的 , 则 其 微观 运动 必然 是 可 逆 的 ;但 根据 热力 学 第 二 定律 ,整个 系统 的 宏 
观 过 程 将 呈现 出 不 可 北 性 .这 其 中 的 演变 过 程 一 直 是 人 们 希望 搞 清 楚 的 . 

由 于 严格 说 来 , Boltzmann 的 遍历 性 公设 并 不 成 立 , Boltzmann 本 人 也 从 未 试图 去 证 明 这 样 的 
定理 (Rosenthal 和 Plancherel 曾 各 自 独 立地 试图 证 明 过 ) ,因而 当时 就 受到 Zermelo 的 攻击 .他 的 
一 整套 理论 ,包括 日 定 理 , 也 都 被 Loschmidt 等 人 怀疑 .按照 马上 庚 先 生 的 说 法 :“ 这 想法 是 错 的 ， 
因为 这 无 限 长 的 时 间 必 须 比 oC(e* ) 长 很 多 ,而 一 般 观 测 时 间 为 oC(1) .要 使 任何 一 变数 的 时 间 平 
均等 于 其 范围 平均 ,是 一 苛刻 的 要 求 .”Boltzmann 在 遍历 性 公设 上 的 错误 直到 Gibbs 时 代 也 没有 
被 纠正 . N. Wiener 在 其 名 著 {Cybernetics》(The MIT Press and John Wiley & Sons,Inc.1961; 中 译 
本 《控制 论 》, 科 学 出 版 社 ,1963) 中 说 道 , “在 Gibbs 的 统计 力学 中 ,时 间 平 均 和 相 平 均 两 者 都 有 . 
Gibbs 企图 证 明 这 两 种 类 型 的 平均 在 一 定 意义 上 是 相同 的 ,这 是 很 高 明 的 想法 .就 Gibbs 想到 这 两 
种 平均 是 有 关 的 这 个 观念 说 ,他 是 完全 正确 的 .但 就 他 企图 用 来 证 明 这 种 关系 的 方法 说 ,他 就 整个 
地 毫 无 挽救 地 错 了 …… 一 直到 1930 年 初 ,Koopman、von Neumann、Birkhoff 这 一 群 数学 家 才 最 
后 建立 起 了 Gibbs 统计 力学 的 真正 基础 . ”Gibbs 本 人 曾经 想到 ,对 于 一 个 所 有 的 不 变量 都 被 作为 
多 余 坐 标 而 消去 的 系统 , 相 空间 中 所 有 各 点 的 运动 路 径 几乎 都 通过 这 个 空间 中 的 全 部 坐标 .他 把 
这 个 假说 叫做 各 态 历经 假说 ,这 个 名 词 是 由 希腊 字 ipYov (工作 ) 和 0605 (路 径 ) 来 的 .但 问题 首先 
是 ,正如 Plancherel 和 其 他 一 些 人 指出 的 ,这 个 假说 在 任何 实际 场合 都 不 成 立 .没有 一 条 可 微分 的 
路 径 能 够 盖 满 平面 上 的 一 块 面积 ,即使 这 条 路 径 有 无 限 长 . Gibbs 的 追随 者 们 ,也 许 最 后 包括 
Gibbs 本 人 ,都 隐约 看 到 了 这 点 ,因而 他 们 用 准 各 态 历 经 假说 来 代替 这 个 假说 . 准 各 态 历 经 假说 只 
是 说 ,在 时 间 的 进程 中 ,系统 一 般 地 几乎 通过 由 已 知 不 变量 决定 的 相 空 间 区 域 上 的 每 一 点 .证 明 这 
个 假说 并 没有 什么 逻辑 上 的 困难 ,只 不 过 用 它 来 得 到 Gibbs 的 结论 显得 十 分 不 够 轩 了 ,因为 它 没 
有 涉及 系统 在 每 一 点 近 旁 所 耗费 的 相对 时 间 .” 可 以 这 样 说 ,Gibbs 没有 充分 估计 到 它们 的 哲学 价 
值 .和 他 同时 代 人 O. Heaviside 一 样 ,Gibbs 也 是 一 个 物理 -数学 上 的 敏感 常常 超过 逻辑 上 的 敏感 
的 科学 家 ,他 一 般 是 正确 的 ,但 常常 不 能 解释 为 什么 他 是 正确 的 ,也 不 能 解释 他 如 何 能 正确 .” 

提出 用 “ 准 各 态 历经 ”或 “ 准 遍 历 性 ”来 代替 “遍历 性 公设 ”的 ,首先 是 Ehrenfest 夫妇 .E. Fermi 
曾 现实 地 表明 :“ 力 学 系统 中 相当 广泛 的 一 类 是 “ 准 遍 历 性 "的 .” 

5. Boltzmann 的 炉 公 设 

以 5 表示 炉 , W 表示 状态 的 热力 学 几率 或 可 能 性 ,将 Boltzmann 常数 用 ke 表示 (实际 上 
Boltzmann 常数 ks 并 非 Boltzmann 导出 的 ,而 是 Planck(M. Planck,1858 一 1947) 在 1900 年 他 的 
“辐射 定律 > 中 引信 的 ,因此 Smekal(1926) 和 Meissner(1951) 建 议 将 ks 称 作 “Boltzmann-Planck 常 
数 ”) , 则 有 (被 称 为 "Planck 公式 ”) 

S= ksln W (A.7) 
上 述 Boltzmann 的 入 公 设 将 灼 “加 性 ”与 状态 的 几率 或 可 能 性 的 “ 乘 性 ”巧妙 地 联系 起 来 , 即 若 
W = WiW:, (A.8) 
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则 
9 一 91 二 2? (A.9) 

当然 反 过 来 也 对 . 

在 1877 年 10 月 一 篇 题名 为 “ 热 的 力学 理论 第 二 定律 和 几率 计算 或 与 热平衡 有 关 的 几 个 定 
律 ”的 文章 中 ,Boltzmann 说 :“ 大 多 数 情况 下 ,初始 状态 也 许 是 几率 极 小 的 状态 . 系统 由 此 向 更 大 
几率 的 状态 过 渡 , 最 后 达到 最 可 几 的 状态 , 即 热平衡 态 . 若 把 这 个 观点 试用 于 热力 学 第 二 定律 , 则 
通常 称 为 炉 的 这 个 量 等 同 于 这 里 所 讨论 的 状态 发 生 的 几率 .” 所 以 , “我 们 的 主要 目的 不 只 限于 热 
平衡 状态 ,还 在 于 研究 概 ( 几 ) 率 论 定理 与 第 二 定律 的 关系 .” 

Boltzmann 当时 认为 粮 与 “可 置换 性 ”( 配 容 数 的 对 数 ) 等 价 .他 说 :“ 人 所 共 知 , 当 一 个 物体 系统 
经 历 纯粹 可 逆 的 变化 ,系统 的 总 焙 保 持 不 变 . 相 反 , 如 果 在 系统 经 历 的 变化 中 ,有 些 是 不 可 北 的 , 它 
的 和 就 必然 要 增加 …… 由 于 上 述 关系 ,对 于 物体 集合 的 可 置换 性 的 测度 >) 0 也 同样 如 此 .因此 ， 
在 热力 学 平衡 态 , 除 了 一 个 常数 因子 外 ,这 一 可 置换 性 测度 量 与 焙 相 一 致 ,但 即使 在 每 个 不 可 道 的 
过 程 中 , 当 它 连续 增加 时 ,也 有 意义 .”“ 人 们 即刻 可 演绎 出 两 个 论断 :第 一 个 说 的 是 一 个 物体 系统 
经 历 了 几 个 变化 ,其 中 至 少 有 一 些 是 不 可 道 的 …… 如 果 在 过 程 的 开始 和 结束 ,都 证 明 系 统 处 于 热 


力学 平衡 态 , 这 一 系统 的 总 的 箭 能 立刻 计算 出 来 . 在 两 种 情形 中 , 它 都 等 于 可 置换 性 测度 的 扎 ， 因 


此 ,这 第 一 个 论断 表达 的 是 :在 系统 经 历 了 变化 后 ,总 的 箭 始终 要 大 于 初始 值 . 当然 ,可 置换 性 测度 
也 同样 如 此 .第 二 个 论断 说 的 是 一 种 气体 , 它 经 历 了 一 个 变化 ,其 中 初 态 和 终 态 都 并 非 必然 是 热力 
学 平衡 的 ,因此 人 们 无 法 计算 初 态 和 终 态 的 炉 ,但 人 们 总 是 能 计算 我 们 称 之 为 可 置换 性 测度 的 这 
个 量 ,而 这 里 再 一 次 它 的 最 终 的 值 必然 大 于 起 始 值 . 人 们 同样 可 以 证 实 , 最 后 这 个 论断 能 上 毫 无 困难 
地 推广 到 由 几 种 气体 组 成 的 系统 ,推广 到 多 原子 分 子 系统 和 在 外 力作 用 下 的 系统 .” 对 于 


Boltzmann 所 提 到 的 归 一 化 因子 3 ,传记 作家 Carlo Cercignani 认为 是 Boltzmann 未 能 区 分 内 能 与 温 


度 的 缘故 (E= 习 NksT; 由 本 书 可 知 系数 关中 的 2 和 3, 分 别 是 “ 非 相 对 论 " 和 “3 维 空间 ”的 标记 ). 


Boltzmann 的 粹 公式 现在 刻 在 他 的 墓碑 上 . 汤 川 秀 树 认为 , Boltzmann( 将 热力 学 炳 与 配 容 数 
的 对 数 联 系 起 来 的 ) 箭 公式 ,与 Newton (将 力 与 物体 运动 的 加 速度 联系 起 来 的 ) 第 二 定律 和 
Einstein( 将 物体 的 能 量 -动量 张 量 与 时 空 度 规 联 系 起 来 的 ) 场 方程 ,是 迄今 为 止 人 类 智慧 最 杰出 的 
3 个 典范 . 

根据 W. Ebeling 的 说 法 ,第 一 个 想到 几率 的 对 数 的 ,是 数学 家 A. de Moivre(1667 一 1754). 在 
信息 论 中 ,C.E.Shannon(1916 一 ”) 也 提出 了 一 个 与 Boltzmann 灶 公 式 类 似 的 公式 .据说 他 说 过 
是 J.von Neumann(1903~1957) 建 议 用 “信息 粹 ”这 个 名 称 的 ,因为 它 看 上 去 像 是 热力 学 入 的 计算 
公式 ,而 且 “ 反 正 没有 人 知道 焙 是 什么 ”. 

在 以 上 5 条 基本 公设 中 ,前 3 条 属于 数理 统计 学 ,后 2 条 才 真正 是 统计 力学 所 特有 的 . 


A.2 平衡 态 Maxwell-Boltzmann 统计 的 基本 方案 


先 来 看 一 个 经 典 力学 中 的 例子 .在 质点 组 力学 问题 中 ,质点 位 矢 mx 的 加 权 平 均 ( 权 重 为 质量 
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max) 成 为 “质心 ”所 以 ,质心 的 位 矢 rc 为 


> makra 
rc = 一 一 (A.10) 
其 中 
m = Dm: (A.11) 
类 
为 总 质量 ， 


在 (A.10) 和 (A.11) 两 式 中 ,如 果 每 个 位 矢 re 处 的 所 谓 “ 质 点 ”的 质量 mx 都 等 于 单位 质量 
mo 的 nk 倍 , 则 有 


mo Drins 

Fe = 一 一 一 一 (A.12) 
其 中 

m= mo Dn (A. 13) 
于 是 

Pt 
Fe SF Sr (A. 14) 
友 

式 中 ,系列 {ni } 被 称 为 “分 布 ”， Ts 被 称 为 “统计 几率 ”. 

大 


在 统计 力学 中 ,与 箭 $ 相 联系 的 是 “状态 的 热力 学 几率 或 可 能 性 ” W ;在 “系统 理论 ”(“ 近 独立 
子 系 ”的 简称 ) 中 , 当 系 统 是 由 全 同 粒 子 组 成 时 ,“ 状 态 的 热力 学 几率 或 可 能 性 ”W 也 可 以 用 能 量 这 
层 s=E 所 包围 的 体积 , 即 能 量 小 于 的 “微观 状态 数 ”( 被 简称 为 “状态 数 ” 或 “ 配 容 数 ”) 02 来 描述 . 
尽管 W 与 0 在 一 般 情 况 下 是 完全 不 同 的 物理 概念 ,但 在 “系统 理论 ”的 统计 力学 中 用 以 计算 精 $ 
时 却 没有 什么 差别 ， 

必须 立即 指出 的 是 分布”( 即 “粒子 数 按 能 量 的 分 布 ” ,或 者 “粒子 数 按 动量 的 分 布 ”或 者 " 粕 
子 数 按 速度 的 分 布 ?等 等 的 简称 ) 和 "状态 数 ” 是 两 个 完全 不 同 的 概念 .在 考虑 "状态 数 " 时 ,还 必须 
顾及 在 每 一 个 能 级 上 ni 个 粒子 占据 其 gi 个 量子 态 的 方式 (8: 被 称 为 “ 简 并 度 ”). 因此 ,一 个 “分 
布 ”{ ni } 往 往 有 好 几 种 “状态 数 ”. 

对 于 “Boltzmann 系统 ”“Bose 系统 ”(S, N. Bose,1894 一 1974) 和 “Fermi 系统 ”(E. Fermi,1901 
一 1954) 来 说 ， 状 态 数 ”2 是 不 同 的 . 

在 有 些 统计 力学 教科 书 中 ,将 “Boltzmann 系统 ”“Bose 系统 ”和 "Fermi 系统 ”所 对 应 的 统计 
分 别称 为 “Boltzmann 统计 ”“Bose 统计 ”和 “Fermi 统计 ”.D. ter Haar 认为 ,这 “可 能 含有 使 用 不 
同 的 统计 方法 的 意思 .但 事实 却 不 是 这 样 . 因 此 ,为 了 减少 混 消 ,最 好 还 是 说 “Boltzmann 公式 ”， 
“Bose 公式 ?或 者 "Fermi 公式 ”. 然 而 ,以 上 的 专门 术语 已 经 使 用 得 那样 广泛 ,何况 它们 似乎 没有 什 
么 严重 误解 的 危险 ,所 以 我 们 也 将 继续 沿用 .” 

当然 ,在 另 一 些 统计 力学 教科 书 中 ,也 有 将 “Boltzmann 公式 ”, “Bose 公式 ?或 者 “Fermi 公式 ” 
称 为 “Maxwell-Boltzmann 分 布 ”>,“Bose-Einstein 分 布 " 或 者 “Fermi-Dirac 分 布 ” 的 .“Maxwell- 
Boltzmann 分 布 ? 这 个 名 词 是 G.H. Bryan 于 1894 年 在 牛津 的 不 列 颠 协会 上 宣读 论文 时 提出 的 ,但 
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其 实质 内 容 则 是 Boltzmann 于 1871 年 导出 的 .“Bose-Einstein 分 布 " 是 Bose 于 1924 年 将 黑体 辐射 
当 作 光子 气体 来 处 理 , 并 应 用 与 经 典 的 “Boltzmann 公式 ”稍为 不 同 的 方法 首先 引入 的 . Einstein 翻 
译 了 他 的 论文 ,并 作 了 如 下 的 批注 :“ 按 我 的 看 法 ,Bose 关于 Planck 公式 的 推导 关系 到 一 个 重要 的 
进展 .这 里 所 使 用 的 方法 还 可 能 给 出 理想 气体 的 量子 理论 ,我 打算 在 别处 论证 这 个 理论 . "同年 ， 
Einstein 发 表 了 “Bose-Einstein 统计 ”在 理想 气体 中 的 应 用 .在 1925 年 的 第 二 篇 论文 中 ,Einstein 根 
据 分 子 的 不 可 分 辨 性 透彻 地 揭示 了 这 种 新 的 统计 法 与 经 典 的 “Maxwell-Boltzmann 统计 法 ”之 间 的 
根本 区 别 , 而 且 发 现 了 “Bose-Einstein 凝聚 ”现象 .“Fermi-Dirac 分 布 ? 是 Fermi 首先 于 1926 年 发 
现 的 , 稍 后 Dirac 也 发 现 了 它 ( 为 此 ,由 于 首创 权 ,Dirac 还 向 Fermi 致 火 ).“Bose-Einstein 统计 ”和 
“Fermi-Dirac 统计 ”被 合 称 为 “量子 统计 ”. 从 发 表 论 文 的 年 代 远 近 可 以 看 出 , “量子 统计 ”实际 上 起 
始 于 Bose. 至 于 为 什么 有 些 粒 子 遵 从 “Bose-Einstein 统计 ”, 而 其 他 一 些 量子 遵从 “Fermi-Dirac 统 
计 ”, 其 道理 是 极其 深奥 的 ， 


A.2.1 Boltzmann 分 布 .Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 “状态 数 ” 


设 系统 由 粒子 数 为 NN、 总 能 量 为 E 的 全 同 近 独立 的 粒子 组 成 ,系统 容积 为 V. 

以 e1 表示 粒子 在 能 级 1 处 的 能 量 , g; 表示 对 应 于 能 级 ei 的 简 并 度 (! = 1,2,…). 粒 子 数 
(ni) 与 能 级 {ei}) 与 简 并 度 {81 } 是 一 一 对 应 的 .根据 排列 ,组 合 ,和 粒子 之 间 的 可 辨别 性 或 不 可 辩 
别 性 ,以 及 W. Pauli(1900 一 1958) 的 “不 相 容 原理 ”, 可 以 得 到 表 A.1 


表 A.1 Boltzmann 分 布 . Bose 分 布 和 Fermi 分 布 的 “热力 学 几率 ” 
Boltzmann 分 布 Fermi 分 布 


de 袜子 不 可 辨别 粒子 不 可 辨别 


Pauli 不 相 容 原理 不 服从 | 服从 


(gr+ni~ 1)! gr! 
[ 


! TTgy (8 +PmI 一 1)1 g1! 
热力 学 几率 W 有 i 下 nil(g: — 1)! ll 


1 ml | 


在 “经 典 极 限 条 件 ” 
安 1 (对 所 有 1) (A.15) 
下 ,Bose 系统 和 Fermi 系统 的 热力 学 几率 Ws-s 和 Wr-b 将 近似 等 于 Boltzmann 系统 的 热力 学 几 
RS 8 
认 一 卫 一 . 


i W 的 方法 是 古典 的 .没有 任何 普遍 意义 的 ,因而 在 现代 的 
“ 系 综 理论 "统计 力学 中 ,已 不 再 采用 这 种 方法 . 
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A.2.2 由 Maxwell“ 最 可 几 理 论 ” 推 导 “Boltzmann 分 布 "、“Bose 分 布 ”和 
“Fermi 分 布 ” 


1. 通常 的 处 理 方法 

Maxwel 最 可 几 理 论 ? 就 是 使 S= Keln W 为 极 大 的 理论 ( 式 中 W 是 “热力 学 几率 ”). 但 是 
这 种 “ 极 大 ”是 有 条 件 的 ,被 称 为 “条 件 极 ( 大 ) 值 ”. 在 平衡 态 统计 力学 中 ,其 极 值 条 件 是 : 

(1) 粒子 总 数 N 不 变 ; 

(2) 总 能 量 E 不 变 . 


即 
(Dn = NN 
! (A.16) 
Djmie =E 
|ax 冯 沽 
((A.16) 式 的 “积分 形式 ?对 应 | 更 符合 “ 系 综 理 论 ” 的 描述 方式 .但 在 Maxwell* 最 可 几 
edN=E 


理论 "和 Darwin-Fowler“ 平 均值 理论 ”中 ,往往 用 (A.16) 式 的 分 立 形式 ,以 表示 存在 “一 个 一 个 ”的 
粒子 一 一 当然 这 种 想法 并 不 正确 !) 

在 理论 物理 学 中 , 求 某 一 力学 量 的 条 件 极 值 一 般 是 用 “Lagrange 未 定 乘 子 法 ”. 在 使 用 
“Lagrange 未 定 乘 子 法 ”之 前 ,根据 $= ksln W 先 取 “热力 学 几率 ”W 的 对 数 , 然 后 利用 J. Stirling 
(1692 一 1770) 的 公式 : 

Inal=a(Cnae-1) (a 是 大 于 1 的 整数 ) (A.17) 

设 "Lagrange 未 定 乘 子 ? 为 7( 较 早 的 统计 力学 教科 书 中 用 a, 现 在 改 用 7 是 为 了 不 致 与 巨 正 
则 系 综 中 的 wi 相 混淆) 和 8, 取 

SLIn Wo- 7(N- Dm)- B(E- Pniei)]=0 (A.18) 
最 后 对 Boltzmann 系统 、Bose 系统 和 Fermi 系统 来 说 有 表 A.2; 
表 A.2 ” Boltzmann 分 布 .Bose 分 布 和 Fermi 分 布 


可 辨别 性 和 二 

不 可 辨别 性 粒子 可 辨别 粒子 不 可 辨别 粒子 不 可 辨别 
Pauli 不 相 

容 原理 本 


gr! 
nil (gi:— ni)! 


IT gi1! 
nil(g: — ni1)! 


{ 


(gr+nr—1)! 
ni! (8 一 1)1! 


nil(g: — 1)! 
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续 表 
Fermi 系统 


Boltzmann 系统 


1 二 gl。 
exp(— 7- Be) 


-~ 8 
exp(a + Pe,) | 


8; 


”ep(Cx+ 奈 /7)=1 
] 8iexp | -去 (a+ Be) | 
2 sinh| 方 (a+ pe) | 


ni 


粒子 数 按 能 
量 的 统计 分 
布 mi 


1 giexp| -二 cc+pei) | 
cosh| Ca+Be) | 


在 得 到 这 些 “ 统 计 分 布 ” 之 后 ,还 要 验证 炉 是 否 是 “ 极 大 ”, 方 法 是 证 明 In W 的 二 次 变 分 小 于 
零 . 当然 ,这 3 种 “统计 分 布 " 是 经 得 起 考验 的 . 
然而 ,有 3 点 必须 引起 注意 : 
(1) 应 用 “Stirling 近似 公式 ”的 前 提要 求 有 点 苛刻 , 它 所 必须 满足 的 条 件 如 ni 污 1、g1 污 1 等 ， 
实际 上 往往 达 不 到 .这 一 毛病 ,只 有 在 系 综 理 论 中 才 会 被 最 后 克服 ， 
(2) 在 上 述 3 种 “统计 分 布 ” 中 ,粒子 之 间 不 能 有 相互 作用 , 亦 即 粒子 必须 是 “ 近 独 立 ” 的 .关于 
这 一 点 ,也 只 有 在 系 综 理 论 中 才 会 被 最 后 克服 . 
(3) 在 经 典 极 限 (A.15) 式 条 件 下 ,由 于 Bose 系统 和 Fermi 系统 的 热力 学 几率 Wp-g 和 We_p 
将 近似 等 于 Boltzmann 系统 的 热力 学 几率 -Na ,而 在 求 W 的 极 值 时 因子 六 不 起 任何 作用 , 因 
此 在 经 典 极限 (A.15) 式 条 件 下 “Bose 分 布 " 和 “Fermi 分 布 ”将 近似 等 于 “Boltzmann 分 布 ” 
2. Brillouin 的 统一 处 理 方法 
L. Brillouin(1889 一 1969) 将 以 上 3 种 分 布 作 了 统一 处 理 ; 这 种 统一 性 的 处 理 方法 ,尽管 不 是 实 
质 性 的 , 却 也 具有 启发 性 的 意义 .他 假设 第 一 个 粒子 有 gi 个 排列 ,第 2 个 粒子 有 (gi - a ?个 排列 ， 
第 3 个 粒子 有 (8: -24 ?个 排列 ,第 ni 个 粒子 有 (gi -Cni -1)a) 个 排列 ,而 a 的 数值 预先 不 作 
确定 .根据 初等 数学 ,其 nj 个 粒子 "不 可 辨别 ”的 排列 是 
gi1(g81:—- al(gi-2a)(g/—- Cn:—1)a) 
而 其 ni 个 粒子 “可 辨别 ”的 排列 是 
B81(g81— a) (gi —- 2a (gr— Cn 1)a) 
nl 


于 是 ,热力 学 概率 等 于 
W = I (A.19) 

在 极 值 条 件 (4.16) 式 下 , 求 微观 状态 数 (4.19) 式 的 极 大 ,得 到 其 统计 分 布 为 
8giexp(- au -pei) (a = 0,Boltzmann 分 布 》 (A. 20) 
8 
expCa + Pe,)+1 
式 中 暂且 将 Boltzmann 分 布 中 的 了 写成 a. 

3. 吴 大 献 先 生 对 Maxwell“ 最 可 几 理 论 ” 的 评论 

吴 大 抵 先 生 对 Maxwell* 最 可 几 理 论 ” 的 评论 是 : 


(a = 一 1,Bose 分 布 ) 


gi 


WT expC+ Pe Dta ™ 


(a 三 二 1,Fermi 分布) 
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(1)“ 此 法 隐 含 一 个 假设 , 即 分 子 间 无 相互 作用 的 , 盖 必 如 是 , 始 能 将 N 个 分 子 ,分 布 于 (一 个 
分 子 的 )6 维 相 空间 .” 

(2) 在 “计算 中 , 隐 含 一 个 假设 , 即 一 个 分 子 分 配 人 一 个 室 的 几率 ,是 与 室 之 大 小 成 正比 的 .此 
假定 是 谓 每 相等 体积 的 的 室 , 其 先 验 的 几率 相等 .” 

《3)“ 在 上 述 理论 中 ,其 最 后 结果 是 和 所 取 的 室 的 大 小 无 关 的 .我 们 只 要 求 室 不 能 太 小 , 伸 室 中 
仍 可 容 大 数目 的 分 子 ( 你 可 用 Stirling 近似 式 ) .但 在 量子 力学 ,因为 “ 测 不 准 原理 ,坐标 4 和 其 共 


印 动量 p 不 可 能 知道 得 较 下 述 不 等 式 的 限制 为 准 AqAp 之 站 , 故 相 空间 的 体积 单位 不 能 小 于 hh?. 


但 这 单位 之 确 为 hh 而 非 ( 灵 ) 或 其 他 Cah》?, 则 似 系 宜 为 经 验 的 结果 ( 见 Sackur-Tetrode 方程 式 


中 之 化 学 常数 ).”(Sackur 早 在 1911 年 和 Tetrode 在 1912 年 ,都 假设 “ 相 空 间 的 体积 单位 ”为 ja ， 
他 们 将 此 由 假设 所 计算 出 来 的 “ 粹 公式 "应 用 于 饱和 燕 汽 压 与 温度 之 间 的 关系 ,得 到 完全 正确 的 结 
果 并 为 实验 所 证 实 .) 

(4)“ 如 我 们 暂 不 问 量子 力学 和 量子 统计 ,而 仍 研讨 上 述 的 Boltzmann 统计 力学 (或 称 为 经 典 
统计 ) , 则 问题 是 相 空间 小 室 的 大 小 ,是 否 无 影响 ?此 问题 的 答案 ,幸而 是 与 小 室 的 大 小 无 关 的 .” 
( 吴 大 均 先 生还 从 Boltzmann 理论 出 发 ,对 此 作 了 证 明 .) 


【 例 A.1】 已 知 :系统 中 分 子 数 为 N, 理 想 气体 自由 膨胀 前 后 的 容积 分 别 为 Vi 和 Yz;Planck 
公式 为 5= ksln W, 式 中 W 为 热力 学 几率 . 
求 : 理 想 气 体 自由 膨胀 前 后 的 炳 变 . 
解 : 设 
Mo 
ni 二 
lL 
= 用 
(由 于 hr” 在 统计 结果 中 没有 任何 积极 意义 ,因此 对 上 述 两 式 的 物理 含义 不 必 深 究 . 若 要 深究 , 则 可 
不 用 hs 而 用 其 他 小 容积 的 符号 . ) 则 理想 气体 自由 膨胀 前 后 每 个 分 子 落 在 小 体积 元 h? 中 的 概率 


分 别 为 估 和 押 ,NN 个 分 子 落 在 小 体积 元 加 中 的 个 数 分 别 为 N 多 和 N 全 .因此 ,理想 气体 自由 
膨胀 前 后 的 热力 学 几率 为 。 


开 2 


w= MN -AN -Nl 
让 (次 ) [VY [TE) 
W = NE- 
人 


故 气 体 自由 陪 胀 前 后 的 焙 分 别 为 
S] 一 kaln Wi 一 ka| InN! 冯 m( 够 )!| 


Ny VfN’, (Nk) Nh 
= ks (NInN-—N | 和 (和 | 
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= Nksln( 1 )+ Nkeln N 


Vy, 
hs 
总 Nkaln( 7 
于 是 ,气体 自由 膨胀 前 后 的 业 变 是 


# )+ Nkaln N. 


< 


S$ — $1 = Nkaln( ¥) 


可 以 看 出 ,本 题 中 的 热力 学 几率 与 能 量 或 动量 、 速 度 等 没有 直接 关系 . 


【 例 A.2】 已 知 :系统 由 N 个 独立 的 粒子 组 成 ,每 个 粒子 只 有 + so 两 个 能 级 ;系统 的 总 能 量 
e=Meo,(M=—N,*…,N). 
求 :(1) 系统 处 于 宏观 态 e 时 的 热力 学 几率 ; 
(2) 系统 的 总 能 量 。 和 等 容 热 容量 Cy 与 温度 T 的 关系 . 
解 : 用 量子 Boltzmann 统计 . 设 有 N- 个 粒子 处 于 能 量 为 ( - eo) 的 态 ,有 NN, 个 粒子 处 于 能 量 
为 (+ eo) 的 态 .因而 
e = Meo = N; eo— N- eo = (N;— N-)eo 
N= N:+N- 
由 上 述 两 式 ,可 以 解 出 
1 


N, = 二 CN+ M) 
二 二 (CN - M) 
同时 ,热力 学 几率 (与 能 量 或 动量 .速度 等 没有 直接 关系 ) 为 
ee NI 
W = 


N- IN,! Er- M) |! [二 CN+M) |! 
由 上 式 并 利用 Stirling 公式 ,有 


$= keln W =- ka| FMin( M3Y)+ | Nksln N 


二 Ka | 4) 


FT aE eo 9M 2geo .N+M 
当 M>>0 或 se>0 时 了 一 0, 属 于 非 正 常 系统 (被 称 为 “ 负 绝 对 温度 状态 当 . 在 正常 系统 中 M 一 0， 
s<0 而 了 0. 因 此 


人 7- = 和 过 = exp(28su ) 
即 
Ns: 二 eXP( 士 Beo ) 
N expCBeo)+ expC— Peo) 
于 是 得 


e = (N:— N-)eo =— Neovtanh Beo) 


_dE. CBeo)? _ C2PBeo ) ?exp (2Beo ) 
Cv rr” Mo ch? ™ MT pomeape 
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【 例 A.3】 已 知 : 自 旋 为 去 的 粒子 处 于 外 磁场 B 中 时 ,粒子 只 有 与 B 平行 或 反 平行 两 个 非 


简 并 的 自 旋 态 , 相 应 的 能 量 为 sf = -pwB,e = + 1B, 系 统 的 内 能 为 E= (CN, 一 N，)e. 现 有 NN 个 
此 类 近 独 立 粒 子 在 外 磁场 中 达到 平衡 ,对 应 的 粒子 数 分 别 为 N+ 和 N, ,N+ +N,=N. 
求 :(1) N, 和 Ny 的 最 可 几 值 (用 最 可 几 法 ) ,系统 内 能 与 温度 之 间 的 关系 以 及 系统 的 热 容量 ，; 
(2) 平均 总 磁 矩 (My 
(3) (CM- (M))?) 和 lim( CM ~ (M))?). 
解 :(1) 由 E= CN, 一 N+ ye 和 N,+N,=NN 可 得 


N, = 六 (1+ 辽 ) 
E 
N+ = 这 (1 着 ) 
另外 ,由 排列 组 合 知识 可 得 此 系统 的 热力 学 几率 为 
NI _ N+N,)! 
VERS Nl Wt 


代入 Boltzmann 公式 ,并 利用 Stirling 近似 ,可 得 系统 的 炉 为 
S$ = keln WCE)S Nks| InN - 记 (1+ 产 )in(1+ 靳 )- 去 (1- 着 )in(1 | 
由 此 可 得 


N+ _ 
N, exp (2Be) 


于 是 得 到 N+ 和 Ny 的 最 可 几 值 为 
a expl Pe) 
N, = Ns i Nexpc Be) 
下 expC— Pe) _N 
WY N expeBe) + exp(~ pe) Zi pr xp Pe) 


式 中 粒子 的 配 分 函数 是 
Zi = exp Be)+ exp(- Be) = 2coshl Be) 


同时 ,还 可 得 到 系统 内 能 与 温度 之 间 的 关系 


Se =— Netanh(pBe) 
进而 算出 系统 的 热 容量 
TY 2 aE 一 CB 2 
Cv =— kspr (FB), = Nken gs 


(2) 平均 总 磁 矩 (AM ?为 


四 a exp Be)— expC— Be) 
‘M» = NA+NI( 1)= Ne expe yr expC BES = Ntanh Pe) 


每 个 粒子 的 平均 磁 矩 是 
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CM) 


《有 二 = = Atanh(Cps ) 


(3) 由 以 上 结果 可 算出 


2 
(CM (MY = Ne Cl- tanh (BuB)J=—— 


cosh? CBuB) 
所 以 


liml CM -AM))2 = lim( CM - (M))*) = lim =0 
T—0 [ne 


Ne 
hm COSh: CBuB) 
【 例 A.4】 已 知 :在 装 有 大 量 理想 气体 的 容器 中 ,一 块 有 NN 个 吸附 点 的 吸 气 片上 每 个 吸附 点 
可 吸附 一 个 能 量 为 (一 eo ) 的 气体 分 子 .系统 平衡 时 ,气体 的 温度 为 ,化 学 势 为 4. 
求 : 覆 盖 率 ( 即 吸附 分 子 数 与 吸附 点 数 之 比 )2 = re 


解 :方法 一 
设 吸 附 相 化 学 势 为 x ,平衡 时 应 有 we = .再 设 吸附 分 子 数 为 NF, 则 Helmholtz 自由 能 为 
F= UTS =— NSeo — | 


>- Nieo + ka TLNIn NS + CN— Ns)InCN— Ne)- NinN] 
吸附 相 分 子 的 化 学 势 为 
aF 


HB 一 IDNs =— eo + kasT[lIn NS—-InCN—- Nas)] 


即 


ea 8 
请 = exp[- PC? + eo0)]= expL 一 BCu+ eo)] 


于 是 
et 
N 1+expL- 有 CA+eo)] 
方法 二 


设 吸附 分 子 数 为 N? ,能 量 为 (- Nseo ) .因而 吸附 相 的 正则 配 分 函数 为 
Zs CNS 》 二 NT NIP PV’e ) 
巨 配 分 函数 为 


N N NI 
Zs= DZ CN expl- oNe)= 2) ATCN 
0 0 | 


N NaJTexp[ 一 Ca — Beo) NS] 


= [1+expCpCeo + AHAa))JAN 
因而 吸附 相 分 子 数 的 平均 值 为 


(Ns) 
利用 平衡 条 件 4”= ,最 后 得 
9 二 


__ gn2 _ N 
da 1 + exp[— Bleo + p38)] 


Ne _ 1 
N 1 + exp[— BCy+ eo)] 
方法 三 
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将 每 一 个 吸附 点 作为 一 个 “ 子 系 统 ”, 每 个 子 系 统 有 两 种 可 能 的 状态 :“ 空 着 ”和 “吸附 ”. 因而 每 

个 分 子 的 巨 配 分 郴 数 为 
ZF =1+exp(-a+peo) (i = 1,2,…,N) 
N 个 吸附 点 是 准 独立 的 ,所 以 系统 的 巨 配 分 隧 数 是 
Z8 = (ZF)N = [1+expC— a+ Beo)]” 

由 此 可 同样 得 到 和 覆盖 率 . 

讨论 : 若 对 于 每 一 个 吸附 中 心 有 三 种 可 能 的 状态 ,“ 空 着 ”> “上 自 旋 吸附 ”,“ 下 自 旋 吸 附 ”, (两 
种 吸附 的 能 量 均 为 (一 so )) 则 吸附 系统 的 巨 配 分 函数 为 

2Z5 = [LI+2exp(- a + Beo) J]™ 
此 时 在 吸附 中 心 上 的 平均 电子 数 为 
__ aln2 _ N 


ea 1 + 去 exp[- BC +eo)]] 


A.3 Maxwell 速度 分 布 律 


Lagrange 描述 的 平衡 态 统计 力学 一 般 用 于 “ 求 和 号 ”>) 下 ,有 时 候 也 见 用 于 “积分 号 "| 下 ,但 


“用 于 积分 号 ,| 下 ” 时 需要 恩 考 一 些 深层 次 的 物理 学 问题 


“ 求 和 ”或 “积分 "在 “ 非 简 并 ” 态 问 题 中 和 在 “ 简 并 态 ” 问 题 中 的 含义 是 不 相同 的 :在 “ 非 简 并 ” 态 
问题 中 ,“ 求 和 ”或 “积分 ”是 对 状态 数 而 言 的 ;而 在 “ 简 并 态 ” 问 题 中 ,“ 求 和 ”或 “积分 ”除了 是 对 状态 
数 而 言 外 ,还 是 对 “能 级 ”而 言 的 ,换言之 必须 考虑 简 并 度 . 

Lagrange 描述 和 Enler 描述 之 间 的 区 别 , 主 要 不 在 于 “ 求 和 号 ”》, 还 是 “积分 号 ?| ,而 主要 在 


3 
于 * 求 和 号 " >) 下 的 “小 体积 "AT 中 或 “积分 号 "| 下 的 “体积 元 ” 志 [ dp dq 中 的 粒子 是 否 “独立 


的 ” 或“ 近 独 立 的 ”, 即 粒子 之 间 的 Hamiltonian 是 “ 隐 关 联 ” 的 还 是 “ 显 关联 ”的 .如 果 粒 子 之 间 的 
Hamiltonian 仅仅 是 “ 隐 关 联 " 的 ,就 可 以 用 “Lagrange 描述 ”, 即 可 以 用 “系统 理论 ”来 处 理 ( 当 然 也 
可 以 用 “Euler 描述” 的“ 系 综 理论 "来 处 理 ) .而 如 果 粒 子 之 间 的 Hamiltonian 哪怕 有 一 部 分 是 “ 显 关 
联 " 的 ,就 必须 用 "Euler 描述 ”, 也 就 是 用 “ 系 综 理 论 " 来 处 理 .现代 统计 力学 ,为 了 理论 的 统一 性 ,一 
般 仅仅 讨论 ”Euler 描述 ”的 “ 系 综 理论 ”. 
黄 克 逊 先生 (1928 一 “) 说 ,在 统计 力学 中 只 要 作 如 下 变换 : 
1 一 《Prkydqk》 


3 


1 
AT 有 [dp dq. (A.21) 


=1 


1 3 
2 — HHapeag 
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就 可 将 “ 求 和 ”转换 成 “积分 ”(《 Lectures on Statistical Physics and Protein Folding》, World 
Scientific Publishing Co. Pte. Ltd. 2005; 或 复旦 大 学 出 版 社 ,2006). 在 Maxwell* 最 可 几 理 论 " 和 
Darwin-Fowler 的 “平均 值 理论 ”中 也 有 类 似 的 转换 . 

用 “积分 号 ”| 取代 “ 求 和 号 ”> 实际 上 意味 着 不 加 说 明 地 用 “Euler 描述 ”的 “ 系 综 理 论 ” 取 代 
了 “Lagrange 描述 ”的 “系统 理论 "“ 系 综 理论 ”的 平衡 态 统计 力学 与 流体 动力 学 是 相仿 的 , 即 :所 取 
的 “积分 单元 ”( 即 “ 相 体 积 ”) 在 宏观 上 是 无 穷 小 ,在 微观 上 却 是 无 穷 大 的 (同时 所 取 的 “时 间 单 位 ” 
在 宏观 上 是 无 限 短 ,在 微观 上 是 无 限 长 的 ) ,因而 对 状态 数 而 言 应 当 取 “积分 ”. 但 在 “系统 理论 "中 
粒子 是 分 立 的 ,因而 对 状态 数 而 言 只 能 取 “ 求 和 ”如 果 在 “系统 理论 ”中 借用 “积分 ”, 在 物理 学 上 就 
解释 不 通 , 起 码 在 交代 方面 有 所 欠缺 . 

此 外 ,在 平衡 态 统计 力学 中 , 借用 了 量子 力学 中 的 概念 ,定义 了 一 个 粒子 所 占 的 “ 相 空间 ?为 
js (在 平面 中 是 hr , 余 类 推 ,hh 为 Planck 常数 ) ,所 以 “整个 系统 ”的 粒子 数 是 有 限 多 的 :NN = 启 - ( 粒 


子 数 的 这 种 定义 看 上 去 有 点 荒唐 ,因为 它 完 全 忽视 了 气体 的 “可 压缩 性 ”或 "弹性 .但 所 幸 计 算 的 
结果 与 hy 没有 任何 关系 ,这 可 理解 为 粒子 数 N 只 是 一 个 参数 . ) 
当然 ,定义 一 个 粒子 所 占 的 空间 为 有 i 也 没有 什么 不 可 以 (h=2x 有 h), 定 义 一 个 粒子 所 占 的 空间 


为 zf- 也 没有 什么 不 可 以 ( 见 上 文 吴 大 献 先生 关于 Maxwell* 最 可 几 理论 "的 评论 ). 关 于 这 一 点 ,在 
平衡 态 统计 力学 中 ,无 论 是 否 “ 系 综 理论 ”, 都 是 如 此 处 理 的 . 这 似乎 对 “ 系 综 理论 ”来 说 存在 矛盾 . 
不 过 ,只 要 认为 体积 h? 是 “微小 流 团 "所 通过 的 小 “ 相 格 "而 不 是 粒子 的 真实 体积 ,这 种 矛盾 也 就 不 
存在 了 . 

A.3.1 Maxwell 速度 分 布 律 


在 (A.20) 式 中 ,Boltzmann 统计 分 布 是 
mi = 8IeXp( 一 了 一 per) 


在 这 里 , 简 并 度 8 = 1; 粒 子 状态 数 是 d0 = 卢 dpdpsdps; 引 入 经 典 力学 中 每 个 粒子 的 Newton 动 
能 e= 元 [5 玫 + $+ 乃 ]. 因 此 ,在 容积 V 内 ,动量 在 px 一 pk + dpk 范围 内 的 粒子 数 (实际 上 应 
是 “ 相 格 数 ”) 为 


dNCp) = Bexp(- 7- ECLpt + p+ p31)dpidpsdps CA 2 
N= |exp(- 7- Lp + pe + pi])dpdpdps (A.23) 
由 此 可 得 
_»_N/2xrBi Ni NT hh:  \ 
op DT (mn) = (mer) Ws 


在 (A.24) 式 中 ,第 一 个 等 号 或 第 二 个 等 号 右边 的 表达 式 是 平衡 态 统计 力学 中 的 “功能 块 ”其 
中 对 统计 力学 有 用 的 是 N、V、B( 或 了) 以 及 指数 也 这 几 个 量 . 
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将 (A.24) 式 代入 (A.22) 式 ,定义 “单位 容积 内 的 粒子 数 ” 为 
mn = 全 (A.25) 
得 到 “Maxwell 动量 分 布 律 " 是 
dncp)=n (se ) exp{-3 二 Lp + pi + pi])dpidpsdps (A.26) 


或 以 px = mv (k= 三 1,2,3) 换 为 速度 分 量 ,得 到 “Maxwell 速度 分 布 律 ”(J.C. Maxwell, 1859;1867 
年 Maxwell 又 从 Boltzmann 方程 导出 这 一 分 布 律 ) ， 


dn({v)=n (器 ) i op[- 色 vit+ va+ 3) |dvidvadv (A.27) 
式 中 
dnCp) _ Bp_\¥ Ba 
9 = n (em) exp(- a5- Cp? + pi + p3]) 
Bm 3 i (A.28) 
dnCv) ee -Fm mm 2 2 2 
Pr = n (和 exp| 2 ( 妈 + 则 + 三 ) | 
记 
/ dN Cp.) 
《Px ) = 
N Cpk dp 
NCv 三 dN (Cv) 
dvk 
(A.29) 
Rs dnCpx) 
n (Dx dp 
和 dnCv.) 
dvx 


它们 都 被 称 为 “分 布 密度 ”. 而 dN Cpx ) 和 dN Cvie) ,以 及 dn (pr) 和 dn (Cv) 都 被 称 为 “统计 分 
布 "《 即 “动量 在 pe->pr + dp 区 间 的 粒子 数 ” 或 “速度 在 vi 一 ve + dv 区 间 的 粒子 数 ”). 


A.3.2 ” Maxwell 分布 律 的 其 他 几 种 形式 


1. 粒子 作 二 维 运动 时 粒子 数 按 分 速度 y, 和 vy, 的 统计 分 布 
将 (A.27) 式 对 v3 从 (C-o) 到 (+oo) 积 分 ,可 得 


dnCvi,v2)= nexp| - 多 《人 好 十 8) |dwdws (A.30) 


2. 粒子 数 按 分 速度 w 的 统计 分 布 
将 (A.27) 式 对 v 和 v3 从 ( 一) 到 (C+w) 积 分 ,可 得 
dnCwn)=n (如 ) exp(- Pav Jay, (A.31) 


3. 粒子 数 按 速度 的 平行 分 量 vy 和 垂直 分 量 "的 统计 分 布 
将 柱 坐 标 系 中 速度 的 “单位 元 ”的 变换 dvidvzdvs = vj dvidvy dF 代入 (A.27) 式 ,并 对 9 自 
0 至 2x 积分 ,可 得 


总 
dmCviyvy)= 2rn (名 ) VL exp| - Bncvit+ vy ) |dv dvy (A.32) 
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4. 粒子 数 按 方位 角 6 的 统计 分 布 
将 变换 dvidvodv3 = vsin gdvdbdp 代入 (A.27) 式 ,并 对 Cv,?) 积 分 ,可 得 


dn (C0)= -sin pdb (A.33) 
5. 粒子 数 按 速 率 " 的 统计 分 布 


将 变换 dvidvzdvs = vzsin gdvdbgdp 代入 (A.27) 式 ,并 对 8 自 0 至 2x、 对 9 自 0 至 x 积分 ， 
可 得 


dnCv)= drn (uy v2exp{ — Em- )dv (A.34) 


6. 粒子 按 动能 sx 的 统计 分 布 
将 Newton(I.Newton,1643 一 1727) 力 学 公式 sx = 去 mv 代入 (4.34) 式 ,可 得 


ce 过 exp(- Per )des (A.35) 


278 和 
dPCek ) 三 
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这 里 的 dn(e ) 或 相应 的 dN (ex ) 又 被 称 为 “动能 在 e: ex + dek 区 间 的 粒子 数 ”. (A.35) 式 被 称 
为 “粒子 按 动能 ex 的 统计 分 布 ”. 

可 以 看 出 , “粒子 按 动能 e 的 统计 分 布 "(A.35) 式 ,是 通过 “粒子 数 按 速 率 v 的 统计 分 布 ” 
(A.34) 式 得 到 的 ,而 (A.34) 式 又 是 通过 “粒子 数 按 速度 v 的 统计 分 布 "(A.27) 式 得 到 的 ,因而 从 
逻辑 上 讲 , 似 乎 “粒子 数 按 速 度 w 的 统计 分 布 ? 比 “粒子 按 能 量 s 的 统计 分 布 " 更 基本 .然而 ,在 物 
理学 中 往往 更 强调 概念 上 的 飞 牙 :一 旦 得 到 了 “粒子 按 动 能 ex 的 统计 分 布 ”, 就 不 再 回头 地 认为 它 
才 真 正 是 第 一 性 的 ,其 他 各 种 形式 的 “统计 分 布 ?只 是 它 的 特例 .这 种 "粒子 按 动能 ex 的 统计 分 布 ” 
的 形式 ,为 “ 系 综 理 论 ” 统 计 力 学 中 发 挥 “能 量 e 就 是 系统 的 Hamiltonian” 的 想象 力 提供 了 线索 . 当 


然 ,应 当 指出 的 是 ,由 于 使 用 了 Newton 力学 公式 et = 广 mw ,因而 “粒子 按 动能 ex 的 统计 分 布 ” 


(A.35) 式 是 “ 非 相 对 论 ” 的 ,而 “相对 论 ” 的 “粒子 按 动能 e 的 统计 分 布 ” 将 不 再 是 (A.35) 式 的 
形式 . 
以 上 结果 ,可 归纳 成 表 A.3. 
表 A.3 Maxwell 分 布 律 中 的 分 布 密度 


统计 变量 Maxwell 分 布 律 中 的 分 布 密度 
按 动量 pk n (36 ) exp( -a Lp?+ p+ p]) 
按 速度 vx n (Be) exp[ -人 cwi+ 呈 + 二 
按 分 速度 w 和 v。 nexp| -名 (wf + 曲 ) | 


按 分 速度 v (Br) oxp( -Ber ) 
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续 表 
统计 变量 Maxwell 分 布 律 中 的 分 布 密度 
扩 诬 的 平分 旦 */ 和 全 直 分 | (如 ) 和 yep[ -有 c+ 坊 》] 
按 方 位 角 9 sin 0 
按 速率 ， trn (Ba) i vexp( - Bo) 
按 动能 6 人 ent = pe 


值得 注意 的 是 ,Maxwell 分 布 律 (尤其 是 按 动 量 的 分 布 律 和 按 速度 的 分 布 律 ) 与 “数理 统计 学 ” 
中 的 Gauss 分 布 (K，、F. Gauss,1777 一 1855) 即 “ 正 态 分 布 ? 完 全 一 样 ， 


e = 2.71828… 
fCx) = Tae exp (- 与 ) Cr = 3.14159… ) (A.36) 
V2 = 1.41421… 


前 已 引述 ,在 由 D. Freedman, R. Pisanji,R. Purves 和 A. Adhikari 所 著 的 《Statistics》(W. W. 
Norton & Company, Inc. 500 Fifth Avenue,New York,1991; 有 中 译本 《统计 学 》, 中国 统计 出 版 
社 , 北 京 ,1997) 中 有 一 句 话 十 分 幽默 :“ 正 态 曲 线 有 一 个 看 起 来 令 人 可 提 的 公式 …… 这 个 等 式 包含 
了 数学 史上 最 著名 的 数 中 的 3 个 :V2,x 和 e. 这 稍微 有 点 儿 离 题 . ”在 这 本 书 中 ,还 引用 了 法 国 物 理 
学 家 G.Lippmann(1845~1921) 的 话说 :“ 每 个 人 都 相信 ( 正 态 近 似 ) ,试验 者 出 于 他 们 想 这 是 一 个 
数学 定理 ,而 数学 家 出 于 他 们 想 这 是 一 个 实验 事实 .” 

与 “数理 统计 学 ”中 的 Gauss 分 布 的 这 种 尴 众 处 境 不 同 的 是 ,统计 力学 中 的 Maxwell 分 布 律 的 
物理 学 基础 却 十 分 坚实 ,因为 在 其 中 引入 了 经 典 力学 ,尽管 它 也 “看 起 来 令 人 可 县 ”, 它 其 中 也 "“ 包 
含 了 数学 史上 最 著名 的 数 中 的 3 个 :V2,x 和 e”. 这样 说 并 不 离 题 . 

值得 注意 的 是 ,V2,r 和 e 这 3 个 数 的 十 进 制 展开 的 每 一 位 ,都 是 随机 的 .包括 著名 数学 家 
J. von Neumann(1950) 和 著名 统计 力学 家 P.K. Pathia(1961) 在 内 的 10 数位 科学 家 已 经 逐步 验证 
了 ,V2 直 到 第 1545 位 ,e 直到 第 60000 位 ,x 直到 第 10? 位 ,都 没有 偏离 随机 性 . 

从 以 上 推导 可 以 看 出 ,Maxwell 分 布 律 实际 上 是 Newton 力学 能 量 表 达 式 进入 数理 统计 学 的 
结果 ,Maxwell 分 布 律 中 的 正 态 分 布 实际 上 反映 了 动能 e 与 动量 p 或 速度 v 成 平方 关系 的 现实 .如 
果 动 能 e 与 动 基 p 或 速度 v 不 是 平方 的 关系 , 则 Maxwell 分 布 律 中 不 会 有 正 态 分 布 .在 不 是 统计 
力学 的 其 他 数理 统计 学 中 ,例如 在 金融 统计 学 中 ， 之 必 = N 仍然 成 立 ( 只 不 过 ni 表示 数量 ,N 表 


示 总 数 )， 而 Dmie' = EE 中 的 ei 要 被 解释 成 为 “单价 ”( 同 时 EE 被 解释 成 为 “总 金额 ”). 当 “ 单 价 ” 与 


其 他 经 济 学 参量 的 关系 不 清楚 的 时 候 ( 在 “数理 经 济 学 ”中 ,无 论 是 “需求 价格 ?还 是 “供给 价格 ”, 它 
们 与 其 他 经 济 学 参量 之 间 的 关系 都 十 分 复杂 ) ,就 不 可 能 有 统计 力学 中 如 Maxwell 分 布 那样 漂亮 
的 分 布 律 . 
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由 此 更 可 以 看 出 ,“ 包 含 了 数学 史上 最 著名 的 数 中 的 3 个 :V2,r 和 e” 这 句 话 ,反映 了 统计 力学 
的 “数理 统计 学 ”实质 .正如 前 文 所 说 ,而 统计 力学 之 所 以 是 “统计 力学 ”, 它 实际 上 还 “包含 了 物理 
学 史上 最 著名 的 一 个 力学 量 m 和 两 个 物理 学 常数 kp, 有 hh”,“ 统 计 力 学 ”与 “数理 统计 学 "之 间 的 区 
别 ,也 就 在 于 此 . 

当然 ,在 Maxwell 分 布 律 中 尚未 引入 所 ;实际 上 有 在 Maxwell-Boltzmann 统计 中 的 用 处 不 大 . 


A.4 Boltzmann 密度 分 布 律 


A.4.1 Boltzmann 的 密度 按 高 度 的 分 布 律 


在 重力 场 中 考察 高 度 为 xs 处 面积 为 d4 .厚度 为 dxs 的 小 区 间 内 的 微粒 系统 ,车 该 处 微粒 的 
数 密度 为 nxs ) ,每 一 微粒 的 质量 为 m ,大 气压 强 为 P, 则 由 力学 平衡 条 件 有 
CP+dP)dA + nmgdAdxs = PdA 


即 
dP = - nmgdx (A.37) 
另 一 方面 , 若 微粒 系统 近似 为 理想 气体 , 则 
P= nkeT 
即 
dP = ks Tdn (A. 38) 
联 立 (A.37) 式 和 (A.38) 式 ,有 
de =- Fd = - Bngdxs (A.39) 
其 解 为 
nCx3) = moexp(C- Bmgxs) (A.40) 


式 中 no 为 xs =0 处 微粒 系统 的 数 密度 .此 即 Boltzmann 的 密度 按 高 度 的 分 布 律 .将 (A.40) 式 代 人 人 
P= nksT, 又 有 Boltzmann 的 压强 按 高 度 的 分 布 律 : 


POCx3)= Poexp(- Bmgxs) (A.41) 
式 中 Po 为 xs =0 处 微粒 系统 的 压强 . 
由 于 小 区 间 中 的 粒子 数 为 
dN(Cxa) = nCxa)dxsdA 二 no€exp(— Bmgxs )dxsd4 (A. 42) 
而 
N= Jancx 三 | memc- Bmgxa )dxsd4 = Bs dA (A.43) 
于 是 ,Boltzmann 的 “重力 场 中 微粒 随 高 度 的 等 温 分 布 律 "是 
flxa)= SN Pmgexpl— Bmgxa ) (A.44) 


Ndxs 
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A.4.2 Maxwell-Boltzmann 分 布 律 


由 (A.40) 式 可 知 ,mgxs 实际 上 是 微粒 的 势能 , 记 这 一 势能 为 e, , 则 (A.40) 式 可 被 改写 为 
ns = noexpC— Be,) (A.45) 
而 由 (A.27) 式 可 知 ,微粒 按 速 度 的 分 布 律 是 Maxwell 分 布 律 
2 二 
nx = (名 )? exp(- 各) =- (Be ) expc— Ber) (A. 46) 
式 中 e = 十 mv? 是 微粒 的 动能 . 


于 是 ,微粒 按 速度 和 位 置 的 联合 分 布 律 是 


当 
n= Rm * np = no (吕方 exp[- Blex + ep7j (A.47) 


此 即 Maxwell-Boltzmann 分 布 律 . 

Maxwell-Boltzmann 分 布 律 给 人 们 的 启示 是 ,统计 分 布 可 能 与 系统 的 “Hamiltonian”e 有 关 ! 
J. W.Gibbs 首先 得 到 了 这 一 启示 .“ 系 综 理 论 ” 的 统计 力学 由 此 揭 开 序幕 . (但 是 必须 提请 注意 的 
是 ,Maxwell-Boltzmann 分 布 律 只 是 形式 上 涉及 了 sk + e, ,而 不 是 真正 的 “Hamiltonian”e. 因为 其 
中 的 se 仅仅 是 外 场 的 势能 , 却 丝 毫 未 顾及 更 为 重要 的 系统 之 间 的 “ 显 关 联 ” 相 互 作用 势能 U.) 
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统计 力学 中 有 3 种 理论 ,3 种 分 布 ,3 种 系 综 .3 种 理论 是 Maxwell 最 可 几 理 论 "，Darwin- 
Fowler 平均 值 理论 ”和 “Gibbs 系 综 理 论 ”.3 种 分 布 是 经 典 的 “Maxwell-Boltzmann 分 布 ” ,量子 的 
“Bose 分 布 " 和 “Fermi 分 布 ”.3 种 系 综 是 “ 微 正则 系 综 ”, “正则 系 综 ”和 “ 巨 正则 系 综 ”. 经 排列 组 合 ， 
共有 15 类 统计 力学 .实际 上 ,统计 力学 并 没有 15 类 ,因为 量子 的 Bose 分 布 和 Fermi 分 布 只 是 巨 正 
则 系 综 中 的 特例 . Maxwell 最 可 几 理 论 和 Darwin-Fowler 平均 值 理论 相当 于 流体 力学 中 的 
Lagrange 描述 ,它们 之 间 的 区 别 只 是 统计 方法 不 同 而 已 .这 两 大 种 统计 力学 是 将 被 淘汰 和 现 已 被 
多 数 人 弃置 不 用 的 理论 (正如 Schr6dinger 所 强调 的 “为 了 明显 的 理由 ,以 后 我 们 将 断然 地 赞同 其 
中 一 种 态度 .”) ,因而 只 有 物理 史上 的 纪念 意义 ,与 流体 力学 中 的 Lagrange 描述 或 塑性 力学 中 的 
形变 理论 将 逐渐 被 人 遗忘 一 样 .在 3 种 系 综 中 , 微 正则 系 综 只 适用 于 孤立 系 而 与 温度 无 关 , 物 理 意 
义 不 是 太 大 ,应 用 上 不 是 太 普遍 也 不 方便 ,通常 仅 出 现在 教科 书 和 习题 集中 ;而 且 , 由 于 微 正则 系 
综 的 配 分 函数 D (实际 上 D (e) 就 是 态 密度 ) 和 正则 系 综 的 配 分 函数 Z 以 公式 
Z = |exp: - Be yD Ce ) de 相 联 系 (“ 逆 Laplace 变换 ”), 因 而 对 微 正则 系 综 可 以 少 放 在 心 上 一 些 . 
经 过 如 此 筛选 , 剩 下 3 种 分 布 及 “正则 ”和 “ 巨 正 则 ”两 种 系 综 共 6 类 统计 力学 是 人 们 所 关心 的 .但 
又 由 于 “正则 系 综 ” 的 配 分 函数 Z 和 “ 巨 正则 系 综 ” 的 配 分 函数 Z 以 公式 Z = exp(zZ ) 相 联系 ( 式 
中 z=exp(8n ) 为 易 逸 度 ), 因 而 实际 上 只 要 牢记 正则 系 综 的 “Boltzmann 统计 ”和 巨 正 则 系 综 的 
“Bose 统计 ”和 “Fermi 统计 ”这 3 类 统计 力学 即 可 .所 以 ,马上 上 庚 认 为 ,统计 力学 的 运算 规则 “可 以 
说 是 Boltzmann 的 求 炳 公式 ,或 可 以 说 是 某 形象 发 生 几 率 和 exp( -- Be) 成 正比 ”, 此 言 可 谓 说 到 了 
ms 

统计 力学 中 的 统计 方法 是 一 个 值得 注意 的 课题 .所 谓 统计 方法 ,无 非 是 “统计 权重 ”,“ 状 态 数 ” 
或 “ 态 密 度 ” 这 些 概 念 的 运用 .在 统计 权重 中 ,还 有 “ 简 并 度 ”. (有 些 统计 力学 书 中 ,将 “ 简 并 度 ” 归 于 
“状态 数 ” 或 “ 态 密度 ”之 中 . ) 将 这 些 东 西 搞 熟 了 ,统计 力学 也 就 不 难 了 .所 以 李 政 道 说 :“ 我 认为 统 
计 力 学 是 理论 物理 中 最 完美 的 科目 之 一 ,因为 它 的 基本 假设 是 简单 的 ,但 它 的 应 用 却 十 分 广泛 .” 
当然 ,联系 到 上 述 马上 庚 所 说 的 话 , 以 及 将 经 典 的 统计 方法 应 用 于 量子 力学 所 出 现 的 诠释 上 的 问 
题 ,要 说 统计 力学 方法 “已 经 成 熟 已 经 过 时 ”还 为 时 尚 早 . 

常用 的 交换 和 积分 如 表 B.1 一 B.4 所 示 . 


486 统计 力学 


表 B.1 一 些 具 体 的 Laplace 变换 


源 DCs) ] 像 Z, (8) = |DCe)exp(- pe)de 
0 


} 
ni 
(n=0,1,2,.) Bi (ReB>0) 
dy Cr (ReB>0) 
cn- re ee (ReB>0) 
二 rr .1 
Ez2 2 有 
s -去 至 
e (0<e<1) 1-expC —B) 
expC— ae) 下 (ReB> — Rea) 
eexp(— ae) pp (ReB> — Rea) 
| 上 (>y7) 加 
e' expC—ae) (Revy>0) Ctay (ReB> - Rea) 


expL ~ aexp(e)] (Re a>0) arrcC—B,a) 
2 ww 
sin we + 


本 P+ 
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源 DCe) 


sinh we 


cosh we 


v= 


e"” ‘sinae (Rey 二 一 1) 


一 】 


eg" cosae (Rev>>— 


elsinh ae (Reyv>>-1) 


e’ lcosh ae (Rev 二 -1) 


exp( 一 be )Sin ae 


EXP( 一 be ) cos ae 


-天 -sinh 2 Vae 
ne 


1 
Ve 


1) 


像 ”Zi cB) = |Deeyexpc- Bey de 
0 


Cy) 

Pe- 

B 

Pp- ow 

-Lrc,) 1 

2T i CB-ia)' 

BT < + chiay 

2T PT (8B-iay》 

工 ri co Eee | (Rep>|Real) 
2T cH- B+a) 

1 

ba ge | (ReB> | Rea|) 


> 
(B+b):+a’ 


B+b 
CB+b)?+a’ 


TClat+1) 
CB+ by°*! 


exp( — ayB) 
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续 表 
源 DCe) | 像 Zi cp) = |Dkeyexpk- Beyde 

0 
GCe) (Dirace 孙 数 ) 1 
6' Ce) Bb 
Sle-a) (4 二 0) expC — aB) 
68'(e-a) (a>0) Bexp — aB) 
SCe-a) (a>0) BrexpC—aB) (-o<8 一 +o) 
Sece— ma) -Ian (ReB>0) 
A exp 


sss 


表 B.2 平衡 态 Boltzmann 统计 中 的 常用 积分 


aa dqzdqs = V 


3N 
|dqidqs*"dqan = | {Tag = TV 
k=1 


exp| — pf + 有 十 p§)> |dpidpsdp = (Ge 


沙 
于 大 ) 


志 jaojaoj ep[ -名 p} + 3s) |dpsdp 六 


(sjaejo[- 吕 02)]anar 


(卫生 全 全 


(- 嫩 ) dj = Ch1213) (3 
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表 B.3 平衡 态 Boltzmann 统计 中 一 些 有 用 的 积分 


|exp- ax* )dx = 记 和 /三 [a ax )dx = A/ 王 
0 


x" expC— x)dx = (n~1)1 r( 


nk 
0 


fend Se ge rN 
译 )= jx -zexpC— x) dx 全 (n 2 )(n 3 2 四 sT(3) 
= ( 


ee 去 )(n - 况 )… 间 二, 


1, = | xexpc - axX2 )dx = 


oR] 8 


0 
1o = |empc- ax )dx = 地 1 = |xexp - ax” )dx = 了 
D 0 2a 
= 荆 、/ 工 有 
二 2a2 


二 本， 2 浊 . 
人 a = 


r(2+:) 

m 
| mexp5- (ax)”Jdx =— ~ (n+l1>0,m>0) 
0 


其 中 | xz*exp< 一 Q2X27)dx = 
0 


-D 


2 =1+X+x+… (|x|<=1) 
j=0 


(1+x)" = > Chxi =1+nxt+ 


j=0 


= ! 
tt 《| 过 也 


pn 
Mn (一 全 全 全 全 


Cn—1)1j! 


(1+x)" = = C— DIChjAixi =1— nt+ 


j=0 


+… (|x|Q<=1) 


expCX) = 


+… (|x|=1) 


上 , ji+1 3 i+1 
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表 B.4 平衡 态 Bose 统计 和 Fermi 统计 中 的 有 用 积分 


Bose-Einstein 积分 


I = | 
) exp Cx)— 1 


Fermi-Dirac 积分 (低温 展开 式 ) 


fpCe)d 本 2 /1Yy /dy 
rir 人 jee ”6 ) (as) 
7xh 7 1 \4 /中 3176 
+ 366 至 ) 人 
(此 展开 式 中 的 数值 系数 趋 于 极限 值 2) 


有 


xdx x 


) expCx)+1 ~ 12 


(Bn 为 Bernoulli 数 ) 


$C3)= 1.2021 45( 训 )= 2.612 


5C5)= 1.0369 《( 读 ) = 1.341 


607) = 1.0083 (也 )= 1.127 


中 i (+ 号 Bose 统计 > 
(z) = 《 土 1)Hl 三 
/Cz 和 2 j*” (〈 一 号 Fermi 统计 ) 


特别 有 


I=1 


J# (2)= CEL 二 = 于 二 | xn[1F zexp(- x?) Jdx 
ji Vr 


和 PE 2 一 和 | 一 一 8 = 9 
J3 Cz) 2 〈 士 1) 六 TR zexp ex FI z 3z/¥ (7) 
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